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Vorwort 


Die theoretische Elektrotechnik beschäftigt sich einerseits mit den prinzipiellen 
Fragen der Gesetze der elektromagnetischen Erscheinungen, mit den logischen Zu- 
sammenhängen und allgemeinsten Folgerungen dieser Zusammenhänge, andererseits 
behandelt sie auch spezielle konkrete praktische Aufgaben, wenn diese einen ‚„kom- 
plizierteren‘ mathematischen Apparat verlangen. Die theoretische Elektrotechnik ist 
‚also gewissermaßen eine Legierung aus physikalischer Elektrodynamik und prak- 
tischen Problemen. Bei solcher unveränderlichen Zielsetzung muß sich jedoch der 
Inhalt stetig ändern. Der Begriff des ‚komplizierteren‘‘ mathematischen Apparats 
verschiebt sich infolge der stetigen Verbesserung der mathematischen Ausbildung 
nach immer höheren Gebieten; damit können einige Themen gestrichen werden. Zur 
Kompensierung treten neue Disziplinen in den Vordergrund, die aufgenommen 
werden müssen. Außerdem erlangen immer neue Teile der physikalischen .Elektro- 
dynamik Wichtigkeit für die Anwendung. Die relativistische Elektrodynamik kann 
schon heute als Ingenieurwissenschaft betrachtet werden. Auch die Quanten- 
elektrodynamik hat bereits gewisse Beziehungen zur Praxis. 

Alle diese Veränderungen führen notwendig zur Vermehrung des Inhalts oder aber 
zur Einengung der Zielsetzung. 

Mit der fünften Auflage hat das Buch die ‚Grenzdicke“ oder die ‚‚kritische Dieke“ 
weitaus erreicht, bei der ein Buch noch bequen zu handhaben ist. Ich habe mich 
bemüht, bei dieser sechsten Auflage die frühere Seitenzahl nicht zu überschreiten. 
Dieser Zielsetzung fielen die Kapitel über nichtlineare Kreise zum Opfer. Einige 
Seiten konnten z. B. auch dadurch eingespart werden, daß detailliertere Ausarbei- 
tungen der Eigenschaften von verschiedenen Wellentypen in Hohlleitern durch eine 
eingehendere Behandlung charakteristischer und praktisch wichtiger Einzelfälle 
ersetzt wurden. Insgesamt sind etwa hundert Seiten ausgetauscht, d.h. völlig neu 
geschrieben worden. 


6 Vorwort 


Der. Schwerpunkt des Buches wurde — wenigstens war es meine Absicht — gegen 
die Wellenfelder verschoben. 

Das vorliegende Buch setzt die Kenntnis der Grundbegriffe und Grundgesetze der 
Elektrotechnik sowie der hierzu unerläßlichen mathematischen Hilfsmittel voraus. 
Auch die Maxwellschen Gleichungen werden als Endergebnis einer induktiv aufge- 
baut:n Behandlung als bekannt vorausgesetzt. In der Einführung werden aber all 
diese Dinge rekapitulierend zusammengefaßt. In diesem Sinne bildet das Buch ein in 
sich geschlossenes Ganzes. Trotzdem werden die Gesichtspunkte der Zielsetzung, der 
Behandlungsweise und der Wahldes Inhaltes nur dann vollständig klar erscheinen, 
wenn wir berücksichtigen, daß dieses Buch den dritten Band meiner aus vier Bänden 

estehenden Reihe über allgemeine Elektrizitätslehre darstellt. Die einzelnen Bände 
sind: 


1. Grundgesetze des elektromagnetischen Feldes 
2. Physikalische Elektronik 
3. Theoretische Elektrotechnik 


4. Beispiel- und Aufgabensammlung. 


Der vierte Band, der unter meiner Redaktion von meinen früheren Mitarbeitern 
verfaßt wurde, ist bisher nur in ungarischer Sprache erschienen. 

Man ist bei einem Lehrbuch — seinem Charakter entsprechend — gezwungen, aus 
vielen fremden Quellen zu schöpfen: zum Teil aus Originalaufsätzen, zum Teil aus den 
pädagogischen Ergebnissen anderer Fachleute. Die im Literaturverzeichnis ange- 
führten Werke wurden zum Teil als Quellen benutzt, zum Teil sind es solche Werke, 
die dem Leser zu seiner Fortbildung dienen können. Ich habe auf den Ursprung 
meines Gedankenganges nach Möglichkeit auch explizit hingewiesen. Die Nummern 
in eckigen Klammern beziehen sich immer auf die entsprechende Literatur. 

Schließlich spreche ich meinen Dank all jenen aus, die an dem Zustandekommen 
dieses Buches bzw. am Erscheinen der deutschen Ausgabe mitgewirkt haben. So 
gebührt Dank den Mitarbeitern des Lehrstuhls für Theoretische Elektrotechnik, den 


Herren Prof. Dr. G. FoDoR und Dr. A. CsurcAv, mit denen zahlreiche Fachprobleme 
besprochen wurden, ferner Frau A. M£rEy und Frau I. CsurGAy, die mir bei den 
Redaktionsarbeiten behilflich waren, und meiner Frau, die bei der Anfertigung des 
Manuskriptes unermüdliche Hilfe leistete. 

Außerdem ist es mir eine angenehme Pflicht, dem Verlag für die sorgfältige Aus- 
stattung des Buches und für sein verständnisvolles Eingehen auf alle meine Wünsche 
meinen verbindlichsten Dank auszusprechen. 

Es gebührt auch im voraus Dank allen, die mich auf die Unzulänglichkeiten, 
welche trotz unserer Bemühungen in diesem Buch auftreten, aufmerksam machen 
werden. 


K. SIMoNyI 
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1. Einleitende Übersicht 


In diesem Teil werden kurz die Tatsachen und Erwägungen 
zusammengefaßt, die zwangsläufig zu den Maxwellschen Glei- 
chungen führen. Wir lernen die einfachen und die etwas kompli- 
zierteren Formen dieser grundlegenden Gleichungen sowie deren 
wichtigste Folgerungen, z. B. die Energiegleichung und die Aus- 
drücke für die Kraft, kennen. Endlich werden die Grundtat- 
sachen der Vektoranalysis rekapituliert und die wichtigsten 
Ergebnisse tabelliert. 


1.1. Einleitung 


Die Naturwissenschaften gelangen über Versuche und Beobachtungen zu ihren 
Erkenntnissen und Ergebnissen. Die unmittelbaren Resultate dieser Beobachtungen 
und Messungen bilden jedoch eine zusammenhanglose Sammlung von ‘Angaben; aus 
denen man allgemeinere Zusammenhänge oder Gesetzmäßigkeiten abzuleiten sucht. 
Heute wird diese sogenannte induktive Methode als die grundlegende Forschungs- 
methode der Naturwissenschaften betrachtet. Trotzdem ist jede Wissenschaft 
bestrebt, schnellstens zur deduktiven Methode überzugehen. Sie wird daher die aus , 
umfangreichem Beobachtungsmaterial gewonnenen Teilgesetze zu einer einheitlichen 
Theorie zusammenfassen, an deren Spitze einige Grundgleichungen stehen, damit 
sämtliche Behauptungen — analog der Methode der Geometrie — von diesen Grund- 
gleichungen, eben deduktiv, abgeleitet werden können. Der Entwicklungsgrad einer 
Wissenschaft läßt sich gerade daran messen, inwieweit die Verwirklichung dieses Ziels 
gelungen ist. Die Triebkräfte dieser Bestrebungen sind verschieden. In erster Linie 
sind sie ökonomischer Art: Es ist meist einfacher und billiger, den Verlauf der Er- 
scheinungen durch Berechnungen statt durch Versuche zu ermitteln. Die umfassende 
Theorie gibt außerdem Ansatzpunkte für weitere Forschungen, indem sie den Weg 
weist, den der Forscher einzuschlagen hat. Neben diesen Gründen spielt auch noch der 
Umstand mit, daß der nach der Synthese strebende menschliche Geist die einzelnen 
Gebiete der Wissenschaft nur dann als bekannt, als vollkommen beherrscht empfindet, 
wenn die Einzelerscheinungen zu einem einheitlichen Bild zusammengefaßt werden 
können. Quantitativ äußert sich diesin der Aufstellung von Grundsätzen - Axiomen -, 
welche die einheitliche Ableitung sämtlicher Erscheinungen ermöglichen. In diesem 
Fall gilt die betreffende Theorie nicht nur als ‚wahr‘ und ‚nützlich‘, ihr kann auch 
das Epitheton ‚‚schön‘‘ zuerkannt werden. 

Es ist a priori überhaupt nicht sicher, ob eine von den Grundsätzen ausgehende 
deduktive Behandlungsweise in den Naturwissenschaften möglich ist. Daß die Ver- 
suchsergebnisse der Vergangenheit, der Gegenwart und sogar der Zukunft an Hand 
einiger Gleichungen bestimmbar sind, daß die Struktur der Außenwelt eine solche ist, 
stellt eine derart überraschende Tatsache dar, daß sie wohl zu den Grundproblemen 
der Naturphilosophie zu rechnen ist. Es ist jedoch auch eine Anhäufung von Ver- 
suchstatsachen vorstellbar, die keine Zusammenfassung zu einem einheitlichen 
Ganzen gestatten. Die Erfahrungen haben bisher gezeigt, daß bestimmte Teilgebiete 
der Physik — z. B. die klassische Newtonsche Mechanik — auf diese deduktive Art 
behandelt werden können. Es wurde aber ebenso durch geschichtliche Erfahrungen 
bestätigt, daß mit der weiteren Entwicklung der Versuchstechnik stets auch solche 
Tatsachen auftauchten, die in dem Rahmen der bekannten Theorie keinen Platz mehr 
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fanden, und es mußte dementsprechend die Aufstellung einer neueren, umfassenderen 
Theorie in Angriff genommen werden. Nun kann es aber auch vorkommen, daß die 
experimentelle Technik eine derart schnelle Entwicklung erfährt, daß die Tatsachen 
schon im Augenblick der Entwicklung einer neuen Theorie deren Grenzen wieder 
übersteigen. Wir könnten somit zu keinem Zeitpunkt eine Theorie finden, welche die 
Erscheinungen in einem einheitlichen Bild erfaßt. Das eben Gesagte wird z. B. gegen- 
wärtig durch die Physik der Elementarteilchen illustriert. Aber selbst in einem solchen 
Fall hat es Sinn, eine deduktive Behandlungsweise anzustreben; denn das Axiomati- 
sieren von Einzelgebieten der Physik — wenn auch nur eines historisch abgeschlos- 
senen Gebietes — kann sowohl ökonomisch als auch ästhetisch sehr erfolgreich sein. 

Die Wissenschaft gelangt zu ihren Axiomen oder ihren Grundgleichungen selbst- 
verständlich auf induktivem Weg, verallgemeinert also die Versuchsergebnisse. Aber 
gerade wegen dieser Verallgemeinerung ist der Inhalt der gefundenen Grundglei- 
chungen stets größer als der der zugrunde liegenden experimentellen Fakten. Die 
Richtigkeit dieser Axiome kann nur die Übereinstimmung der von ihnen abgeleiteten 
Folgerungen mit den Meßergebnissen beweisen. 

Ein historisch bereits abgeschlossenes und völlig deduktiv behandelbares Gebiet 
der Elektrotechnik ist die klassische Elektrodynamik. In erster Linie an die experi- 
mentellen Resultate und das Begriffssystem von Farapay anknüpfend, legte MAXWELL 
im Jahre 1873 in seinem Buch ‚A Treatise on Electricity and Magnetism‘‘ sämtliche 
damals bereits vorhandenen Kenninisse über die Elektrizität nieder. Er erfaßte in seinen 
Grundgleichungen nicht nur die bis dahin erhaltenen Versuchsergebnisse, sondern 
auch im voraus die experimentellen Resultate der darauffolgenden 20 Jahre. Aussagen 
über die elektromagnetischen Wellen waren nämlich bereits in den Grundgleichungen 
von MAxWELL enthalten, obwohl ihre Existenz erst etwa 20 Jahre später durch Ver- 
suche bewiesen wurde. 

Auf der Grundlage der Maxwellschen Gleichungen kann die gesamte Elektro- 
dynamik deduktiv, ‚more geometrico‘, behandelt werden. Darum wollen wir diese 
Grundgleichungen selbst gar nicht erörtern. Eine solche Erörterung würde eine 
Zurückführung auf irgendeine von uns unmittelbar einzusehende und daher akzeptier- 
bare Erscheinung bedeuten. Die Maxwellschen Gleichungen kann man aber auf keine 
andere, einfachere Erscheinung zurückführen. Diese Erkenntnis war das Ergebnis 
einer ziemlich lang andauernden historischen Entwicklung. Für unsere Vorstellungen 
sind die Begriffe und Erscheinungen der Mechanik übersichtlich und verständlich. 
Wir müssen uns jedoch dessen bewußt sein, daß wir die Grundprinzipien der Mechanik, 
z. B. die Ortsveränderung oder den Stoß starrer und elastischer Körper, nur deshalb - 
für einfach und unmittelbar verständlich halten, weil wir uns an sie gewöhnt haben. 
Im Alltagsleben begegnen wir ja hauptsächlich den zum Bereich der Mechanik 
gehörenden Erscheinungen. Es ist daher einleuchtend, daß man den Versuch unter- 
nahm, auch die Maxwellschen Gleichungen auf diese elementaren Erscheinungen und 
mechanischen Begriffe zurückzuführen. Heute wissen wir, daß dies unmöglich ist; es 
ist aber auch gar nicht notwendig, denn durch den immer häufigeren und vielfältigeren 
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Umgang mit der Elektrizität im täglichen Leben werden uns die Begriffe der Elek- 
trizitätslehre und entsprechend die Grundgesetze der Elektrizität in einem Maße an- 
schaulich und verständlich, wie es früher nur. die Gesetze der Mechanik waren. 

Nun besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen den Maxwellschen 
Gleichungen und den Axiomen der Geometrie. Die Maxwellschen Gleichungen 
kommen mit der Wirklichkeit nicht nur dann in Berührung, wenn wir sie von den 
Tatsachen abstrahieren bzw. die aus ihnen errechneten Ergebnisse mit den Messungen 
vergleichen, sondern sie füllen sich über die Materialkonstanten enthaltende Gleichungs- 
gruppe ständig mit einem immer neuen physikalischen Inhalt. 

Bei der deduktiven Behandlungsweise nehmen wir die Maxwellschen Gleichungen 
als gegeben an und interpretieren nur deren Inhalt. Wir haben sie verstanden, wenn 
wir wissen, zwischen welchen physikalischen Begriffen und unter welchen Versuchs- 
bedingungen sie eine Beziehung feststellen, mit anderen Worten: wenn wir wissen, 
welche Meßergebnisse durch die Maxwellschen Gleichungen miteinander verbunden. 
werden. 


1.2. Der induktive Weg zu den Maxwellschen Gleichungen 


Bevor wir mit der deduktiven Behandlung beginnen, wiederholen wir die experi- 
mentellen Tatsachen und theoretischen Überlegungen, die MAXwELL zur Aufstellung 
seiner Gleichungen veranlaßten. 


1.2.1. Das Gesetz von BIOT-SAVART 


Die I. Maxwellsche Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Strom 
und der mit iim verbundenen. oder, wie man zu sagen pflegt, durch ihn erzeugten 
magnetischen Feldstärke. Die sich hierauf beziehenden Versuchsergebnisse wurden 
zuerst durch BIoT und SAVART zusammengefaßt. Nach dem Biot-Savartschen Gesetz 
beträgt die magnetische Feldstärke in einem beliebigen Punkt des Raumes (im Auf- 
punkt) 


I dixr, 
H= = 0 . (1) 


L 


wenn in einem geschlossenen linearen Stronkreis ein Strom von I Ampere fließt. In 
dieser Gleichung bedeutet dl den Vektor desin Abb. 1.1 dargestellten Leiterelementes. 
in Meter. Die Richtung des Leiterelements dl fällt mit der positiven Stromrichtung 
zusanımen. 7, ist der von dem betrachteten Leiterelement nach dem Aufpunkt 
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gerichtete Einheitsvektor, r stellt den Abstand zwischen dem Leiterabschnitt und 
dem Aufpunkt, ebenfalls in Meter, dar. Die Integration muß über den gesamten 
_ geschlossenen Leiter vorgenommen werden. Diese Gleichung ergibt die Feldstärke in 
Ampere pro Meter. Obgleich in einem beliebigen Punkt des Raumes nur die gesamte 
magnetische Feldstärke einen Sinn hat und experimentell nur diese feststellbar ist, 


Abb. 1.1 Zur Deutung des Biot- Abb. 1.2 Bestimmung der Richtung 
Savartschen Gesetzes der magnetischen Feldstärke 


kann jedoch obige Formel so gedeutet werden, daß jedes Leiterelement für sich eine 
magnetische Feldstärke erzeugt, und zwar nach folgenden Formeln: 


Id. 
dH = — ———; Im ug: (2) 


Wir können also feststellen, daß die elementare magnetische Feldstärke pro- 
portional der Stromstärke, der Länge dl, dem Sinus des durch das Leiterelement und 
den zum Aufpunkt gezogenen Radiusvektor gebildeten Winkels, aber umgekehrt 
proportional dem Quadrat des Abstandes ist und senkrecht auf dl und r, Steht, wobei 
die Vektoren dl, r, und dH in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden (Abb. 1.2). 

Wenden wir diese Gleichung auf einen unendlich langen, geraden Leiter an, so 
ergibt sich, daß die Kraftlinien des magnetischen Feldes den Leiter kreisförmig 
umgeben und die Richtung des magnetischen Feldes der Stromrichtung so zugeordnet 
ist wie die Drehrichtung einer rechtsgängigen Schraube zu ihrer axialen Bewegungs- 
richtung. 

Das Durchflutungsgesetz enthält dieselben Versuchstatsachen wie das Gesetz von 
BIOT-SAVART, jedoch in einer für die praktischen Anwendungen vielfach zweck- 
mäßigeren Form. Es lautet: 


Wenn wir in einem beliebigen magnetischen Feld längs einer beliebigen geschlossenen 
Linie das Linienintegral der magnetischen Feldstärke bilden, so ist dieses Linienintegral 
gleich dem Gesamtstrom, welcher die durch diese Linie aufgespannte, aber sonst belvebige 
Fläche durchfließt, d. h., 


$Hal= | JdA. (3) 
L A 
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Es bedeuten in der obigen Formel: H die magnetische Feldstärke wieder in A/m, 
J die Stromdichte in A/m2, dA die Fläche in m?. Wie wir sofort sehen können, ist 
unsere Gleichung auch dimensionsrichtig: beide Seiten besitzen die Dimension einer 
Stromstärke. Diese Gesetzmäßigkeit ist jedoch nur dann gültig, wenn wir die Rich- 
tung der Linie und der durch sie aufgespannten Fläche in Übereinstimmung bringen: 
die Richtung des Linienabschnittes muß der Richtung der Fläche so zugeordnet sein 
wie die Bewegungsrichtung einer Rechtsschraube zu ihrer Drehrichtung (Abb. 1.3). 

Die linke Seite des Durchflutungsgesetzes formen wir mit Hilfe des Satzes von 
Stokes um. Nach dem Stokesschen Satz ist das Linienintegral. eines beliebigen 


Abb. 1.3 Beziehung zwischen Umlaufssinn der ge- 
schlossenen Kurve und Richtung der positiven Nor- 
male der durch die Kurve aufgespannten Fläche 


Vektors immer gleich dem Flächenintegral der Rotation desselben Vektors, bezogen 
auf die Fläche, welche durch die Linie-aufgespannt werden kann, d.h., 


di = | rotv dA. 
$? ‚> v 


Dementsprechend wird 


$Hdl= [rot HdA= [ JdA. (4) 
L 4A A 


Da dieser Zusammenhang für jede beliebige Kurve gilt und bei Angabe einer 
bestimmten Kurve auch für jede beliebige durch sie aufgespannte Fläche, so folgt, 
daß die Ausdrücke unter dem Integralzeichen gleich sein müssen; demnach wird 


rt H=J. (d) 


Dies ist die Differentialform des Durchflutungsgesetzes. Sein physikalischer Inhalt 
ist mit dem Inhalt des Gesetzes von BIOT-SAVART bzw. mit dem des Durchflutungs- 
gesetzes identisch und umfaßt die gleichen experimentellen Ergebnisse. Wir können 
den Inhalt aller dieser Gleichungen kurz so zusammenfassen (Abb. 1.4), daß überall, 
wo eine Stromdichte existiert, d. h. ein Strom fließt, auch ein Wirbel des magnetischen 
Feldes auftritt und damit in der Umgebung auch das magnetische Feld selbst vor- 
handen ist. Abb. 1.4 entspricht sogar der einfachen Deutung unserer Gleichung, da 
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der Wirbel von H gerade die Stromdichte bildet. Bei diesen Überlegungen wurde die 
Quellenfreiheit des H-Feldes vorausgeselzi. ZZ 

Wie wir schon betonten, gelten die bisherigen Gleichungen für einen geschlossenen 
Stromkreis. In diesem Falle zeigt die Stromdichte keine Divergenz, d. h., die Linien 
der Stromdichte weisen weder Quellen noch Senken auf, sondern sind geschlossen. 
Dies kommt in mathematischer Form in der Gleichung 


dvJ=0 (6) 
zum Ausdruck. 


J 


Abb. 1.4 Inhalt des Durchflutungsgesetzes: Der konduktive Strom 
erzeugt ein magnetisches Feld 


1.2.2. Der Begriff des Verschiebungsstromes und die I. Maxwellsche Gleichung 


Die beschränkte Gültigkeit des Satzes von BIOT-SAVART wie auch des Durchflutungs- 
gesetzes kam erstmalig zum Vorschein, als man begann, das magnetische Feld offener 
Stromkreise zu untersuchen. Ein solcher offener Stromkreis ist in Abb. 1.5 dargestellt. 
Der Strom kann selbstverständlich auch in diesem Fall fließen, da sich der Konden- 
sator einmal aufladen, ein anderes Mal entladen wird. Die Quellen bzw. Senken der 
Linien der Stromdichte befinden sich in den Ladungen der Kondensatorplatten. Zur 
Berechnung der magnetischen Feldstärke in einem beliebigen Punkt der Umgebung 
eines solchen Stromkreises geben die bisher gefundenen a keine 
eindeutige Weisung. 

Wenn wir das Gesetz von BIoT-SAVART anwenden wollen, taucht die Frage auf, 
ob bei der Berechnung der magnetischen Feldstärke der zwischen den beiden Konden- 
satorplatten liegende kleine Abstand dl, zu berücksichtigen ist oder nicht. Bei einer 
ersten Betrachtung erscheint es richtig, ihn nicht zu berücksichtigen, da zwischen den 
Kondensatorplatten kein Stromdurchfluß stattfindet, es bewegen sich also dort keine 
Träger der Elektrizität. Wollen wir dagegen das Durchflutungsgesetz in der Integral- 
form anwenden, so bilden wir das Integral über eine beliebige, die Leitung um- 
hüllende Linie und können ein eindeutiges Resultat erwarten. Gleichzeitig jedoch 
liefert das Flächenintegral der Stromdichte auf der rechten Seite des Durchflutungs- 
gesetzes jeweils ein anderes Ergebnis, je nachdem, ob die Fläche die Leitung schneidet 
oder zwischen den beiden Kondensatorplatten liegt (Abb. 1.6). Einen noch krasseren 
Widerspruch erhalten wir bei Verwendung der Differentialform des Durchflutungs- 
gesetzes. Bilden wir die Divergenz beider Seiten. Da die Diverganz des Wirbels eines 
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beliebigen Vektors identisch Null ist, wird 
divrt H=divJ =0d. (7) 


Hieraus können wir ersehen, daß die magnetische Feldstärke das Durchflutungsgesetz 
nur dann befriedigen kann, wenn die Divergenz der Stromdichte überall gleich Null 
ist, d. h., wenn wir es mit geschlossenen Stromkreisen zu tun haben. Es ist also offen- 
bar, daß obige Form des Biot-Savart-Gesetzes oder des Durchflutungsgesetzes für die 
offenen Kreise nicht gilt. Unsere letzte Beziehung weist aber auch darauf hin, in 
welcher Richtung die Ergänzung zu suchen ist: Wir müssen unseren offenen Kreis 
unter Zugabe irgendeiner Stromdichte derart zu einem geschlossenen Kreis machen, 
daß diese Stromdichte mit der Leitungsstromdichte zusammen quellenfrei wird. 


u EEE .< 


Abb. 1.5 Der elektrische Schwingungs- Abb. 1.6 Die Anwendung des Durch- 
kreis als Beispiel für den offenen flutungsgesetzes liefert bei einer offenen 
Stromkreis Leitung kein eindeutiges Ergebnis 


Dies kann, wenigstens formal, folgendermaßen erreicht werden (s. Abb. 1.7). Wir 
stellen uns die Kondensatorplatten der Einfachheit halber in gleicher Dicke verlängert 
vor. Dadurch wird die in der Flächeneinheit des Kondensators enthaltene Ladungs- 
dichte o durch J entsprechend der Beziehung | 


do 
-7 (8) 


verändert. Die Stromstärke bedeutet ja die in der Zeiteinheit stattfindende Ladungs- 
strömung. Damit ändert sich auch die Ladungsdichte der Kondensatoroberfläche in 


Abb. 1.7 Beziehung zwischen Dichte des 
konduktiven Stromes und Dichte 
des Verschiebungsstromes 


der Zeiteinheit gerade um einen Betrag, welcher der Stromdichte entspricht. Zwischen 
den Kondensatorplatten tritt aber der elektrische Verschiebungsvektor gleich der 
Ladungsdichte auf: 


D=o. (9) 


D und o werden in As/m? gemessen. 


36 1. Einleitende Übersicht 


Unsere bisher gefundenen Formeln waren nur für skalare Werte gültig. Ziehen wir 
noch die Vorzeichen entsprechend der Abbildung in Betracht, so können wir fest- 
stellen, daß die positive Ladung auf der rechten Kondensatorplatte zunimmt. Zugleich 
wird auch der elektrische Verschiebungsvektor größer, wenn positive Ladungen auf 
die Fläche gelangen, d. h., wenn die Stromrichtung der Abbildung entsprechend von 
rechts nach links zeigt. Es wird also auch die Vektorenbeziehung 

oD 

a dt (10) 
gültig sein. Wir können sofort sehen, daß wir unseren Stromkreis geschlossen haben, 
wenn wir zur Leitungsstromdichte den Ausdruck 3D/öt rein formal hinzufügen, da 
dieser der Leitungsstromdichte gleich ist. Wo. die Linien der Leitungsstromdichte 
enden, dort beginnen in derselben Anzahl die zum Vektor öD/dt gehörenden Vektor- 
linien, und wo diese in der Platte enden, dort beginnen auf der anderen Seite die 
Linien der Stromdichte. Der Ausdruck 2D/öt wird aus rein historischen Gründen die 
Verschiebungsstromdichte genannt. 

Wir haben bisher festgestellt, daß die Divergenz des Vektors J + 0D/öt überall 
gleich Null ist: 


div (7 + =) ar (11) 


Wenn wir die Differentialform des Durchflutungsgesetzes entsprechend verall- 
gemeinern, indem wir 


rt H=J+ = (1) 


schreiben, können wir sicher sein, daß wir damit auf keinen logischen Widerspruch 
stoßen, weil die Divergenz der linken und der rechten Seite überall gleich Null ist. 
Es muß jetzt nur noch festgestellt werden, ob die Verschiebungsstromdichte in Wirk- 
lichkeit auf eine der obigen Gleichung entsprechende Weise an der Erzeugung des 
Magnetfeldes teilnimmt. Obige von MAxwELL aufgestellte Gesetzmäßigkeit wurde 
durch Versuche tatsächlich weitgehend bestätigt. Danach gilt also — und gerade dies 
wurde von MAxWELL zur alten Theorie hinzugefügt —: Die Verschiebungsstromdichte 
oD/öt besitzt ein magnetisches Feld der gleichen Form wie die Leitungssiromdichte. 


Wir Barden auch an Hand einer etwas allgemeineren Überlegung zu denselben Beziehungen 
gelangen, wenn wir von dem sehr speziellen Fall des bisher betrachteten Kondensators absehen. 

In einem durch eine geschlossene Fläche abgegrenzten Raumteil ändert sich die elektrische 
Ladung, wenn die Ladungen, die in der Zeiteinheit durch die Fläche ein- und ausströmen, 
ungleich sind. Wir erhalten die Änderung der Ladung während dieser Zeiteinheit, wenn wir 
die Stromdichte über die Gesamtfläche summieren: 


Draa=-2 [ear-- (Bar. (12) 
ot ot 
A V V 
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o bedeutet in dieser Gleichung die räumliche Ladungsdichte in As/m?. Die linke Seite dieser 
Gleichung kann mit Hilfe des Satzes von GAUSS umgeformt werden: 


Daaa - [avsar = => av. (13) 
4A V Vv 


Da diese Beziehung für ein beliebiges Volumen gilt, folgt sofort 

divJ = ”. . (14) 

Dadurch wird der Ausdruck der Ladungserhaltung, die sogenannte Kontinuitätsgleichung, 

Er EL (15) 
öt 

Dies können wir auch folgendermaßen schreiben, wenn wir die Beziehung o = div D benutzen: 

divJ + ZdivD=0. 


Kehren wir die Reihenfolge der räumlichen und zeitlichen Differentiation um, so ist 


Obiger Ausdruck ergab bereits einen Vektor, dessen Divergenz überall gleich Null ist. 


Auf Grund des eben Dargelegten wird also die erste Maxwellsche Gleichung in 
Differentialform lauten: 
oD 


tH=J+ — I 
ro Be (1) 


oder in der Integralform, die dem Durchflutungsgesetz entspricht: 


Paa= (047) dA. (7) 


Die erste Maxwellsche Gleichung bringt die physikalische Tatsache zum Ausdruck, 
daß sowohl der Leitungsstrom als auch der Verschiebungsstrom eine magnetische 
Wirkung besitzt oder, mit anderen Worten, daß überall dort ein magnetisches Feld 
existiert, wo der Vektor der elektrischen Verschiebung oder der Vektor der damit in 
Zusammenhang stehenden elektrischen Feldstärke eine zeitliche "Änderung erfährt. 
Dies stellt eine bedeutende Erweiterung des Biot-Savart-Gesetzes bzw. der Beziehung 
rot H = J dar. Der physikalische Inhalt der Gleichung ist aus Abb. 1.8 ersichtlich. 
Abbildung 1.8a zeigt den bereits besprochenen Fall, daß nur ein Leitungsstrom 
fließt und dieser allein die magnetische Feldstärke bestimmt. Der Abb. 1.8b kann der 
allgemeine Fall entnommen werden, bei dem Leitungs- und Verschiebungsstromdichte 
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gemeinsam die magnetische Feldstärke erzeugen. Schließlich sehen wir in Abb. 1.8e 
den Fall, daß kein Leitungsstrom vorhanden ist, die Änderung der elektrischen Feld- 
stärke jedoch eine magnetische Feldstärke erzeugt. 

Seinerzeit war die Tatsache, daß die Änderung der elektrischen Feldstärke ein 
magnetisches Feld erzeugen kann, derart ungewohnt, daß man diese magnetisierende 
Wirkung unbedingt auf die Bewegung der Ladungen zurückführen wollte. In den 
Dielektrika finden mit der Änderung des Verschiebungsvektors. tatsächlich auch 
Ladungsverschiebungen statt. Wir werden aber sehen, daß diese Ladungsverschie- 
bung nur einen Teil der gesamten Verschiebungsstromdichte liefert und daß die 


Abb. 1.8 Physikalischer Inhalt der ersten Maxwellschen Gleichung 
in verschiedenen Sonderfällen: 


a) die magnetische Feldstärke wird nur durch den konduktiven Strom erzeugt; 
b) die magnetische Feldstärke wird durch die Dichte des konduktiven Stromes. 
und durch die Dichte des Verschiebungsstromes gemeinsam erzeugt; 
c) die Änderung der elektrischen Feldstärke erzeugt im Vakuum ein magnetisches Feld 


Änderung der elektrischen Feldstärke auch im Vakuum, wo es sich keinesfalls um 
eine Ladungsverschiebung handelt, ein magnetisches Feld erzeugt. Es kann also 
nicht erklärt werden, und wir müssen es als ein (auf kein anderes Gesetz zurückführ- 
bares) Grundgesetz akzeptieren, daß auch die zeitliche Änderung der elektrischen 
Feldstärke eine magnetische Feldstärke erzeugen kann. 


1.2.3. Die II. Maxwellsche Gleichung 


Zur zweiten Maxwellschen Gleichung können wir schon einfacher gelangen. Sie ist 
nämlich nur eine andere Form des Faradayschen Induktionsgesetzes. 

Das Faradaysche Induktionsgesetz besagt: Ändert sich zeitlich der von irgendeinem 
Leiter umschlossene magnetische Fluß, so entsteht in dieser Leitung eine der Fluß- 
änderung proportionale Spannung: 


Een (16) 
In dieser Gleichung bedeutet u; die Spannung in Volt und ® die Anzahl der magne- 


tischen Kraftlinien oder den magnetischen Fluß in Vs (Abb. 1.9). Da die Spannung 
als Linienintegral der elektrischen Feldstärke ausgedrückt werden kann und der 
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magnetische Fluß die Anzahl sämtlicher die aufgespannte Fläche durchflutenden 
Induktionslinien darstellt, also 


= $EA; ‘= |Bda, (17) 
L A 


kann Beziehung (16) folgendermaßen geschrieben werden: 


pru--, [Baa (18) 
2 
A 


L 
Die magnetische Induktion B wird in Vs/m?, die elektrische Feldstärke E in V/m 
gemessen. Das auf der rechten: Seite auftretende Vorzeichen bedeutet, daß die 
Richtung der'im Leiter induzierten Spannung der Richtung der Flußänderung so 
= f Edi 

=PIE;HEsJdl 

= 5 dl 

BdA 


Fi 
wS E,dl 
m) 


Abb. 1.9 Faradaysches Induktionsgesetz. Der in das elektrische Wirbelfeld eingebrachte fast 
geschlossene Leiter „integriert“ für uns die induzierte Feldstärke E, dadurch, daß E; die 
Ladungen im Leiter trennt, bis das Gesamtfeld (die Summe aus dem statischen E,, hervor- 
gerufen von den Ladungen, und dem induzierten E;) im Leiter Null wird. 


zugeordnet ist wie die Drehrichtung einer linksgängigen Schraube zu deren Bewe- 
gungsrichtung. 
Nun schreiben wir diese Gleichung mit Hilfe des Stokesschen Satzes um: 


pru- Fake [5 (19) 


Da diese Beziehung für eine beliebige geschlossene Linie und für alle von dieser 

geschlossenen Linie umgrenzten Flächen gilt, folgt hieraus, daß 

rot E= Be (II) 
ot 

Damit haben wir die zweite Maxwellsche Gleichung erhalten, die also nichts anderes 

ist als das in Differentialform geschriebene Induktionsgesetz. Ihr physikalischer 
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Inhalt besagt, daß im Raume überall, wo die magnetische Induktion einer zeitlichen 
Veränderung unterliegt, eine elektrische Feldstärke auftritt (Abb. 1.10) und die 
Richtung ihrer Kraftlinien der magnetischen Induktionsänderung so zugeordnet ist 
wie die Drehrichtung einer Linksschraube zu deren Bewegungsrichtung. 

In Abb. 1.11 sehen wir die für das Vakuum gültigen ersten beiden Maxwellschen 
Gleichungen nebeneinander und bemerken, daß sie in ihrem Aufbau eine sehr bedeu- 
tende Symmetrie aufweisen. Nach der ersten Gleichung erzeugt nämlich die zeitliche 
Veränderung der elektrischen Feldstärke ein magnetisches Feld, während auf Grund 
der zweiten Maxwellschen Gleichung die zeitliche Veränderung der magnetischen 
Feldstärke ein elektrisches Feld erzeugt. Diese Tatsache ermöglicht die Existenz 
elektrischer Wellen im- Vakuum, fern von jeglichen Leitern, da zur Erzeugung des 
magnetischen Feldes offensichtlich kein Leiter und kein darin fließender Strom 
nötig sind. Die elektrische und die magnetische Feldstärke können, sich gegenseitig 
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Abb. 1.10 Der physikalische Inhalt der Abb. 1.11 Die beiden Maxwellschen Glei- 
zweiten Maxwellschen Gleichung. Die Än- chungen für das Vakuum: Die Änderung der 
derung der magnetischen Induktion oder elektrischen Feldstärke erzeugt ein magne- 
der magnetischen Feldstärke erzeugt ein tisches Feld: rot H = e, dE/öt; die Ände- 
elektrisches Feld rung der magnetischen Feldstärke erzeugt 


ein elektrisches Feld: rot E= —u, OH/öt 
fördernd, auch so existieren. Hier ist qualitativ dargestellt, daß dig elektromagne- 


tischen Wellen ihr Dasein gerade der magnetisierenden Wirkung des Verschiebungs- 
stromes verdanken. 


1.3. Das vollständige System der Maxwellschen Gleichungen 


Außer den bisher schon beschriebenen beiden grundlegenden Gleichungen, der ersten 
und der zweiten Maxwellschen Gleichung, | 


rtH=J+ an (I) 
ot 

und 

rttE = sn (II) 


dt.” | 
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bestehen noch gewisse zusätzliche Gleichungen, mit deren Hilfe wir ein elektro- 
magnetisches Problem beliebiger Art bei gegebenen Anfangs- und Randbedingungen 
eindeutig lösen bzw. für die Messungen zugänglich machen können. 

Bilden wir von beiden Seiten der II. Maxwellschen Gleichung die Divergenz. Mit 
Hilfe der schon wiederholt angewendeten Beziehung div rot E = 0 ergibt sich, wenn 
wir die Reihenfolge der räumlichen und zeitlichen Differentiation umkehren, daß sich 
die Divergenz des Vektors der magnetischen Induktion zeitlich nicht ändert. Es ist 
also 


) . 
ra divB=f(r). 


Die Divergenz von B könnte selbstverständlich noch vom Ort abhängen. Da sich aber 
auf Grund der Maxwellschen Gleichungen die Abhängigkeit von den räumlichen 
Koordinaten zeitlich nicht mehr ändert, spielt dies offensichtlich beim Verlauf der 
Erscheinungen keine Rolle. Die Erfahrung hat tatsächlich gezeigt, daß die Divergenz _ 
der magnetischen Induktion unter allen Umständen gleich Null ist: 


divB=0. (III) 


Dies ist die erste zusätzliche Gleichung und, wie wir sahen, gewissermaßen eine 
Folgerung aus der zweiten Gleichung. Im allgemeinen Sprachgebrauch wird sie die 
dritte Maxwellsche Gleichung genannt... | 

Definieren wir die Größe e durch die Gleichung div D = oe, so erhalten wir nach- 
stehende Gleichung, wenn wir von beiden Seiten der ersten Maxwellschen Gleichung 
die Divergenz bilden: | 


divrrtH =0 = divJ + div = — divJ + — divD — divJ + =. 


In dieser Gleichung können wir wieder die Kontinuitätsgleichung erkennen, nach 
welcher die zeitliche Veränderung der räumlichen Ladungsdichte die Divergenz der 
Stromdichte ergibt. Wir können also die vorher definierte Größe o mit Recht als die 
räumliche Dichte der elektrischen Ladung ansehen. Diese Auslegung wird in der 
Elektrostatik eine noch bessere Bestätigung erfahren, wenn wir nachweisen, daß das 
räumliche Integral eben dieser Größe im Coulombschen Gesetz auftritt, d. h. mit der 
altbekannten Ladung identisch ist. Das vierte Glied im Gesamtsystem der Maxwell- 
schen Gleichungen ist also die Gleichung 


dvD=e, (IV) 


welche die Definitionsgleichung für o darstellt. 

Die bisherigen Beziehungen besitzen ganz allgemeine Gültigkeit; sie sind von der 
Beschaffenheit des Stoffes völlig unabhängig. Wie die Erfahrungen zeigen, bestehen 
außer ihnen auch verschiedene materialabhängige Beziehungen zwischen den Vek- 
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toren D und E, B und H sowie E,, E und J. So gilt z. B. 
D=eE; B=uH; J=y(E+E.), (V) 


wobei &, z, y für den Stoff charakteristische Konstanten sind, und zwar der Reihen- 
folge nach: die Dielektrizitätskonstante, die magnetische Permeabilität und die Leit- 
fähigkeit. Im MKSA-System schreibt man gewöhnlich: e = eger, 4 = Holt, wobei 
&, = 8,8543 - 10-12'As/Vm die Dielektrizitätskonstante des Vakuums und e, die auf 
das Vakuum bezogene relative Dielektrizitätskonstante ist; ug = 1,2566 - 10- Vs/Am 
ist die magnetische Permeabilität des Vakuums, u, die relative Permeabilität. e, und 
4, sind also dimensionslose Größen. Sie sind in allen Tabellen der Materialkonstanten 
zu finden. y wird in A/Vm = (Qm)-! gemessen. E, ist die durch eine fremde elektro- 
motorische Kraft erzeugte eingeprägte Feldstärke, die wir oft auch mit E« bezeichnen 
werden. 

In die Stromdichte J wird die Konvektionsstromdichte 0» manchmal einbegriffen, 
manchmal schreiben wir sie aber gesondert auf. Die einfache Form o® kann nur dann 
angewendet werden, wenn nur eine Art Ladungsträger existiert. Inı allgemeineren 
Fall wird die Gleichung 


Jkonv — 04%; "Fr 0_V_ (1) 


benutzt. Hier kann man natürlich nicht einfach mit der resultierenden Raun- 
ladungsdichte 0 = o; + e- rechnen. 

Im folgenden werden wir die Zusammenhänge (V) — in erster Linie wegen ihrer 
Einfachheit — am häufigsten benutzen. Von den komplizierteren, jedoch praktisch 
wichtigen weiteren, sogenannten konstitutiven Beziehungen wird später noch die 
Rede sein. 

Die elektromagnetischen Feldstärken werden durch verschiedene Messungen fest- 
gestellt. Bei diesen Messungen wird ein Teil der Energie des elektromagnetischen 
Feldes in mechanische oder thermische Energie umgewandelt, und wir können auf 
Grund dieser Energie auf die elektrischen Größen rückschließen. Unsere bisherigen 
Gleichungen sind ausreichend, um den elektromagnetischen Zustand des Feldes ein- 
deutig zu bestimmen. Einen physikalischen Sinn erhalten unsere Ergebnisse jedoch 
nur dadurch, daß wir die elektromagnetischen Größen mit mechanischen oder thermo- 
dynamischen Größen verbinden, da unsere Meßgeräte in der Regel nur auf die Ein- 
wirkung der letzteren reagieren. Dementsprechend müssen wir Beziehungen zwischen 
den Kennwerten des elektrischen Feldes und entweder dem Ausdruck der Kraft oder 
dem der Energie finden. Die Ergebnisse sämtlicher Messungen erscheinen dann als 
definiert, wenn wir als Postulat die Energiedichte des Feldes mit der elektrischen und 
magnetischen Feldstärke in folgendem Zusammenhang darstellen: 


w=>ED+ > HB. (VI) 
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Dabei wird E in V/m, Hin A/m, Din As/m? und B in Vs/m? gemessen, und wir 
erhalten den Wert von win Ws/m?. | 

Wir können gleich hinzufügen, daß auch diese Gleichung nicht die allgemeinste 
Form der Beziehung darstellt. Der allgemeinste Fall, dem wir später noch begegnen 
werden, erfaßt auch die Möglichkeit, daß e und « im Raum veränderliche Material- 
konstanten sind, die auch von den Feldstärken abhängen. 

Die Gleichungen (I) bis (VI) bilden nunmehr ein System, mit dessen Hilfe das. 
elektromagnetische Feld unter gegebenen Anfangsbedingungen für jeden späteren 
Zeitpunkt bestimmbar ist. Andererseits können die errechneten Ergebnisse durch 
Messungen kontrolliert werden. 

Die Maxwellschen Gleichungen noch einmal zusammenfassend, schreiben wir: 


oD 


tH=J + —, I 
ro + Fri 1) 
rt E = BL (II) 

ot 
dvB=0, (III) 
dvD=o, (IV) 
D=sHE, B=uH, J=y(E+E.). (V) 
„lei !HB (VI) 
= san 


Wir wollen diese Gleichungen auch im Gaußschen Maßsystem angeben, da man sie 
in der Physik auch heute noch häufig in dieser Form verwendet: 


rt E = m. ca. 
ce 6 

dvB=0, 

divD = 4ro 


3 Simonyi 


34 '1. Einleitende Übersicht 


Nachstehend geben wir die Maxwellschen Gleichungen schließlich auch in karte- 
sischen Koordinaten an: 


oH, 0H, _ D,; \ 
dy 0° FT 
oH, 06H. oD 

ie u: I 
02 0x Zus 7 = 
oH, . öH, oD, 


oB, dE,_ 6B, \ 

0Y FF öt | 

oE oE | 

en SR oe DEE BE \ (I) 
02 0X ot 

6E, 6E,__ OB; | 

ya) 


De BER (III) 


— + — =. (IV) 


Von der V. Gleichungsgruppe sahreiben wir lediglich eine auf: 


J. —yl(E, + Ee:); 
J, = v(E, a E.,): V 
J.=y(E, + E..). 

w= 2 e(E +ER+E)+- = ui? +H, + H}). (v2) 


Diese alle phänomenologischen elektromagnetischen Erscheinungen umfassenden 
und dabei doch so klaren, übersichtlichen Gleichungen von.höchster ästhetischer 
Schönheit erwecken im Menschen eine Begeisterung, die prägnant in einem von 
BOLTZMANN angewandten Faust-Zitat zum Ausdruck kommt: ‚‚War es ein Gott, der 
diese Zeichen schrieb.“ | 

Im weiteren werden wir alle unsere Behauptungen physikalischen Inhalts unter 
Zugrundelegung dieser Gleichungen ableiten. Bevor wir jedoch damit beginnen, 
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setzen wir den physikalischen Inhalt dieser Gleichungen auseinander und bringen 
sie mit jenen Gesetzen in Zusammenhang, die wir zum Teil bereits auf den Ober- 
schulen, zum Teil bei den praktischen Anwendungen kennenlernten. 


1.4. Vereinfachte Formen der Maxwellschen Gleichungen 
1.4.1. Die I. Maxwellsche Gleichung 


Um zum. Durchflutungsgesetz zurückzugelangen, vernachlässigen wir in der ersten 
Maxwellschen Gleichung die magnetisierende Wirkung des Verschiebungsstromes 
jetzt wieder und integrieren die sich so ergebende Gleichung rot H = J über eine 
Fläche, die durch eine beliebige Linie begrenzt ist. Auf diese Weise gewinnen wir mit 
Hilfe des Stokesschen Satzes nachstehende Beziehung: 


$HU=[JdA. (1) 
L A 


‘ Wir folgen jetzt demselben Gedankengang in umgekehrter Richtung, den wir im 
vorigen Kapitel bereits kennengelernt haben. Nun wenden wir den Durchflutungssatz 
auf einen speziellen Fall,nämlich auf die in Abb. 1.12 dargestellte Linie 1-2 —3—4—1 


Abb. 1.12% Das Feld eines kurzen Solenoids ist kompliziert. Das Feld eines langen Solenoids 
kann dagegen auch in einer für quantitative Behandlung geeigneten Weise vereinfacht werden 


und die durch sie aufgespannte Fläche, an, um dadurch die magnetische Feldstärke 
im Innern der Spule bestimmen zu können. Ist die Spule im Verhältnis zum Durch- 
messer lang genug, so kann man die Feldstärke außerhalb der Spule gegenüber der- 
jenigen innerhalb der Spule vernachlässigen. Die Feldstärke im Innern der Spule kann. 


3* 


36 1. Einleitende Übersicht 


dagegen als konstant angenommen werden, und das Linienintegral erhält somit die 
Form 


$Hdi=/[Hdl+ [ HdlzHI+0=NI, (2). 
L 12 2341 
woraus sich 
NI 
H=T- (3) 


ergibt. N stellt die Windungszahl der Spule, / den in der Leitung fließenden Strom 
dar. Die durch die Linie 1-2—3—4—1 aufgespannte Fläche wird von dem Leiter 
N-mal durchstoßen, und für das Flächenintegral ergibt sich der Wert NI. 

Um dieses einfache und in der Praxis hinsichtlich der Genauigkeit häufig aus- 
reichende Ergebnis zu erhalten, mußten wir die magnetisierende Wirkung des Ver- 
schiebungsstromes sowie die magnetische Feldstärke außerhalb der Spule vernach- 
lässigen. Ferner mußten wir voraussetzen, daß die Kraftlinien im Innern des Solenoids 
parallel verlaufen. Zur Erreichung eines quantitativen Resultats war es also not- 
wendig, die Lösung qualitativ im voraus zu kennen. Die Lösung eines Problems 
suchen wir in den meisten Fällen nicht über die durch entsprechende Randbedin- 
gungen gelösten Maxwellschen Gleichungen, weil dies bei den meisten praktischen 
Aufgaben ohnehin nicht gelingt. Unsere Hauptaufgabe besteht oft darin, die gegebene 
Frage derart zu vereinfachen, daß sie für die mathematische Behandlung zugänglich 
wird, die so erhaltene Lösung jedoch von der exakten Lösung nur wenig abweicht. 
Wir dürfen also bei der mathematischen Vereinfachung die physikalischen Bedin- 
gungen nur so wenig wie möglich verändern. Hierzu ist in erster Linie sehr viel 
Erfahrung und zum zweiten Phantasie erforderlich. Aus diesem Grund muß die 
Genauigkeit der so gewonnenen Ergebnisse stets durch Messungen überprüft werden. 
Es kann in der Regel keine Rede davon sein, die Genauigkeit der angenäherten 
Berechnungen unter Zugrundelegung der genauen mathematischen Beziehungen 
festzustellen, da.es sich gewöhnlich nicht um ein Näherungsverfahren mathematischer 
Art handelt, sondern um eine Vereinfachung der ursprünglich zu lösenden physika- 
lischen Aufgabe. 

Wenden wir das Durchflutungsgesetz auf den in Abb. 1.13 dargestellten all- 
gemeinen magnetischen Kreis an, in dem ein konstanter Fluß © vorhanden sei, und 
setzen voraus, daß die magnetische Feldstärke so lange konstant ist, wie der Quer- 
schnitt konstant bleibt, so gelangen wir zu nachstehender Beziehung 


$HUA=Hh+Hh+:-—NI, (4) 
R 7 
woraus sich 


Mer ea (9) 


I; 
Pı Ya A;y; 
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ergibt. Diese Beziehung findet bei der Dimensionierung von Erregerspulen elektri- 
scher Maschinen oder Transformatoren Verwendung. In der Praxis braucht man 
gewöhnlich die Permeabilität nicht explizit zu bestimmen, da aus der Magneti- 
sierungskurve sofort der Wert. B,/u; = H; abzulesen ist. 

Wird in der Schule mit Hilfe des Biot-Savart-Gesetzes die magnetische Feldstärke 
eines stromdurchflossenen langen Leiters errechnet oder ermittelt der Radiobastler 


Abb. 1.13 Allgemeiner magnetischer Kreis 


die im Innern seiner Magnetspule existierende magnetische Feldstärke nach der 
Beziehung 3 = NI[/l oder berechnet der Elektroingenieur die Konstruktionspara- 
meter der Erregerwicklungen eines Elektromotors, so werden sie dazu stets die erste 
Maxwellsche Gleichung verwenden. 


1.4.2. Die Il. Maxwellsche Gleichung 


Wie schon erwähnt, ist die zweite Maxwellsche Gleichung nichts anderes als eine 
geänderte Form des Faradayschen Induktionsgesetzes. Wenn wir also z. B. bei einem 
Transformator mit Hilfe der Beziehung 


U = 4,44/NBA (6) 


die durch einen rein sinusförmig wechselnden Fluß erzeugte Spannung berechnet 
haben, so bedienen wir uns der zweiten Maxwellschen Gleichung. In obiger Formel 
bedeutet / die Frequenz in s-!, N die Windungszahl, A den Querschnitt des Eisen- 
kerns in m?, U den Effektivwert der Spannung in V und B den maximalen Wert der 
Induktion in Vs/m?. 

Bei einem Transformator erzeugt der in der Leitung fließende Strom den damit 
verketteten magnetischen Fluß. Die Änderung dieses magnetischen Flusses erzeugt 
wiederum die damit verkettete elektrische Feldstärke. Die quantitativen Verhältnisse 
der ersteren Beziehung werden durch die erste, die der letzteren durch die zweite 
Maxwellsche Gleichung dargestellt (Abb. 1.14). Diese gegenseitige Verkettung müssen 
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wir immer suchen, und wir werden sie nicht nur im Falle stationärer Ströme finden, 
sondern auch in ganz allgemeinen Fällen, mit dem einzigen Unterschied, daß dann 
auch die zeitliche Veränderung der elektrischen Feldstärke eine magnetisierende 
Amperewindung, also eine Erregung, ergeben kann, sei es mit dem Leitungsstrom 
zusammen oder auch vollkommen selbständig. Wir können an dieser Stelle einst- 


Abb. 1.14 Zusammenhang zwischen Primär- und Sekundär- 
wicklung des Transformators und magnetischem Fluß 


weilen nur auf Abb. 4.90 hinweisen, in der wir in einem Hohlraumresonator die Ver- 
. kettung der ‚‚Erregerwicklung‘ und des magnetischen Flusses sowie der magnetischen 
Flußänderung und der elektrischen Eeldstärke erkennen können. 


1.4.3. Die Größenordnung des Verschiebungsstromes 


Bei unseren bisherigen Beispielen wurde die Wirkung des Verschiebungsstromes 
vernachlässigt. Nachstehend werden wir untersuchen, weshalb nicht auch die magne- 
tisierende Wirkung des Verschiebungsstromes zu berücksichtigen ist, wenn wir z. B. 


Abb. 1.15 Abmessungen des im Beispiel 
erwähnten Eisenkörpers. Querschnitt des Eisenkerns: 
0,05 - 0,05 = 0,25 - 10°? m? 


die Konstruktionsparameter der Erregerspule eines Transformators für 50 Hz be- 
rechnen. Nun wollen wir die elektrische Feldstärke berechnen, die sich um den Eisen- 
kern des in Abb. 1.15 dargestellten Transformators bildet. Setzen wir die Induktion 
‚wie üblich zu 1 Vs/m? an, so gilt für die Windungsspannung 


U, —=4,44.50:0,258-102:1= 055 V. 
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Diese Windungsspannung ergibt sich durch die Integration der Feldstärke entlang 
einer den Fluß umgebenden geschlossenen Linie. Da wir lediglich die Größenordnung 
bestimmen wollen, setzen wir voraus, daß diese geschlossene Linie kreisförmig sei 
und einen Radius von r — 0,05 m besitze. Wenn wir annehmen, daß die Feldstärke 
auf dem Umfang dieses Kreises konstant bleibt (was nur annähernd gilt), so erhalten. 
wir für die Feldstärke angenähert 


U, 0,55 
Ir 2: 0,05 


Bert N = 1,7 V/m. 


Entsprechend beträgt der Verschiebungsvektor 
Des = EoBer = 8,86 - 10-2 . 1,7 = 1,5 - 10-4 As/m2. 


Dieser Verschiebungsvektor ändert sich mit der Frequenz des Netzstromes. Somit 
wird die Verschiebungsstromdichte 


. oD 
Jr = (7) = 2rfDen = 2r 501,5 - 10-11 = 4,72 - 10-? A/m?. 
Jeff 


Wir erhalten selbst dann, wenn wir voraussetzen, daß das Fenster des Transfor- 
mators durch diese Stromdichte vollkommen ausgefüllt ist, einen Erregerstrom 
I = JA von nur 10-10 A. Das ist im Verhältnis zu dem Erregerstrom, der den Fluß 
von 2,5 - 10-3 Vs erzeugt hat, verschwindend klein. Wenn wir berücksichtigen, daß 
— wie es der Magnetisierungskurve entnommen werden kann — der Induktion 
B = 1 Vs/m? eine magnetische Feldstärke von 280 A/m entspricht und die Länge 
der Kraftlinie 2(0,2 + 0,3) = 1 m beträgt, so beläuft sich die zur Erzeugung eines 
Flusses von 2,5 - 10-? Vs notwendige Erregung auf 280 Amperewindungen. Eine 
derart kleine Differenz könnte selbst durch die genauesten Messungen der Elektro- 
technik nicht nachgewiesen werden, die magnetisierende Wirkung des Verschiebungs- 
stromes kann also bei Transformatoren vernachlässigt werden. Aus der Beziehung 


Jerr = EparfBer (7) 


ist aber sofort zu ersehen, wenn wir z. B. in der Luft bis zur größten zulässigen Feld- 
stärke Enax = 2,1 10% V/m gehen und die Frequenz von der Größenordnung 10% s-! 
ist, daß die Verschiebungsstromdichte 


J zz 100 A/m? 


beträgt, was schon einen bedeutenden Wert darstellt. 

Unsere bisherigen Ausführungen müssen aber noch weiter ergänzt werden: Die 
Änderung des Verschiebungsvektors erzeugt die Stromdichte und nicht die Strom- 
stärke. Demnach kann die resultierende Stromstärke und deren Wirkung bereits sehr 
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groß sein, wenn die verhältnismäßig kleine Stromdichte in einem genügend großen 
Querschnitt auftritt. Wir können also sehen, daß bei der Entscheidung der Frage, 
ob die Dichte des Verschiebungsstromes vernachlässigt werden kann oder nicht, nicht 
nur die zeitliche Veränderung, sondern auch die räumliche Ausdehnung unseres 
Systems zu berücksichtigen ist. Es sei schon jetzt erwähnt, daß die Wirkung des 
Verschiebungsstromes dann vernachlässigt werden darf, wenn die Ausdehnung des 
gesamten untersuchten Systems im Verhältnis zur Wellenlänge, die durch die Glei- 
chung A = c/f definiert wird, gering ist. c bedeutet hierbei die Lichtgeschwindigkeit: 
3 . 108 ms! (s. Kap. 5.1.1.). 


1.4.4. Die übrigen Gleichungen 


Die Gleichung div B = 0 bringt einfach die Gesetzmäßigkeit zum Ausdruck, daß 
keine realen magnetischen Ladungen existieren. Gleichzeitig besagt die Gleichung 
divD=e, daß elektrische Ladungen existieren und diese die Quellen und Senken 
der elektrischen Verschiebungslinien sind. Sie wird in der Integralform 


[divDavr=$Ddaa=[edV 
14 5 4A Vv 


‚zur Lösung einfacher elektrostatischer Aufgaben häufig angewendet. Diese Form ist 
als Gaußscher Satz der Elektrotechnik bekannt, der wie folgt ausgedrückt werden 
kann: Die Anzahl der durch eine geschlossene Fläche hindurchtretenden Verschie- 
bungslinien, also der Verschiebungsfluß, ist gleich den von der Fläche umhüllten 
Ladungen. Beim Abzählen der Linien muß man auf das Vorzeichen achten; als 
positiv sind diejenigen Linien anzusehen, die aus dem von der Fläche umgebenen 
Raum heraüstreten, und als negativ diejenigen, die hineinströmen. 

Die Gleichung J = y(E + E,) ist das sogenannte Ohmsche Gesetz in Differential- 
form. 

Zwischen der von uns geforderten elektrischen Energiedichte w, = (1/2) e#? und 
dem von der Schule her bekannten Energieausdruck eines Plattenkondensators 
W, = (1/2) CU? finden wir folgenden Zusammenhang: | 


1 1 1 
w.=ton =. 9: =! mad = 1eRr <wV. (8) 
72 2 0q 2 2 


Daraus können wir den von uns angenommenen Wert der Energiedichte sofort ab- 
lesen, da das Produkt dieses Wertes und des Volumens des Dielektrikums die Gesamt- 
energie des Kondensators bildet. In diesem Zusammenhang haben wir auch die nur 
für eine homogene Feldstärke gültige. Beziehung U = Ed sowie die Beziehung 
C = eA/d benutzt, wobei A die Fläche der Platten und d den gegenseitigen Abstand 
der Platten bedeutet. 
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Ähnlich können wir auch die Beziehung zwischen der magnetischen Energiedichte 
mn = (1/2) uH® und der magnetischen Energie (1/2) LI? einer Spule finden. Es gilt 
nämlich: 

IE No HANZH=1 H?Al = wnV (9) 
a a a 


Hier können wir sehen, daß der rechts stehende Ausdruck gerade das Produkt aus 
Energiedichte und Volumen des Solenoid-Innern darstellt. Der Energiewert wird 
also gleichermaßen durch den alten und den neuen Ausdruck angegeben. In unserer 
jetzigen Ableitung haben wir für die Selbstinduktion den Ausdruck 
N® 


7 (10) 


benutzt, ferner die Beziehungen ® = uHA und H = NI/l. Dabei bedeutet L den 
Induktionskoeffizienten in Vs/A, die Länge, A den Querschnitt und N die Windungs- 
zahl der Spule. 


1.4.5. Die Maxwellschen Gleichungen bei sinusförmigem zeitlichem Verlauf 


In der Praxis kommt es häufig vor, daß sich alle Erregergrößen (Spannungen, Ströme) 
in der Zeit sinusförmig verändern. In linearen Medien weisen dann auch alle Feld- 
größen einen sinusförmigen zeitlichen Verlauf auf. Führen wir die komplexe Ampli- 
tude E(r) bzw. A(r) mit der folgenden Definition ein: 


E(r,t) =ReE(r)e® oder Rey2E&ir) ei«t, (11) 
H(r,t\=ReHir)e®! oder Rey2Hr) ei. (12) 
Da jetzt 0/öt = jw ist, schreiben sich die I. und II. Maxwellsche Gleichung 

rt H=JH+jvoe; roE= —-joul. (13) 


Benutzen wir roch den Zusammenhang J = yE, so vereinfacht sich die erste Glei- 
chung zu 


rot HA = (y + jwe) E. (14) 


Führen wir auch die komplexe Dielektrizitätskonstante durch die Definitions- 
gleichung 


Ee=Ee- yo=a — ja 
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ein. Hier steht der imaginäre Teil e;, in unmittelbarem Zusammenhang mit den di- 
elektrischen Verlusten. Entsprechend kann die komplexe Permeabilität 2 = u. — ji 
eingeführt ‘werden, wobei u; wieder den magnetischen Verlusten proportional ist. 
(e, und u, sind nicht zu verwechseln mit den entsprechenden relativen Größen.) 


Mit der Einführung von £ und ä lassen sich die Maxwellschen Gleichungen in 
folgende einfache Form bringen: 


rt H=jweE; roE= —jwüh. (15) 


Im weiteren werden die komplexen Feldgrößen nicht mehr besonders gekennzeichnet; 
die Tilde wird weggelassen. (Siehe auch Abschnitt 1.7.4.) 


:1.5. Kompliziertere Formen der Maxwellschen Gleichungen 


1.5.1. Die konstitutiven Relationen im allgemeinen Fall 


Im allgemeinen Fall treten an die Stelle der einfachen Zusammenhänge PD = eE undB= uH 
die folgenden: 


D=sE+P; B= «w„H--M. 


P und M heißen der elektrische bzw. magnetische Polarisationsvektor. Sie geben das elektrische 
bzw. das magnetische Dipolmoment der Volumeneinheit an. Durch diese Größen wird der Ein- 
fluß des Stoffes charakterisiert. Manchmal — z.B. bei sehr harten permanenten Magneten 
"bzw. Elektreten — kann P bzw. M als von E. bzw. B unabhängig betrachtet werden. In 
anderen Fällen ist P proportional E und M proportional H, so daß wir wiederum zu unseren 
einfachen Beziehungen 


D=:E: B=uH 


gelangen. Ar 

Bei Ferromagneten und Ferroelektreten hängen D und B mit E bzw. H in sehr kompli- 
zierter Weise zusammen. Dieser Zusammenhang ist nicht einmal eindeutig. In solchen Fällen 
können die Funktionen D = D(E) bzw. B=.B(H) nur graphisch oder tabellarisch angegeben 
werden. 

Bei Kristallen tritt eine räumliche Anisotropie auf, genauer gesagt: -- 


D=eE: B=yuH, (1) 

wo e und u symmetrische Tensoren sind, d. h., es ist 

EZ Ei: Mir > Mki: (2) 
In jüngster Zeit haben gyromagnetische Stoffe große Bedeutung erlangt. Zu ihnen gehören 


7. B. die Ferrite. Die Leitfähigkeit dieser Stoffe ist so gering, daß sie als Isolatoren betrachtet 
werden können. Alle Effekte, die bei anderen ferromagnetischen Stoffen wegen der großen 
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inneren Dämpfung nicht beobachtbar sind, können hier also mehr in den Vordergrund treten. 
Da die elementaren magnetischen Dipole des Stoffes auch einen mechanischen Drehimpuls 
besitzen, verhält sich solch ein elementarer magnetischer Dipol im homogenen Feld ähnlich 
wie ein Kreisel im Gravitationsfeld, d. h., er führt eine Kreisel- oder Präzessionsbewegung aus. 
Auf diese Weise entsteht zwischen H und B ein ganz neuartiger Zusammenhang. 

In einem magnetischen Stoff werde eine homogene und konstante Vormagnetisierung HM, 
hervorgerufen. Die Richtung dieses magnetischen Feldes falle mit der positiven z-Achse eines 
kartesischen Koordinatensystems zusammen. Superponieren wir jetzt ein Hochfrequenzfeld 
H(H,„H, H,), so erhalten wir unter Berücksichtigung der oben erwähnten Präzessions- 
bewegung für die Hochfrequenzkomponenten des Induktionsvektors B folgende Gleichungen: 


B,=uH,— j«H,; 
B, = jxH,+ uH,; (3) 
B, = wH,. 


Durch Einführung des Permeabilitätstensors 


Bu —j 0 
„=Ii u 0 (4) 
00 Mz 


läßt sich das Gleichungssystem in die abgekürzte Form 
B=yuH (5) 


überführen. Wie man sieht, ist der Permeabilitätstensor ein nichtsymmetrischer Tensor. Die 
Werte von u und x hängen von der Stärke des Vormagnetisierungsfeldes sowie von der Be- 
schaffenheit der elementaren magnetischen Dipole des betreffenden gyromagnetischen Stoffes 
ab. (Siehe auch Abschnitt 4.4.) 

Eine nichtsymmetrische Tensorrelation von ähnlicher Art verbindet die Größen E und D 
bzw. E und J in stark ionisierten Gasen, im sogenannten Plasma, miteinander. Hier. spricht 
man also von einem Dielektrizitätstensor bzw. Leitungstensor von nichtsymmetrischem Aufbau. 


1.5.2. Anschauliche Deutung des Materialeinflusses 


Drücken wir H mit Hilfe der Gleichung B = u,H + M aus und benutzen wir noch die Glei- 
chung D = &,E + P, so können wir D und H aus den vier Maxwellschen Gleichungen elimi- 
nieren: 


€ 
retB= m rt ++) (6) 
Ko [7 öt 
rot E = mL R (7) 
ot 
divB=0, (8) 
; 1. : 
dvE=—(e—divP). (9) 


1) 
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Zum Vergleich drücken wir auch die im Vakuum gültigen Gleichungen durch E und B aus: 


rtB=w (7 +& a) ; (10) 
rtE = = ; (11) 
ot 
dvB=0, (12) 
divE=2., (13) 
& 


Für die Gleichungen (6) bis (9) besteht folgende Deutungsmöglichkeit. Die Induktion B 
kann in Anwesenheit von Materie ebenso berechnet werden wie im Vakuum, sofern die Größen 
rot M/u, und OP/öt als Stromdichten aufgefaßt werden können. Ferner müssen wir bei der 
Berechnung von E das hinzukommende Glied —div P als eine Ladungsdichte betrachten. 


SE: et | 
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Abb. 1.16 Die Divergenz des Polari- Abb. 1.17 Veranschaulichung der 
sationsvektors führt zuRaumladungen durch rot. M verursachten Stromdichte 
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+++ ++++ 
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Abb. 1.16 zeigt anschaulich, wie die Divergenz von P eine räumliche Ladungsdichte ver- 
ursacht: Die benachbarten Volumenelemente haben unterschiedliche Polarisation, daher 
heben sich die an den Grenzflächen erscheinenden Flächenladungen mit entgegengesetztem 
Vorzeichen nicht auf. Da diese Ladungen nicht frei beweglich sind (gebundene Ladungen), 
spielen sie bei der Entstehung der Stromdichte im konstanten Feld keine Rolle. Wenn sich 
aber P in der Zeit z. B. sinusförmig verändert, so verursachen die gegeneinander schwingenden 
positiven und negativen Ladungen eine Stromdichte, die ebenfalls zur Entstehung des magne- 
tischen Feldes beiträgt. . 

Etwas schwieriger ist es, die Größe rot M/u, als Stromdichte anschaulich zu deuten. Wir 
nehmen als bekannt an — obgleich eine exakte Begründung erst später gegeben wird —, daß 
ein magnetischer Dipol vom magnetischen Moment M das gleiche Feld hervorruft wie ein 
Solenoid, soweit der Zusammenhang 


‚M= IA (14) 


gilt. Um die Deutung der Größe rot M/u, anschaulich zu machen, nehmen wir das einfachste 
M-Feld, das eine Rotation besitzt: Nach Abb. 1.17 seien die M-Vektorlinien parallele Geraden, 
deren Dichte sich verändert. Solch ein M-Feld kann durch parallele, mit unterschiedlichen 
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Wicklungen versehene Spulen verwirklicht werden. Wie ersichtlich, löschen sich die benach- 
barten Ströme gegenseitig nicht aus; es ergibt sich also eine zu rot M proportionale Strom- 
dichte. 


1.5.3. Bewegte Medien [1.13] 


Wir untersuchen zuerst einen einfachen, aber sehr wichtigen Fall. Ein geschlossener Leiter 
bewege sich mit der Geschwindigkeit |d| < c in bezug auf ein Koordinatensystem, in welchem 
das Feld B(r, t) gegeben ist. Das Faradaysche Gesetz lautet jetzt 


Dru--4[paa. (15) 
di 
L A 


Hier bedeutet E’ die elektrische Feldstärke, gemessen in dem bewegten System; d/di bezieht 
sich auf die Gesamtveränderung des Induktionsflusses. Diese Veränderung besteht aus zwei 
Teilen. Der eine Teil, der auch beim ruhenden Leiter auftreten würde, ergibt sich aus der 
Gleichung 


2 oB 

— [| BdA= | —dA. 16 

& / öt 18) 
4A A 


Der Induktionsfluß verändert sich .aber auch dadurch, daß der geschlossene Leiter sich be- 
wegt. Diese Veränderung existiert auch dann, wenn B sich nur räumlich verändert, zeitlich 
jedoch konstant ist. Der Betrag dieser Veränderung kann mit Hilfe von Abb. 1.18 bestimmt 


A 


vVdt 
As 


Abb. 1.18 Zur Berechnung der durch die Bewegung 


des Leiters verursachten Flußänderung 
A 


werden. Wir ergänzen die Fläche A durch eine Fläche A’ zu einer geschlossenen Fläche. Die 
Linie L soll sich in dem Zeitelement dt um eine Strecke v di verschieben. So entsteht eine neue 
geschlossene Fläche, die aus der Fläche A’, der Seitenfläche A, und der Fläche A in ihrer 
neuen Lage besteht. Nach dem Gaußschen Satz werden durch die Fläche A’ + A, + A um 
die Größe 


f (div B) (w dt dA) (17) 
A 
mehr Induktionslinien hindurchgehen als durch die ursprüngliche Fläche A’ + A. Um die 


Allgemeinheit unserer Betrachtungen nicht zu beschränken, haben wir noch nicht die Tat- 
sache benutzt, daß das B-Feld divergenzfrei ist. 
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Da die Fläche A sich nicht verändert hat, treten durch die Fläche A in ihrer neuen Lage 


f (divB)vdtdA — (Induktionslinien durch A,) (18) 
A 


neue Induktionslinien durch. Dieser zusätzliche Induktionsfluß kann — bezogen auf die Zeit- 
einheit — wie folgt geschrieben werden: 


[ıdivB)vdA — d(dixv)B= [ (divB)vdA + [rot(Bxv)dA. (19) 
A L A A 
Die Gesamtänderung des Flusses ergibt sich also zu 


„jra-|(% +odivB+rot(Bxo)) dA. (20) 
A 4 


Berücksichtigen wir jetzt die Quellenfreiheit des B-Feldes, so vereinfacht sich diese Gleichung 


zu 
4 [Baa- dra--[(E +m@xu) aa (21) 
A L 4 


bzw. in Differentialform: 
rot E = -(% +rot(Bx o)) s (22) 


Wie schon erwähnt, bedeutet hier E’ die Feldstärke, durch die der Strom in dem bewegten 
Leiter angetrieben wird, d. h., 


J=yE. 


Die Beziehung (20) können wir auch auf andere Weise erhalten. Nach GI. 1.14 (12) lautet die 
totale Änderung eines beliebigen Vektors 


dB öB _iBdr >B 
IB EB EB Baar. 23 
Ten ai u 2 


was mit (20) gleichwertig ist. 
Gleichung (22) läßt sich noch wie folgt umschreiben: 


rot(EE-vxB)=rotE= 5; (24) 


E ist die im ruhenden System gemessene Feldstärke. 


Es bewege sich jetzt in unserem Raum ein Isolator mit der Geschwindigkeit v(r). Die relative 
Permeabilität soll 4, = 1 sein. Ein bewegter Isolator beeinflußt das magnetische Feld, im 
ruhenden System gemessen, auf zwei’verschiedene Arten. Erstens haben wir es jetzt nicht nur 
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mit der konvektiven Stromdichte 0%, sondern mit der veränderten konvektiven Stromdichte 
v(e — div P) zu tun, zweitens müssen wir die Gesamtänderung des Polarisationsvektors 


z = = +rot(Pxv) +odivP (25) 


berücksichtigen. So erhält die I. Maxwellsche Gleichung die Form 


rt = It og divP) + + +rot(Pxo) + vdivP 


oder, ein wenig geordnet, 


HI +@ ++ +rot(Pxo) (26) 

bzw. 

rotB= m LEE 2 SEE (27) 
ö öt Ko 


Wenn wir diese Gleichung mit dem Ausdruck 1.5. (6) vergleichen, so bemerken wir, daß ein 
be wegter dielektrischer Stoff mit dem Polarisationsvektor P ein magnetisches Moment 


Miv =WPxv (28) 


besitzt. Dies kann übrigens auch anschaulich gedeutet werden. 

Um das vollständige Gleichungssystem für die Beschreibung des elektromagnetischen Feldes 
in Anwesenheit bewegter dielektrischer Stoffe zu erhalten, fügen wir zu (24) und (27) noch die 
folgenden Gleichungen hinzu: 


dvD=o; dvB=0; 
J=yE+vxB); P=(e-—-e)(E+vxB). 


In Anwesenheit bewegter magnetischer Stoffe (z, + 1) werden die richtigen Gleichungen 
selbst für den Fall v<c nur durch die Relativitätstheorie geliefert (Kap. 5.2.). 


1.6. Das Verhalten der Feldgrößen an der Grenzfläche 
von Volumenteilen mit verschiedenen Materialkonstanten 


Auf Grund der Maxwellschen Gleichungen sind wir in der Lage zu bestimmen, wie 
sich die verschiedenen Feldgrößen auf den Grenzflächen der: Isolatoren oder Leiter 
von unterschiedlichen Eigenschaften verhalten. Da sich unserer Voraussetzung ge- 
mäß &, u und y auf diesen Flächen sprunghaft ändern, verändern sich nach Glei- 
ehungsgruppe V auch die mit ihnen verbundenen Vektoren sprunghaft. Zur Er- 
mittlung der Sprünge der einzelnen Vektoren nehmen wir zunächst an, daß dieser 
Übergang nicht plötzlich, sondern durch eine bestimmte Schichtdicke kontinuier- 
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lich erfolgt. Wir verringern jedoch diese Schichtdicke immer mehr und setzen sie 
schließlich gleich Null. Entsprechend Abb. 1.19 seien die Kennwerte des einen 
Mediums e&,, #, und y,, die des anderen Mediums &,, #4, und y5. Wenden wir auf den 
Induktionsvektor B den Satz von Gauß an, wobei wir als geschlossene Fläche einen 
geraden Zylinder (in Abb. 1.19 im Schnitt eingezeichnet) wählen, so erhalten wir 


[divBdV =0=$BdA = B„4A — Bn AA + dB. 
Vv A 


UN, 
N 
/f B 


N Abb. 1.19 Verhalten der Normalkomponente 

(9 der Induktion an der Grenzfläche zweier Stoffe 

Das letzte Glied der rechten Seite gibt an, wie viele Kraftlinien durch den Zylinder- 
mantel austreten. Es nähert sich Null, wenn wir die Zylinderhöhe über alle Grenzen 
verringern; mithin wird auch 


\Eztt 


By) AA — Bn AA =0, 
woraus 
Ban = Bın (1) 


folgt, d.h., die Normalkomponente der magnetischen Induktion besitzt an der 
Grenzfläche einen kontinuierlichen Übergang. Dies bedeutet mit anderen Worten, 
daß der Vektor B, — B, in die Grenzfläche fällt. Sein Skalarprodukt mit der Flächen- 
normale ergibt also Null: 


B,—-B)n=0. (2) 


Wenden wir jetzt den Satz von Gauss auf den elektrischen Verschiebungsvektor 
unter Zugrundelegung derselben Fläche an, so erhält unsere Gleichung die Form 


[div D dV = fe dV = odIAA = (Din — Du) AA + AP, 
V Vv 
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wobei dY die Anzahl der auf der Seitenfläche austretenden Verschiebungslinien be- 
deutet, die sich mit verschwindender Zylinderhöhe dem Wert Null nähert. Der Aus- 
druck odl AA gibt die Gesamtladung an, die sich im Volumenelement befindet. 
od? sollte mit der Abnahme der Schichtdicke konstant bleiben; so gelangen wir 
zum Begriff der Flächenladung: 


liimedl—e. (3) 


dl—>0 


Das Endresultat lautet also 
Don ze Din =10, (4) 


d. h.,. die Normalkomponente des elektrischen Verschiebungsvektors ändert sich 
sprunghaft, wenn auf der Grenzfläche reale Ladungen existieren, und hat einen 
kontinuierlichen Übergang, wenn keine solchen Ladungen vorhanden sind. In einer 
‚Vektorgleichung dargestellt, gilt also 


(D, —D)n=o. (9) 


Jetzt werden wir die I. Maxwellsche Gleichung: bzw. das Durchflutungsgesetz auf 
die in Abb. 1.20 dargestellte Linie und die durch diese aufgespannte Fläche an- 
wenden: 


dHdl= Hl — Hyl+dF=Jid. (6) 
L 


Abb. 1.20 Verhalten der Tangentialkomponente der magne- 
tischen Feldstärke an der Grenzfläche zweier Stoffe 


dF bedeutet den Wert des Linienintegrals, genommen auf den Linienelementen, die 
'auf der Grenzfläche senkrecht stehen. 

In dieser Gleichung nähert sich dF mit Verringerung der Schichtdicke dem Wert 
Null. | 


4 Simonyi 
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Hierbei wurde vorausgesetzt, daß in der Grenzschicht eine Stromdichte .J existiert, 
die senkrecht zu der durch 7 und d? definierten Fläche fließt. Es wird weiter voraus- 
gesetzt, daß bei einem Übergang zur Schichtdicke Null das Produkt J di konstant 
. bleibt. So gelangen wir zum Begriff der Flächenstromdichte, die durch die Gleichung 


imJd=K (7) 
al->0 

definiert ist. Der Wert von K wird dabei in A/m gemessen. Die magnetisierende 
Wirkung des Verschiebungsstromes wurde vernachlässigt. Das kann ganz allgemein 
getan werden, da 3D/öt sich nicht zu einer Oberflächenstromdichte verdichten kann, 
wenn nicht die Feldstärkenänderung unendlich schnell stattfindet oder die Feld- 
stärke unendlich wird. (Diese Fälle können jedoch auch manchmal eine praktische 
Bedeutung haben.) So wird also 


Hr —Ha=K. (8) 


Dies bedeutet, daß die tangentiale Komponente der magnetischen Feldstärke bei 
ihrem Übergang durch die Oberfläche nur in dem Fall einer Änderung unterliegt, 
wenn ein Oberflächenstrom fließt. Sonst gilt die einfache Gleichung 


HAx == Hy; (9) 


d. h., die tangentiale Komponente der magnetischen Feldstärke zeigt auf der Grenz- 
fläche einen kontinuierlichen Übergang. Die Tangentialkomponente des magnetischen 
Feldes ändert sich im allgemeineren Fall in einer zur Flächenstromdichte senk- 
rechten Ebene. Die Tangentialkomponente des Vektors H, — H, steht also auf dem 
Normalvektor n und dem Vektor der Oberflächenstromdichte K senkrecht. Damit 
kann Gl. (8) durch folgende Vektorgleichung ersetzt werden: 


nx(H,—H)=K. (10) 


Bilden wir das Linienintegral der Feldstärke E entlang derselben Linie, so erhalten 
wir nach der II. Maxwellschen Gleichung 


[rer waa Eee -— 1410, 
4A 


da im allgemeinen öB/öt nicht gegen Unendlich strebt, also di 0B/dt beim Grenz- 
übergang nicht als konstant angenommen werden kann. Einem wichtigen Ausnahme- 
fall werden wir später begegnen. 

Daraus ergibt sich 


Ex Na Ex. (11) 
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Auf der Grenzfläche der verschiedenen Schichten besitzt also die Tangentialkompo- 
nente der elektrischen Feldstärke einen kontinuierlichen Übergang. Der Differenz- 
vektor E, — E, besitzt an der Grenzfläche nur eine Normalkomponente, und mithin 
wird 


nx(E,—- E)=0. (12) 


Abb. 1.21 zeigt den Durchgang der Kraftlinien der elektrischen Feldgrößen durch 
eine Grenzfläche für den Fall, daß auf der Fläche weder Ladung noch Ström vor- 
handen ist. Wir sehen, daß die Kraftlinien eine Brechung erleiden. Das Brechungs- 
gesetz für die elektrischen Kraftlinien hat die Form 


für die magnetischen Kraftlinien gilt entsprechend 


tan &ı 2 Kı 


tana, ie 


Abb. 1.21 Verhalten der elektrischen Abb. 1.22 Verhalten des Stromdichte- 


Feldgrößen an der Grenzfläche zweier vektors an der Grenzfläche zweier Stoffe, 
Stoffe, die verschiedene Materialkon- deren Leitfähigkeit verschieden ist 


stanten besitzen 


Das Verhalten der Feldkonstanten auf der Grenzfläche wird zusammenfassend durch 


folgende Gleichungen beschrieben: 
n(B, - B) =; nD, -—D)=o; 
13 


Bestimmen wir jetzt die Regeln für den Übergang der räumlichen Stromdichte. 

Wenden wir auf die in Abb. 1.22 eingezeichnete Fläche die Beziehung für statio- 
näre Strömung, div) = 0, an, so ergibt sich auf die schon bekannte Weise der Zu- 
sammenhang 


Jın = Jn- 


4* 
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Gleichzeitig wissen wir, daß 


Ex == Ex ’ 
also folgt 
Jı = yıEı 


Ja = yıba = Yıßu- 

Somit ist das Brechungsgesetz der Stromdichtelinien von der Form 
el 2 zZ, (14) 
Im allgemeinen Fall wird auf der Grenzfläche der beiden Leiter eine Oberflächen- 


ladung auftreten ; die Normalkomponente von D weist keinen stetigen Übergang auf: 


&Jın 
Din = & Ein — D 
Yyı 


&gJ an en &2J ın 
Ya Ya 
Wir können daher für die Oberflächendichte schreiben: 


Da a Egon — 


oo = Dan — Dan — Ja 5). (15) 


c ist nur dann Null, wenn zufällig die Beziehung 


a2 RER (16) 
Yı Ye 
gilt. 


“ Wollen wir die einschränkende Bedingung der Stationarität fallen lassen, so dürfen 
wir auch nicht mehr von der Gleichung div J = 0 ausgehen, sondern müssen 


oD 
diviJ —!i—0( 
( +5) 


zugrunde legen. Dann lautet die Grenzbedingung 


: f0D oD 
J ——n en! J — 17 
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die bei sinusförmigem zeitlichem Verlauf in die Gleichung 
Int J®Din = Int Jo®Dzn 


übergeht. Durch Einführung der Materialkonstanten haben wir den folgenden Zu- 
sammenhang 


(Yyı + Jo&ı) En = (ya + j®e;) Ezn- (18) 


1.7. Energieumwandlungen im elektromagnetischen Feld 
1.7.1. Allgemeine Beziehungen 


Gehen wir von der I. und II. Maxwellschen Gleichung aus: 


ES: I IRRE (D 
ot 
rttE = — eu ; (IF) 
et 


Wenn wir die erste Gleichung mit (—E), die zweite mit H skalar multiplizieren und 
sodann beide Gleichungen addieren, erhalten wir folgende Beziehung: 


c a 
Hrot E— ErotH=— HT — ET — El. 


Aus der Vektoranalysis ist bekannt, daß 
div(ExH)=Hrot E— Erot H. (1) 
Nun setzen wir dies in die vorherige Gleichung ein: 


Ö [a 
div(ExH) = u = EZ — EJ. (2) 
[4 


Wir integrieren beide Seiten der Gleichung über ein Volumen V, das durch eine be-: 
liebige, geschlossene Fläche abgegrenzt wird. Für. diesen Fall gilt: 


far exmar-- (u +2) AV -.[ erav. (3) 
1% v | v 
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Nach dem Satz von GAuss ist 


[dv (ExH)dV = $ (Ex H)dA. 
4A 


14 


Unter Berücksichtigung dieser Gleichung finden wir folgenden Zusammenhang: 
- (re +27) dV = = [ zrav+ Hexmaa. (4) 
V v A 


Diese Gleichung -kann als Energieerhaltungssatz gedeutet werden. Die linke Seite 
der Gleichung kann nämlich in die Form 


Ir +RF)ar =; (ger +zam)ar (5). 
N öt 2 2 
14 V 


umgestaltet werden, aus der die physikalische Bedeutung ersichtlich wird. Dieser 
Ausdruck stellt nichts anderes dar als die auf die Zeiteinheit bezogene Veränderung 
der im gesamten Volumen enthaltenen elektromagnetischen Energie. Die rechte 
Seite der Gl. (4) zeigt, warum die elektromagnetische Energie des Feldes eine Ver- 
änderung erfährt. Wir formen nun das erste Glied um, indem wir die eingeprägte 
Feldstärke einsetzen. Wir wissen bereits aus der Gleichungsgruppe V, daß 


J=y(E+E.); (6) 
mithin gilt also: 


2 
JE=-T_EJ. Mm 
Y 


Setzen wir dies in Gl. (4) ein, so wird 


.,I? 
-— (ger + zum) av = (Zar - | z.rav + $wxmaa. (8) 
Y “ ; 
14 v V A 


Die rechte Seite dieser Gleichung kann nunmehr wie folgt gedeutet werden: Die im 
Volumen eingeschlossene elektromagnetische Energie verringert sich, da der Lei- 
tungsstrom in dem Leiter je Volumeneinheit und je Zeiteinheit die Wärme J?2/y ent- 
wickelt. Der Energieinhalt des betrachteten Volumens nimmt auch dann ab, wenn 
der Strom gegen die eingeprägte Feldstärke fließt. In diesem Falle wird nämlich 
das Produkt E.J negativ, mithin wird der Wert des Integrals — / E,J dV positiv, 


d. h., er verursacht eine Abnahme der elektromagnetischen ee wegen des auf 
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der anderen Gleichungsseite auftretenden negativen Vorzeichens. Leistet hingegen 
die eingeprägte Feldstärke dadurch eine Arbeit, daß der Strom mit ihr in derselben 
Richtung fließt, so nimmt die elektromagnetische Energie zu. Wir sehen aber auch, 
daß außer diesen Energieumwandlungen auf der rechten Seite der Gleichung noch 
ein drittes Glied auftritt. Diesen Term können wir als die in Form einer elektro- 
magnetischen Strahlung auftretende Energie deuten, welche die Begrenzungsfläche 
von Y während der Zeiteinheit durchflutet. 

Demnach ist unsere obige Gleichung der Ausdruck für folgende Energiebilanz: die 
in einem Volumen aufgespeicherte elektromagnetische Energie nimmt deshalb ab, 
weil sich ein Teil von ihr in Joulesche Wärme verwandelt, ein anderer Teil zur Über- 
windung eingeprägter Kräfte verbraucht wird (z. B. zur Aufladung von Akkumula- 
toren) und schließlich ein letzter Teil das Volumen in Form von Strahlung verläßt. 
Dieser letztere Term kann auch negative Werte annehmen; dann erhöht sich ent- 
sprechend der Energieinhalt. 

Die Beziehung (8) kann im Fall eines linearen Stromkreises sehr einfach um- 
geformt werden. Für den linearen Leiter können wir das Volumenelement in der 
Form dV = Adi ansetzen, wobei A den Querschnitt des Leiters und d/ die Länge 
eines Leiterelementes bedeutet. Die Richtung des Stromdichtevektors und die des 
Vektors dl! stimmen hierbei überein, sie können höchstens entgegengesetzten Rich- 
tungssinn besitzen. Das Produkt AJ liefert hingegen überall den konstanten Strom /. 
Damit wird 


ze = Pa = PR (9) 


ES V=[E dIJdA =IS$E. d=-U,LLl. (10) 
v L L 
Für einen linearen Leiter lautet also Gl. (8) 


17) 
== F eH? + — a) WVW=PR+UI+ $ (Ex H)dA. (11) 


Das gegen die Jouleschen Wärmen bzw. die eingeprägten Spannungen eine Arbeit 
leistende Glied kann hier noch klarer erkannt werden. 

Wenn wir auf Gl. (4) zurückgreifen, sehen wir, daß auf der linken Seite die auf die 
Zeiteinheit bezogene Energieänderung steht. Damit ist zur Änderung der elektro- 
magnetischen Energie während der Zeit di im Volumen V die Energie 


dW =dWn+dW,= [HdBdV + [ EdDav (12) 
Vv V 
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nötig. Zur Änderung der auf das Volumen bezogenen Energie, also zur Änderung 
der Energiedichte, muß die Energie 


dw = dum + dw, = HdB-+ EdD (13) 


zugeführt werden. | 

Die Gleichungen (12) und (13) besitzen allgemeinere Gültigkeit als die von uns 
postulierte VI. Maxwellsche Gleichung: Sie gelten auch für ferromagnetische Stoffe. 
dw stellt im allgemeinen kein vollständiges Differential dar, die Dichte w kann also 
nicht. in geschlossener Form dargestellt werden. Wird der Stoff von der Induktion B, 
bis zur Induktion B magnetisiert, so ist dazu eine Energiedichte 


B 
Aun = [ HdaB (14) 
B, 


nötig. Diese Größe hängt selbstverständlich von der Form der Kurve B = B(H) ab. 

Es sei ausdrücklich betont, daß diese Energie nicht mit der Änderung der magne- 
tischen Energie des Feldes identisch sein muß. Die zugeführte Energie kann sich 
auch zum Teil in Wärme oder in elastische Deformation umwandeln. (Siehe '1.7.5.) 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß die physikalische Deutung der einzelnen Glieder 
der Gleichung (8) nicht eindeutig aus den Maxwellschen Gleichungen folgt. Im all- 
gemeinsten Fall — in Anwesenheit von Stoffen — sind tatsächlich verschiedene 
physikalische Deutungen möglich, die auch von Zeit zu Zeit in der wissenschaft- 
lichen Literatur auftauchen. 


1.7.2. Der Poyntingsche Vektor ' 


Der in dem Ausdruck 


B(EXH)dA (15) 
A 


auftretende Vektor 
Ex H=S (16) 


kann auch so gedeutet werden, daß er gerade diejenige Energie bestimmt, die in 
‚der Zeiteinheit durch die senkrecht zu S stehende Einheitsfläche hindurchströmt, 
d.h., er wird in W/m? gemessen. Dieser Vektor hat also die Dimension Leistung] 
Fläche. Er wird Vektor der Energieströmung oder der Energiestrahlung oder einfach 
Poyntingscher Vektor genannt. Er steht also senkrecht sowohl zur Richtung von E 
als auch zu der von H, sein Betrag ist nach der Regel der vektoriellen Multiplikation 
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durch das Produkt aus den Absolutwerten von E und H und dem Sinus des ein- 
geschlossenen Winkels gegeben. Die durch das Flächenelement dA hindurchtretende 
Leistung beträgt SdA (Abb. 1.23). 

Die Beziehung, durch die wir zum Begriff des Poyntingschen Vektors gelangten, 
kann experimentell nur in der Integralform nachgewiesen werden. Einen physika- 
lischen Sinn besitzt nur das über eine geschlossene Fläche gebildete Integral 


$SdA=d(EXxH)dA, (17) 
4 A 


das auf Grund des vorher Gesagten eben diejenige Leistung ergibt, die sich aus dem. 
gegebenen Volumen durch Strahlung entfernt. Aus diesem Ausdruck kann aber auf 
den Vektor der Energieströmung nicht eindeutig geschlossen werden. Addieren wir 


Abb. 1.23 Richtung des Poyntingschen 
Vektors; durch ein beliebiges Flächen- Abb. 1.24 Energieströmung 
element hindurchgehende Leistung in statischen Feldern 


z. B. zum Vektor S einen beliebigen Vektor v, dessen Divergenz überall Null ist, so 
können wir mit derselben Berechtigung den Vektor S+® als Vektor der Energie- 
strömung bezeichnen, denn es ist 


$S+VdA=-HSdA+ [diveVVv=HSdA+0. (18) 
A 4 V A 


Wir erhalten also in beiden Fällen die gleiche Energieströmung durch die geschlossene 
Fläche. Das Einfachste und Nächstliegende ist jedenfalls, wenn wir den Vektor S 
selbst streng als gleich der in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit hindurch- 
strömenden Energie ansehen und ihm damit eine physikalische Realität beimessen. 

Diese Auffassung stößt auf gewisse Schwierigkeiten. Die größte Schwierigkeit, die 
man dabei anzuführen pflegt, ist das Auftreten einer Energieströmung auch in den 
Fällen, in denen diese überhaupt keine physikalische Realität besitzt. Bringen wir 
‚z.B. den in Abb. 1.24 dargestellten zylindrischen Kondensator in. ein homogenes, 
der Zylinderachse paralleles Magnetfeld, so zeigt der Vektor S im Kondensatorinnern 
überall einen von Null verschiedenen Wert, da E und H überall zueinander senk- 
recht sind. Zeichnen wir die Linien der Energieströmung ein, so erhalten wir ge- 
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schlossene Kreise, d.h., die Divergenz des Vektors S ist überall gleich Null. Nach 
dem Satz von Gauss erhalten wir aber für eine beliebige geschlossene Fläche keine 
Energieströmung. In der Integralform verletzen wir also das Prinzip der Energie- 
erhaltung nicht. Sprechen wir jedoch dem Vektor einen physikalischen Sinn zu, so 
erhalten wir das obige überraschende Bild der Energieströmung. Im ersten Moment 
scheint diese Schwierigkeit dadurch noch erhärtet zu werden, daß nach der Relati- 
vitätstheorie zur Energieströmung eine ganz bestimmte Masse bzw. ein ganz be- 
stimmter Impuls gehört, so daß obige Energieströmung eventuell nicht nur inhalts- 
los, sondern sogar falsch sein kann. Gerade durch Einbeziehung der Relativitäts- 
theorie kommen wir jedoch schließlich zur Entscheidung dieser Frage. Mit ihrer Hilfe 
können wir nämlich nachweisen, daß unsere Annahme, die durch die Flächeneinheit 
hindurchflutende Leistung werde genau durch den Vektor S gegeben, unter gewissen 
Bedingungen die einzig mögliche ist. Insbesondere bestätigt sich, daß z. B. im obigen 
Fall der Entladung eines Kondensators, mit der die Aufhebung des elektrischen 
Feldes und damit auch der Kreisströmung der Energie verbunden ist, auf unser 
System wegen der Wechselwirkung des Entladungsstromes und des Magnetfeldes ein 
Impulsmoment einwirkt, welches dem der elektromagnetischen Energieströmung 
gleich ist. Das physikalisch scheinbar sinnlose Bild ist also gerade notwendig, um 
dem Gesetz der Impulserhaltung gerecht werden zu können. 


1.7.3. Energieströmung in stationären Feldern 


Die im vorstehenden Kapitel angegebene Gleichung für die Energieerhaltung ge- 
staltet unser bisheriges Bild sowohl hinsichtlich der Lokalisation der Energie als 
auch in bezug auf die Energieströmung völlig um. Die Energie steht nämlich nicht 
mit dem Leiter und mit der darauf befindlichen elektrischen Ladung in Zusammen- 
hang, sondern mit den elektromagnetischen Feldstärken, die speziell im Dielektrikum 
gemessen werden können. Gleichzeitig steht die Fortbewegung der Energie in keiner 
unmittelbaren Beziehung zur Stromstärke und Spannung, sondern hängt mit dem 
Poyntingschen Vektor der elektromagnetischen Strahlung, also mit den Feldstärken 
E und H, eng zusammen. Nachstehend behandeln wir die von früher gut bekannten 
Energieströmungen etwas eingehender und untersuchen, in welcher Weise die oben 
entwickelte Ansicht über die Energieströmung korrigiert werden muß. 

Zu diesem Zweck gehen wir von der Leiteranordnung aus, die in Abb. 1.25 zu 
sehen ist. Wir nehmen an, daß beide Leitungen in der zur Zeichenebene senkrechten 
Richtung verlaufen. Schalten wir nun an das Leiterende eine Belastung. Wie wir 
wissen, beträgt die vom Gleichstromgenerator dem Verbraucher in der Sekunde über- 
mittelte Energie, also die Leistung, 


P=UI. (19) 
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Zwischen den beiden Leitern herrscht der Spannungsunterschied U. Mithin können 
wir, wenn der Abstand der beiden Leiter im Verhältnis zur Leiterbreite genügend 
klein ist, die Feldstärke zwischen den beiden Leitern überall als konstant annehmen. 
Demnach wird 


E=--. (20) 


a 
Wir wählen die Form der beiden Leiter in dieser in der Praxis nicht üblichen Art, 
um die Berechnungen möglichst einfach zu halten. 


Von den magnetischen Feldlinien wissen wir bereits, daß sie jeweils den einen oder 
den anderen Leiter umgeben. Für eine solche Linie gilt 


dHd=1. (21) 
L 


Aus der geometrischen Anordnung folgt, daß sich die Feldlinien zwischen den 
beiden Leitern verdichten und dort als homogen betrachtet werden können. Da- 
gegen kann die Feldstärke außerhalb der Leiter in erster Näherung vernachlässigt 
werden. Wir erhalten also für die magnetische Feldstärke mit den Bezeichnungen 
der Abb. 1.25 die Beziehung 


I= P Hdlx. Hb. (22) 


Abb. 1.25 Berechnung der Gleichstrom- 


<< S77% HEHE | leistung mit Hilfe des Poyntingschen Vektors 


Die Richtung des Poyntingschen Vektors S= Ex.H ist der Leitungsachse parallel 
und 2eigt gegen den Verbraucher. Sein Betrag ergibt sich als Produkt der Absolut- 
werte der beiden Vektoren, da E senkrecht auf H ist. Kennen wir die Spannung bzw. 
die Stromstärke als Funktion der Feldstärken, so erhalten wir für die übertragene 
Leistung den Ausdruck 


P=UI=Ea:-Hb=EH.A, (23) 
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wobei A = ab gilt. Wir sehen daraus, daß sich die Leistung ebensogut mit Hilfe des 
Poyntingschen Vektors wie durch das Produkt UI ermitteln läßt. Wir betonen 
wieder, daß der Poyntingsche Vektor überall dort von dem Wert Null abweicht, 
wo weder die elektrische noch die magnetische Feldstärke Null ist und die Feld- 
stärken auch nicht zufällig parallel zueinander sind, ferner daß die Integration bei 
der Berechnung der Energieströmung über eine geschlossene Fläche vorzunehmen 
ist. In obigem einfachem Fall wurde sowohl beim magnetischen als auch beim elek- 
trischen Feld lediglich der zwischen den beiden Leitern liegende Teil berücksichtigt, 
oder genauer, wir verdichteten hierher die gesamte Feldstärke und konnten die ge- 
samte umhüllende Fläche durch die Fläche ersetzen, welche sich zwischen den Lei- 
tungen befindet (Abb. 1.26). 

Aus dem Produkt von Stromstärke und Spannung ergibt sich derselbe Leistungs- 
wert wie bei der Integration des Poyntingschen Vektors. UI ist also mathematisch 
mit dem Ausdruck EHA identisch, da diese gegenseitig ineinander umgewandelt 
werden können, wenigstens solange, wie wir es mit stationären Erscheinungen zu 
tun haben. Die zugehörigen physikalischen Bilder sind jedoch durchaus verschieden. 
Im ersten Fall stellen wir uns die Energieströmung etwa so vor wie die Energie- 
beförderung durch strömendes Wasser in einem Rohr. Im letzteren Fall dagegen 
findet die Energieströmung außerhalb der Leiter, also im Dielektrikum, staii. Bei 
idealer Leitung stehen die elektrischen Kraftlinien überall senkrecht auf der Leiter- 
oberfläche; die unmittelbar auf der Oberfläche existierende Energieströmung ist also 
dem Leiter parallel. Im Innern eines metallischen Leiters hingegen existiert, wenn es 
sich‘um einen idealen Leiter handelt, keine Feldstärke, da in ihm sonst wegen der 
Beziehung J = yE ein unendlich großer Strom fließen müßte. Demzufolge ist auch 
der Vektor der Energieströmung im Innern des Leiters gleich Null. 


we Abb. 1.26 Berechnung der vom Generator 


\ j Verbrauchr zum Verbraucher strömenden Leistung. 


Sofern wir.die Leiter nicht als ideale Leiter ansehen, tritt in ihnen eine Feldstärke 
auf, die gerade der Beziehung E = J/y entspricht. In diesen Fällen stehen die elek- 
trischen Kraftlinien nicht senkrecht auf der Oberfläche des Leiters, sondern sind in der 
Richtung der Energieströmung etwas nach vorn geneigt (Abb. 1.27). Untersuchen 
wir jetzt noch, welche Richtung die Energieströmung im Leiter besitzt, und bestim- 
men wir auch deren Wert. Der Vektor der magnetischen Feldstärke liegt in einer zu 
den Leiterachsen senkrechten Ebene. Der Vektor der elektrischen Feldstärke zeigt 
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im Innern des Leiters in die Leitungsrichtung oder, genauer gesagt, in die Strom- 
riehtung. Mithin wird der Vektor der Energieströmung, der sowohl auf E als auch 
auf H senkrecht steht, auch senkrecht zu der Leitungsachse sein und nach dem Lei- 
tungsinnern zeigen (Abb. 1.28). Für seinen Betrag gilt in dem besonders einfachen 
Fall eines sehr langen alleinstehenden Leiters, in dem die Feldstärken zu | 


ze: me (24) 
Y Srcrg 
gegeben sind: 


J I 11 1 1 L 


S=|ExH =EH= —- — =- — ——-- : (25) 
vy 2rry, y A 2rr, y A2tr, 

Abb. 1.27 Kraftlinien des elektrischen Abb. 1.28 Richtung des Poyntingschen 

Feldes im Fall einer Leitung endlicher Vektors an der Oberfläche einer Leitung 


Leitfähigkeit endlicher Leitfähigkeit 


Das ist die durch eine Einheit der Leiteroberfläche in den Leiter einströmende 
Leistung. Durch die Oberfläche 2rr,l eines Leitungsabschnittes der Länge I strömt 
währerid der Zeiteinheit eine Energiemenge von 


1 
P= r,lS = — kA I: = RI? (26) 
y 4A 


ein. Dies ist nichts anderes als die in einem Leiter von der Länge ! entstandene 
Joulesche Wärme. Wir sehen also, daß durch den Leiterquerschnitt in axialer Rich- 
tung keinerlei Energie strömt, vielmehr bewegt sich diese im Dielektrikum fort. 
Selbst die zur Deckung des Energieverlustes der Leitung notwendige Energie strömt 
von außen, vom Dielektrikum zum Leiterinnern, senkrecht zur Richtung der Leiter- 
achse, ein. 

Ladung und Entladung eines Kondensators können ganz analog aufgefaßt werden 
(Abb. 1.29). Der Kondensator nimmt während der ersten Viertelperiode die Ladung 
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auf, solange der Poyntingsche Vektor nach dem Innern des Kondensators zeigt. 
Während der folgenden Viertelperiode strömt die gesamte Energie in das Feld bzw. 
in die Stromquelle zurück. 

Der Abb. 1.30 können wir .die in der Umgebung einer Stromquelle, einer Fern- 
leitung und eines Verbrauchers auftretende Energieströmung entnehmen. Im Gene- 
rator trennt eine fremde eingeprägte elektromotorische Kraft, die sowohl mensch- 
liche Muskelkraft als auch aus chemischer oder aus thermischer Energie stammende 


Abb. 1.29 Richtung der Energieströ- Abb. 1.30 Energieströmung vom 
mung im Außenraum eines Kondensators Generator zum Verbraucher 

bei sinusförmig veränderlicher Spannung 

in verschiedenen Zeitpunkten | 


Kraft sein kann, die Ladungen voneinander gegen das elektrische Kraftfeld. Dem- 
entsprechend zeigt der Poyntingsche Vektor nach außen, die Energie strömt in den 
Raum hinaus. Bei Fernleitungen verläuft die Energieströmung mehr oder weniger 
parallel zu den Leitungen, nur werden durch einen Teil der Energie die in der Fern- 
leitung entstehenden Verluste gedeckt. Die verbleibende Energie strömt dann in den 
Verbraucher ein. 


1.7.4. Die Energiegleichung bei sinusförmigem zeitlichem Verlauf 


Man ist gewöhnt, mit komplexen skalaren Größen zu operieren. Man. weiß ins- 
besondere, daß zu der komplexen Spannung 


Ü=U,+jV; = |Üle® (üÜ=U=YU+U; 9= arctan (U;/U,)) 


‚eine sich in der Zeit harmonisch ändernde reelle physikalische Größe nach der Zu- 
ordnung 


u(t) = Re (Ö eiet| = U, cos wt — U; sin wt = U cos (ot + 9) (27) 


gehört. Man muß sich ebenso daran gewöhnen, daß sich hinter dem komplexen 
Vektor 


= (dr + jv;i) e; nn (%yr nz Jyyı) ey Fr (der Zum 179 e, = ö;| e)P- €; ar [ö,| eiFs e, 
IF lö,| e’* e, (28) 
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die physikalische Größe 
v(t) = Re (Ö ei!) = (v,, C08 wt — v,; sin wi) e, + (%,r COS wi — v,; sin wi) e, 

+ (dr 608 wit — v,; sin ot) e, = v, C0S wi — v; Sin ot (29) 
verbirgt, wo die reellen Vektoren v, und ®; die folgenden (reellen) Komponenten be- 
sitzen: Yzr, Yyr, dr DZW. dzi, Yyı, di. Der Vektor v(t) liegt also in der durch v, und v; 
bestimmten Ebene, und sein Endpunkt beschreibt eine Ellipse. 

So ist z. B. der komplexen elektrischen Feldstärke E = (E, jE, 0) die reelle Größe 
Eit) = Ecosote, — Esinwote, 


zugeordnet. Der Endpunkt des Vektors beschreibt einen Kreis in der zy-Ebene, und 
zwar zur positiven z-Richtung links-schraubig zugeordnet. 

Wie man dem Produkt solcher Größen einen physikalischen Sinn zuschreiben 
kann, muß näher untersucht werden. 

Die Berechnung des Produktes vi mit Hilfe von 2 und 7 und den konjugiert kom- 
plexen Größen %* und ?* wird folgendermaßen durchgeführt. Da 


1 1 
“an ena nn 
ist, kann wi wie folgt geschrieben werden: 


m [as + (an) ] + 2 [art + are] 


1 1 
sehen 
ur anni 1 


1 i 
— BR PL —-R 11*. 
F eüti + 2 eur*r. 


Meistens interessiert der zeitliche Mittelwert solcher Produkte. Da 
ww — Unlmeie; Mir = ÜOnln* 
ist, wird der Mittelwert des reellen Teiles von 7 gleich Null; @* ist von der Zeit un- 
abhängig. Es wird also 
T 

gar 1 1 
w“=- | wWd=-<Rewit — 

T 2 

0 


wo Us = Ön/V2 den komplexen Effektivwert bedeutet. 
Auf ähnliche Weise erhalten wir für das Skalarprodukt komplexer Vektoren 


Re Dunln — Re Deulce; (30) 


u(t) v(t) = Re ü ei“ Reö ei“! 


üejet + üre-jet Delat + Öte-iet 


1 ’ 1 | 
5 ! 5 5 Reuüdete! + 5 Re #ö*. (31) 
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Der zeitliche Mittelwert beträgt also 


41 y' f 
ud) = 5 Re # 5° =Re n ” = Reinöt,. (32a) 


on 


Für den Absolutbetrag eines komplexen Vektors gilt also 
ja? = uu* = 2[wl)]. 


Ebenso gilt für das Vektorprodukt 
BE een, | 
ul) X vl) — z Reuxöt = Re u. Xö%,.. (32 b) 


Wenn man in 1.4.5. (11) und (12) die zweite Zuordnung nimmt, fällt der Faktor 1/2 
automatisch weg. In der Wellenlehre benutzen wir vorwiegend diese einfachere Be- 
zeichnung. | 

Nun kehren wir zu den Maxwell-Gleichungen zurück. Multiplizieren wir die zur 
ersten Maxwellschen Gleichung konjugierte Gleichung 


rot H* = J* — jweE* 
mit —E und die zweite Maxwellsche Gleichung 
rot E= —jouH 


mit H*, so gelangen wir, ähnlich wie weiter oben zur Gl. (8), nun zu der Beziehung 


| (eEE* — uHH*)dV 
* 
en (Ex H*)dA. (33a) 


Die hier vorkommende Größe (1/2) Ex H* = Ey. X H..ı* heißt komplexer Poyn- 
tingscher Vektor. Sein Realteil ist der zeitliche Mittelwert der Leistungsdichte. 

Der Realteil der obigen Gleichung gibt einen Zusammenhang zwischen den Mittel- 
werten der verschiedenen Leistungen. Die linke Seite liefert dazu keinen Beitrag, 
da sie rein imaginär ist; das ist auch physikalisch zu erwarten, da der zeitliche Mittel- 
wert der elektromagnetischen Energie eines Raumteiles bei harmonischer Erregung 
konstant bleibt. 

Wir können also den Inhalt der Gleichung (33a) wie folgt zusammenfassen: 


Poen + I@&en = Proute + 2]0(Wm — We) + Pair + Waır- (33b) 


Wenn wir komplexe Materialkonstanten in der Form e=e.— ja; u = m — ji 
. berücksichtigen, erhalten wir statt (33a) — die Leistung der Generatoren auf der 
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linken Seite schreibend — 


w 


* 
5 [ For 4’ = 36 dv +12 | nn — &EE*) dV 
2 2) y 2 
1% V v 


+3 [ (GER* + „HH®) AV + 2 ® (ExH*)dA, (34a) 
V 


was mit der folgenden Gleichung gleichwertig ist: .. 


Poen Fr %sen = Pjoute T 2j0(W m — W,) = P Verlust Zu P ‚-Vertust a Potr = Rsır- (34b) 
Die Verlust-Leistungsdichte im Dielektrikum beträgt also 


P.-verlut 2 EE* = DE Es =o ER Er Eon » we tan Een. (35) 
T 


1.7.5. Einige weitere Energieumwandlungen 


Wenn außer der Leitungsstromdichte J auch eine Konvektionsstromdichte 0% 
existiert, erhalten wir in der Energiegleichung (8) ein neues Glied: 


f ovEdV. (36) 
V 


Da die Leistung durch „Kraft x Geschwindigkeit‘ gegeben wird, können wir die 
Größe 


eE = Jye (37) 


als räumliche Kraftdichte deuten. (Der Index V deutet an, daß es sich um -räum- 
liche Kraftdichte handelt, der Index e bezieht sich auf das Wort elektrisch.) Der 
Ausdruck (36) ergibt die Leistung, welche die sich bewegenden Ladungen von dem 
elektrischen Feld erhalten oder, umgekehrt, welche die Ladungen an das Feld ab- 
geben. Die Leistung erscheint im allgemeinen als eine Veränderung der kinetischen 
Energie. Diese Energieumwandlung findet in den verschiedenen elektronischen Ein- 
richtungen statt. 

Ein Leiter bewege sich im magnetischen Feld. In diesem Falle lautet das Ohmsche 
Gesetz 


J=y(E+vxB); EN (38) 
| 0 


In der Energiegleichung (8) erhalten wir wieder ein neues Glied: 


— [wxB)JdV = [(IJxB)vdV. (39) 
14 V 


5. Simonyi: 
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Analog kann hier die Größe 
I Vm — J x B 


als räumliche Kraftdichte gedeutet werden. Wenn ® und J x B die gleiche Richtung 
haben, wird das Integral positiv, wir erhalten also mechanische Energie auf Kosten 
der Feldenergie. Diese Energieumwandlung findet in den elektrischen Motoren statt. 

Sind ® und JxB einander entgegengerichtet, so bekommen wir elektrische 
Energie auf Kosten mechanischer Arbeit. Diese Umwandlung findet in Generatoren 
statt. 

Zum Schluß seien in aller Kürzs die einfachsten und grundlegenden Zusammen- 
hänge zwischen den elektromagnetischen und den thermodynamischen Größen an- 
gegeben. Über die Joulesche Wärme wurde bereits gesprochen. Jetzt wollen wir die 
thermodynamischen Vorgänge bei der Magnetisierung untersuchen. Was hierzu ge- 
sagt wird, gilt — mutatis mutandis — auch für die Elektrisierung ferroelektrischer 
Stoffe. | 

Der erste Hauptsatz besagt, daß die innere Energie & eines von Materie erfüllten 
Raumteiles durch Zuführung einer Wärmemenge dQ und durch die Arbeit dA, die 
von außen an der Materie geleistet wird, erhöht werden kann: 


de =dQ-+dA4, (40) 


wobei dA alle Arten von Arbeit (mechanische, elektromagnetische) umfaßt. 
Nehmen wir an, daß nur magnetische Arbeit geleistet wird und die Größen auf 
die Volumeneinheit bezogen werden, so haben wir 


de =dQ+HdB. (41) 


Wir zählen hier zur inneren Energie des Systems auch den Teil der magnetischen 
Energie, der-im Vakuum vorhanden wäre. Es ist aber üblich, aus der Gleichung 


HdB — H(w„dH + dM) = wHdH + HdM 


das Glied «,H dH abzusondern. Gleichung (41) drückt nur den Energieerhaltungs- 
satz aus und gilt sowohl für reversible als auch für irreversible Zustandsänderungen. 

Wenn das System nach Durchlaufen verschiedener Zustände in seinen Anfangs- 
zustand zurückkehrt, wenn es sich also um einen zyklischen Vorgang handelt, nimmt 
auch die innere Energie ihren ursprünglichen Wert wieder an, da sie eine Zustands- 
variable ist. Es gilt also 


dde=0=PAQ+PHAB, 
woraus das wichtige Ergebnis folgt: 
$HdB=—d A. (42) 


Diese Gleichung besagt, daß die Fläche der Hysteresisschleife die im System ent- 
stehende, also von dort abführbare Wärme darstellt. 
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Beschränken wir .uns jetzt auf reversible Vorgänge. Es sei ferner die Änderung 


adiabatisch, d. h., dQ = 0. Es wird also Wärme weder zu- noch abgeführt. In diesem 
Falle ist 


de =HdßB. 


Im allgemeinen erhalten wir eine Temperaturerhöhung dT,, da die bei der Magneti- 
sierung freiwerdende Wärme nicht abgeführt wird. Die. innere Energie kann in zwei 
Teile zerlegt gedacht werden: 


de =den td, =dEn +teödT=HaB. 


Em bedeutet den magnetischen, &, den thermischen Anteil der inneren Energie, 
c ist die spezifische Wärme, ö die Dichte des Stoffes. 
Für d&„ erhalten wir also 


de. =HdaB — cödT. (43) 


Alle Größen auf der rechten Seite können experimentell bestimmt werden. Es er- 
gibt sich so die Abhängigkeit der inneren Energie von H oder B. Führt man die 
Messungen für verschiedene Temperaturen durch, so kann die Funktion € = £(H,T) 
experimentell bestimmt werden. 


Bei reversiblen — nicht adiabatischen — Prozessen kann dQ —T dS geschrieben 
werden, wobei S die Entropie bedeutet. Es wird also: 


de=TdS+HdB. (44) 


Führen wir jetzt die freie Energie 7 mit der Definition 7=d& TS ein, so .er- 
halten wir 


dF =de -TdS—- SET=—-SdT-+HdB. (45) 
Bei isothermen Zustandsänderungen (dT = 0) erhalten wir: 
d#7=HdB. 


So kann die freie Energie als Zustandsgröße als Funktion von H und T, also F(H,T), 
bestimmt werden. 


Die allgemeine Form der Energiegleichung (41) ist: 
de =dQ+HdB+ EdD-+ pdr. (46) 


Dabei bedeutet p den mechanischen Druck, dv die Volumenänderung, bezogen auf 
die Volumeneinheit, und p dv die Arbeit, die an dem System geleistet wird. 

Wir schreiben diese Gleichung nun in etwas abgeänderter Form. Wir nehmen p dv 
als positiv für die Arbeit, die von dem System geleistet wird, und beschränken uns 
auf ein elektrisches Feld. Es wird also 


de =dQ + Ed(eE) — pdv. (47) 


5*+ 
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Es hänge & von den drei Zustandsvariabeln v, T und E ab. e soll nur vonv und T 
abhängen, nicht aber von EZ. Hier bedeutet » das spezifische Volumen (siehe auch 
Gl. 1.8. (25)). Es gilt also 


Ir er 
y V 


Für reversible Prozesse wird dQ = T dS; da 


(ern (fe 


und 
Bd(B)=:BEdE + m [® + Kar (48) 
Ov oT | 

ist, erhalten wir aus Gl. (47) für die Änderung der Entropie 
1 /0@ 06 de de 

dS = — — E? dv — — eEidE E? dT. 4 
T Se u ) 7 1: E t7 le a) ve) 

Da dieser Ausdruck ein totales Differential darstellt, rer die folgenden Gleichungen 

2 (a _ 2), 2 _ 2, 2a) 2 ja 

oE \ov ov \0E oT \0E oE \oT or) or 

Ausführlich ausgeschrieben lauten nun diese Gleichungen 

Kal) _ 2; %&_p ee, D N) (50a, b, c) 

oE öv oE oT v oT ov ov 


Wir benützen diese Gleichungen bei der Ableitung des Ausdruckes für die Striktionskraft- 
dichte. 


1.8. Kraftwirkungen im elektromagnetischen Feld 


Die VI. Maxwellsche Gleichung verbindet die verschiedenen Teile der Physik durch den Be- 
griff der Energiedichte. Für die Mechanik spielen die Kräfte bzw. Kraftdichten die Vermittler- 
rolle. Es ist uns bisher schon gelungen, ogE bzw. J x B oder o® x B als Kraftdichten zu deuten. 
Daraus folgt sofort durch Integration der Lorentzsche Ausdruck der Kraft für eine Punkt- 
ladung 


F=qgE+guxB, 


wobei q die Gesamtladung bedeutet. Es ist leicht einzusehen, daß durch ein homogenes elek- 
trisches Feld auf einen Dipol mit dem Moment p = ly keine Kraft ausgeübt wird; es entsteht 
aber ein Drehmoment von der Größe 


N=pxE. 
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Im inhomogenen Feld wirkt auch eine Translationskraft: 


F= TH. 


Im folgenden werden wir bei der Berechnung der Kraftwirkungen auch die Anwesenheit von 
Stoffen berücksichtigen, und schließlich geben wir der Kraftdichte eine neue Deutung durch 
die Einführung des elektromagnetischen Spannungstensors. 

Aus dem Ausdruck für die Energiedichte können wir in zwei speziellen Fällen sehr einfach 
zum Ausdruck der Kraftdichte gelangen. Betrachten wir den senkrecht bzw. parallel zum Feld 
geschichteten Kondensator (Abb. 1.31 und 1.32). Im ersten Fall gilt 


D,=ıE,=D,=sE,, (1) 
im zweiten dagegen 


D, D (2) 


1 & 


In beiden Fällen greift eine gewisse Flächenkraftdichte an die Grenzfläche an, die wir be- 

stimmen wollen. Im ersten Fall bewege sich die Trennfläche unter dem Einfluß dieser Kraft 

um eine Strecke dl. Dann ist die Arbeit der elektrostatischen Kräfte gleich der mit entgegen- 
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Abb. 1.31 Der elektrostatische Druck. . Abb. 1.32 Der elektrostatische Druck. 
Das elektrische Feld steht senkrecht Das elektrische Feld verläuft parallel zur 
auf der Grenzfläche Grenzfläche 


gesetztem Vorzeichen genommenen Änderung der Feldenergie. Nehmen wir noch die Arma- 
turen des Kondensators als vollständig isoliert an, so können wir Q und D als konstant be- 
trachten. Es wird also 

er 1 a 
Fdi=/4Adl= -(5 &&jA dl — = &;E5.A a) ; (3) 
Die Flächenkraftdichte wird somit 


1 2 1 ä 
f = -(5 &E] > 3 cE3) . (4) 
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Wegen D = &,E, = &E, erhalten wir endgültig 


13 -2)-3(&-2). (5) 
& € 


Wie ersichtlich, ist die resultierende Kraftdichte von dem Stoff mit der größeren Dielektrizi- 
tätskonstante zu dem mit der kleineren gerichtet (Abb. 1.31). 

Beim parallel zum Feld geschichteten Kondensator ist die Verschiebung der Grenzfläche 
bei konstantem E mit eirier Ladungsänderung verbunden: Die Armaturen des Kondensators 
seien jetzt an einen Spannungsgeneratör angeschlossen. Infolgedessen muß in der Energie- 
gleichung auch die vom Generator geleistete Arbeit erscheinen. Es ist also anzusetzen: 


UdQ=dW,. + Fdn (6) 


oder, ausführlich geschrieben, 
El(o, — 0,) adn = ( &E? — 5 «Rr) la dn + fal dn. (7) 


Dabei bedeuten ! die Länge der Grenzfläche in E-Richtung, dr ihre Verschiebung senkrecht 
zu E, a die Breite der Elektroden senkrecht zu E und dr und 0;(£ = 1,2) die Ladungsdichte 
an derjenigen Elektrodenfiäche, die dem durch e; charakterisierten Stoff anliegt: 


eo, = &;E. 


Es wird also 
EiEe, — Be) = a lt — Zakt Hl, (8) 
woraus sich das Endresultat 
Be 
=> E?(&, — &) (9) 


ergibt. Auch hier zeigt die resultierende Kraft zu.dem Stoff mit der kleineren Dielektrizitäts- 
konstanten (Abb. 1.32). | 

Die bisherigen Resultate werden jetzt so umgedeutet, daß wir zur Faradayschen Auffassung 
des elektromagnetischen Spannungszustandes kommen. 

Die resultierende Kraftwirkung beim senkrecht zum Z-Feld geschichteten Kondensator 
kann aus zwei Flächenspannungen zusammengesetzt gedacht werden. Beide Spannungen zeigen 
in das Innere des Dielektrikums, so daß die beiden Trennflächen voneinander wegstreben. 
Ist der Kondensator parallel zum Feld geschichtet, so bewirken die Flächenspannungen, daß 
sich die Flächen einander zu nähern suchen. Denken wir uns zwischen den Trennflächen 
Spiralfedern (Abb. 1.33 und 1.34) eingelegt, so werden diese im ersten Fall gedehnt, im zweiten 
gestaucht. Nach FAarADAY denken wir uns diesen Zustand auch dann als existierend, wenn 
die Spannungen gleich sind, wenn es sich also um einen homogenen Stoff oder um Vakuum 
handelt. Dieser Spannungszustand ist in Abb. 1.35 veranschaulicht. Man pflegt zu sagen, daß 
sich die Kraftlinien in Längsrichtung verkürzen, in Querrichtung aber verlängern wollen. 

Wie es in der Spannungslehre der Mechanik üblich ist, schneiden wir ein kleines Volumen- 
element in Form eines Parallelepipeds aus, dessen Flächen senkrecht bzw. parallel zur Feld- 
richtung liegen. Um den Spannungszustand des ausgeschnittenen Volumenelements unver- 
ändert zu halten, lassen wir die von den angrenzenden Raumteilen ausgeübte Kraft als Zug- 
bzw. Druckspannung wirken (Abh. 1.36). Die Richtung der Kraftlinien sowie zwei auf diesen 
und aufeinander senkrechte Richtungen sind, wie man sieht, die Hauptrichtungen des Span- 
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nungstensors, da hier keine Schubspannungen auftreten. Der Spannungstensor wird in einem 
Koordinatensystem, dessen Achsen mit den Hauptrichtungen zusammenfallen, dargestellt 


durch 
ı ei? 0 0 
2 
T 0 % eE? 0 
e; | 2 
N) 0 = eE? 
2 


(10) 


In einem beliebigen Koordinatensystem ergeben sich die Komponenten des Spannungs- 
tensors durch eine geeignete Transformation. Es seien nämlich e,, €,, e, die Einheitsvektoren 
der Hauptrichtungsachsen, dagegen e;’,e,',e, die zu den Koordinaten x, y bzw. 2 gehörigen 


gedehnte Federn 


Abb. 1.33 Veranschaulichung der Kraft- 
wirkung bei senkrechter Feldstärke 
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Abb. 1.34 Veranschaulichung der Kraft- 
wirkung bei paralleler Feldstärke 


Abb. 1.36 Gleichgewicht eines heraus- 
geschnittenen Raumteiles 


Einheitsvektoren. Die Tensorkomponenten in dem neuen, mit Strich bezeichneten Koordi- 
natensystem erhält man aus den alten Komponenten durch die Gleichung 


3 

: 

km Aydemlım: 
Im=1l 


(11) 
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wobei a;, = e;e‘, ist. Ausführlicher geschrieben erhalten wir z. B. für 7];: 
Tj1 > Ayla + alıoT' 2 + 013013733 


1 1 1 
= alı P} eE? — ala F eE? — alg F eE? 


= aljeE? — 2 eE*(al, + ala + als) = efa, EZ)? — n eE?. 
Da aber 
a,E = eeR= (He) =E,. (12 
go folgt 


1 
= eE? — —-eR. 
11 = Eb; 2° 


Auf ähnliche Weise erhalten wir die übrigen Tensorkomponenten. Als Endergebnis bekommen 
wir folgenden Ausdruck für den Spannungstensor im neuen Koordinatensystem 


Ei — n eE? eE,E, eE,E, 
T;= eB,E, eBi — > eE? cH,B, (13) 
2 1 2 
eE,E, eE,E, eE; — 3 eE 


Mit Hilfe des Spannungstensors kann die an ein beliebig orientiertes Flächenelement an- 
greifende Kraft berechnet werden: 


Daraus erhalten wir für die Flächendichte der Kraft, d.h. für die Spannung 

Je = —- = Ten. (15) 
Durch Komponentenzerlegung läßt sich leicht beweisen, daß diese Spannung auch in der Form 
fe = eE(En) — - eE?n (16) 


geschrieben werden kann (Abb. 1.37). 
Jetzt kann man auch die resultierende Kraft, die an einen durch eine geschlossene Fläche A 
begrenzten Raumteil angreift, durch den Spannungstensor ausdrücken: 


F=QT,dA. (17) 
A 
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Dieselbe Kraft erhalten wir natürlich auch durch Integrieren der räumlichen Kraftdichte: 

F=ÖT,dA= [fy.dV. (18) 
4A V 


Nach dem Gaußschen Gesetz ist 


Ive —= div I (19) 


Abb. 1.37 Die pro Flächeneinheit angreifende Kraft im 
allgemeinen Fall 


neEn 
f-Tn-eE (En)-%eE?n 


Da T, bekannt ist, kann div T, berechnet werden. Wenn wir noch den Zusammenhang 
div D = o berücksichtigen, erhalten wir für die räumliche Kraftdichte 


fve =0E — SB: grade. (20) 


Der hier eingeschlagene Weg, um zu einem Ausdruck für den Spannungstensor zu gelangen, 
ist übrigens nicht der übliche. Gemeinhin geht man von dem obigen Ausdruck für fy, aus, den 
man aus der Energiegleichung erhält, und sucht einen Tensor, dessen Divergenz eben diese 
Kraftdichte darstellt. Dieser Tensor kann dann als Spannungstensor gedeutet werden. 

Auf ähnliche Weise kommen wir zum magnetischen Spannungstensor: 


WR— u HH,  uM;H, 
Tm-| umH, AH Zur ui, (21) 
uH,H, uH,H, ua, — - uH? 
Aus diesem Tensor ergibt sich die Flächenkraftdichte, d. h. die mechanische Spannung: 
fm = #H(Hn) — = uHen. (22) 
Unter Benutzung von div B =0 und rot H = J bzw. rot H = ov erhalten wir 
fvm = divTn=JxB—- = H: gradu =o®xB) — SH: grad u. (23) 


In den Ausdrücken für die elektrische und die magnetische Kraftdichte tritt ein weiteres Glied 
auf, wenn die Dielektrizitätskonstante bzw. die magnetische Permeabilität von der Stoff- 
dichte ö abhängt. Dieses Glied verursacht die Elektro- bzw. Magnetostriktion. 
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Zum Ausdruck der Elektrostriktions-Kraftdichte gelangen wir auf folgende Weise. Die Glei- 
chung 1.7. (50a) kann nach E integriert werden, da e und damit de/öv nicht von E abhängen. 
‚Wir erhalten somit 

E® de 


p(v, T,E) — p(v,T,0) = > v. (24) 


Da aber zwischen dv und der Veränderung der Stoffdichte ö der Zusammenhang 


PS 0 RER u EOREN (25) 
v Ö 0) 6? 
besteht, schreibt sich die obige Gleichung 

| E? _0e 
p(v,T,E) — pw, T,0) = —-—- 6—. 26 
pw T,E) — p(,7,0) --—— 87 (26) 


Die räumliche Kraftdichte, die von der Anwesenheit der elektrischen Feldstärke herrührt, 
lautet somit 


1 de 
1I= d—-Eö —. 27 
f = gra 2 26° (27) 


Endgültig haben wir die folgenden Ausdrücke für die räumliche elektrische bzw. magnetische 
Kraftdichte 


fve = eE - ne; grade + > grad G ö 5) A (28) 
frun =JxB- SH: grad u + n grad H®ö 3) (29) 


Wir haben in Gl. (28) eine Kraftdichte in inhomogenen Isolierstoffen ohne Striktion von 
der Größe - 


ve = _. E? grade.. (30) 


Physikalisch kann man das Zustandekommen der Kraftwirkung am einfachsten so ver- 
anschaulichen, daß auf die Volumeneinheit mit dem Dipolmoment P im inhomogenen Feld 
eine Kraft von der Größe 


fr = TEE p (31 


wirkt. 
Unter Berücksichtigung der Zusammenhänge 


P= (2, VE. rotE=0. (32) 
kann diese Kraftdichte nach 1.14. (25) umgeschrieben werden: 

1 : | 
fve = 5 &o(e, — 1) grad E?. (33) 
Wie man sieht, hat sich ein anderer Ausdruck als in Gl. (30) ergeben. Gleichung (31) gilt aber 


nur näherungsweise, da die auf einen elementaren Dipol wirkende Feldstärke nur in schwach. 
polarisierten Stoffen mit der makroskopischen übereinstimmt. In solchen Stoffen sind der 
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Ausdruck (33) und der aus (28) entnommene tatsächlich gleich, aber nur unter Berücksich- 
tigung der Striktionskraftdichte, d. h., es gilt 


— grad (7 2) — SE grade = TIEp, 


Es ist nämlich der Zusammenhang zwischen e — e, und der Stoffdichte in solchen Stoffen 
linear: 


E— & = 06, (34) 
d.h., 

de de 

ae ar WERE (35) 


Es wird also 


> grad (m =) — SE: grade = 5 grad [E?(e — &)] — n E? grad (e — &,) 


n [(e — &,) grad E? + E? grad (e — &,)] — ne; grad (e — &,) = > (e — &,) grad E? 


- o(&; — 1) grad E?. (36) 


1.9. Die eindeutige Lösbarkeit der Maxwellschen Gleichungen 


Es ist unser Ziel, in diesem Kapitel nachzuweisen, daß das System der Maxwellschen Glei 
chungen vollständig ist. Mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen kann also das elektromagne- 
tische Feld eindeutig bestimmt werden. Diese Feststellung ist von prinzipieller Bedeutung, 
da sie mit der physikalischen Kausalität zusammenhängt. Diese besagt: Die physikalischen 
Gesetze sind so beschaffen, daß mit ihrer Hilfe bei Kenntnis der gegenwärtigen Werte die zu- 
künftigen eindeutig ermittelt werden können. Wir werden sehen, daß die Maxwellschen Glei- 
chungen in diesem Sinne kausale Gesetze darstellen. Es gilt nämlich folgender Satz: 

Kennen wir zu einem gegebenen Zeitpunkt ? = t, die elektrische und die magnetische Feld- 
stärke in jedem Punkt des durch eine beliebige Fläche begrenzten Volumens, so können wir 
mit Hilfe des Systems der Maxwellschen Gleichungen für eine beliebige Zeit t sämtliche uns 
interessierenden elektromagnetischen Größen berechnen, vorausgesetzt, daß wir die Tangen- 
tialkomponente von E oder von H in jedem Punkt der Begrenzungsfläche vom Anfangsmoment 
{, an bis zum Zeitpunkt t kennen. Ferner setzen wir voraus, daß die eingeprägten elektro- 
motorischen Kräfte in Abhängigkeit von dem Ort und der Zeit gegeben sind. 

Es mag manchem zunächst seltsam scheinen, daß zur Bestimmung des elektromagnetischen 
Feldes in dem betreffenden Volumen die Kenntnis der Feldgrößen nicht nur zu Anfang, son- 
dern auf der Begrenzungsfläche auch zu jedem späteren Zeitpunkt benötigt wird. Das ist 
jedoch nicht erstaunlich, denn das herausgegriffene Volumen bildet kein ahgeschlossenes 
System, und durch die Angabe des Wertes irgendeines Vektors auf der Begrenzungsfläche 
berücksichtigen wir gerade den Einfluß der zeitlichen Veränderung der Außenwelt. 
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Wir:wollen im folgenden die Materialkonstanten, wie e, u, y, als von der Zeit und von den 
Feldstärken unabhängig annehmen. | 

Zum Beweis gehen wir von der Annahme aus, daß es zwei verschiedene Lösungen gibt, die 
den gegebenen Bedingungen gerecht werden. Es wird sich herausstellen, daß diese beiden 
Lösungen identisch sind. 

Nehmen wir also an, daß zwei solche Wertepaare E’, H’ bzw. E”’, H’’ existieren, die den 
oben bestimmten Bedingungen genügen, d.h. zum Zeitpunkt t =, im gesamten Volumen 
gleich sind, und daß in allen Punkten der Grenzfläche und zu allen Zeitpunkten die Tangential- 
komponenten von E’, E’ oder von H’, H’’ mit den vorgeschriebenen Werten übereinstimmen. 
Im übrigen genügen die Vektoren selbstverständlich den Maxwellschen Gleichungen. 

Wir bilden die Differenz dieser beiden Lösungen und erhalten die Vektoren E, =E’— E”’ 
bzw. H, =H’ — H’, die den Maxwellschen Gleichungen ebenfalls genügen, da diese ein 
System linearer Gleichungen sind. (Im Zeitpunkt i = t, gilt also: E, = 0; H, = 0.) Deshalb 
gilt auch für diese Lösung die Beziehung 1.7 (8): 


2 
_ 4 (Ser + zum)av= | Favr- | Eumarı Dnxmyaa, (1) 
| Y 
v v ‚4 


In dieser Beziehung werden das zweite und das dritte Glied der rechten Seite zu Null, da die 
eingeprägte Feldstärke in allen Punkten und zu jeder Zeit unabhängig von der speziellen 
Lösung gegeben ist, da also E., = Ey — Ei = 0 ist. Dasselbe gilt auf der Oberfläche auch für 
die Tangentialkomponente der elektrischen (oder der magnetischen) Feldstärke. Somit besitzt 
der Vektor S, nur eine zur Oberfläche tangentiale Komponente. Das gemischte Produkt 


ist also in allen Punkten Null. Dementsprechend vereinfacht sich Gl. (1) zu 


0) 1 1 I 
_ — —eE3 + —uB3)dV = | av. 2 
V V 


Die rechte Seite kann nie negativ werden; das folgt aus ihrer mathematischen Form. Demzu- 
folge kann der Wert des auf der linken Seite hinter dem Differentiationszeichen befindlichen 
Ausdrucks im Zeitablauf nur geringer werden oder Null sein. Da er bereits zu Anfang Null war, 
negative Werte aber wegen seiner mathematischen Form nicht annehmen kann, muß er in 
dem betrachteten Zeitintervall stets Null sein, d. h., 


N (> eE, + SuM) da =d. (3) 
2 2 

x 

Demnach wird 

£7 = 0, DH, = 0 

und folglich 

E=E’, M=H". (4) 


Die als verschieden angenommenen beiden Lösungen sind also identisch. 
Beziehen wir jetzt den gesamten Raum in unsere Berechnungen ein, schaffen also ein ge- 
schlossenes System, so genügt an Stelle der Grenzbedingung der Vorbehalt, daß die Vektoren 
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E und H im Unendlichen proportional 1/R? abnehmen müssen. Wir erhalten Null, wenn wir 
für diesen Fall den Poyntingschen Vektor über eine unendliche Fläche integrieren, da 


k k 
lim Ex<xH)dA=lm — dA=lm —4rk?’=0. (5) 
Ro ® \ Ro R% Ro Rt 

A 


Somit ist die Eindeutigkeit auch für diesen Fall nachgewiesen. Es könnte aber noch die Frage 
auftauchen, ob wir die Funktionen E und H nicht zu sehr dadurch einschränken, daß wir 
verlangen, sie mögen im Unendlichen entsprechend 1/R?2 abnehmen. Wir werden sehen, daß die 
Feldstärken in den elektrostatischen Feldern bzw. im Feld stationärer Ströme im Unendlichen 
zumindest mit 1/R? abnehmen. Im Strahlungsfeld einer Antenne hingegen verringern sich die 
Feldstärken nur mit der ersten Potenz des Abstandes, verschwinden also entsprechend 1/R, 
und somit ergibt ihr Integral über die unendliche Fläche einen endlichen Wert, da 


lim ® (ExH)dA = lim 22 ® dA = lim 2 4rnR? = Ark. (6) 
R-00 R->o0 R? R->% RB: 
A 

Die Lage kann jedoch auf mannigfache Art gerettet und so die Eindeutigkeit auch auf 
diesen Fall ausgedehnt werden, z. B. indem wir berücksichtigen, daß sich die elektromagneti- 
schen Feldstärken mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen. Setzen wir voraus, daß zur Zeit 
t=t, die Feldstärken außerhalb des in einer Kugel mit endlichem Radius R, befindlichen 
Volumens überall Null oder statisch seien. Zeichnen wir zu einem späteren Zeitpunkt # mit 
einem Radius, der der Ungleichung 


R>R,+clt — it) 


entspricht, eine Kugelfläche (c bedeutet die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes), so 
wird die Feldstärke auf dieser noch immer entweder Null oder statisch sein. Damit wird also 
das Integral des Poyntingschen Vektors bestimmt auch Null. Der Verlauf der Feldstärke 
innerhalb dieser Oberfläche kann also eindeutig bestimmt werden. Dies bedeutet mit anderen 
Worten, daß im Fall von Strahlungsfeldern die elektrischen und magnetischen Feldstärken 
zwar proportional 1/R abnehmen, wir jedoch die Fläche, über die zu integrieren ist, so weit 
hinausschieben können, daß das elektromagnetische Feld sie bis zum Zeitpunkt ? nicht erreicht. 
Später werden wir sehen, daß die Eindeutigkeit auch durch die Annahme einer endlichen, 
wenn auch sehr kleinen Leitfähigkeit des Raumes oder durch die Aufstellung der sogenannten 
Ausstrahlungsbedingungen gesichert werden kann (Kap. 4.40.). 


1.10. Nahwirkung —. Fernwirkung 


In der Elektrotechnik wurde bis zur Mitte des vergangenen Jahrhunderts — und,im Unter- 
richt an. den Schulen ist das selbst heute noch so — die Hauptrolle den auf den Leitern be- 
findlichen Ladungen und den in den Leitungen fließenden Strömen zugeschrieben. Diese 
Ladungen und Ströme beeinflussen sich gegenseitig in Abhängigkeit von dem zwischen ihnen 
bestehenden Abstand. Das zwischen ihnen befindliche Medium spielt keine oder nur eine unter- 
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geordnete Rolle. Die Ladungen oder Ströme wirken also quasi aus der Ferne aufeinander 
(Fernwirkung). Den Prototyp dieser sogenannten Fernwirkungsgesetze stellt das Coulombsche 
Gesetz dar: 


d. h., die Ladungen üben eine Kraft aufeinander aus, die proportional ihrer Größe und um- 
gekehrt proportional dem Quadrat ihres Abstandes ist. Sowohl im Ausdruck der Kraft als 
auch in dem der Energie treten die Größen der Ladungen oder Ströme und die geometrischen 
Abmessungen der Leiter oder Leitungen auf. Bei dieser Auffassung besitzt sowohl der elek- 
trische als auch der magnetische Teil des elektromagnetischen Feldes nur den Charakter einer 
Rechengröße. Die Maxwellschen Gleichungen sind in dieser Hinsicht von grundsätzlich anderer 
Natur. In ihnen stehen nämlich das elektrische und das magnetische Feld in direkter Beziehung 
zueinander und nicht die Ströme und die Ladungen. Ferner — und das ist für die Charakteri- 
sierung der Nahwirkung am wichtigsten — bestehen Zusammenhänge unter solchen Größen, 
die in demselben Punkt des Raumes zu demselben Zeitpunkt vorhanden sind. Die primäre Rolle 
fällt also den Feldstärken, dem elektromagnetischen Feld zu, und es scheint so, daß eher die 
Ladung und die Stromstärke einen die Berechnung vereinfachenden Hilfsbegriff darstellen als 
die Divergenz des elektrischen Feldes oder die Rotation des magnetischen Feldes. Auch die 
Energie ist nicht mit den Ladungen und Strömen direkt verknüpft, sondern ihr Sitz wird von 
den Leitern nach den Isolatoren verschoben, und wir stellen sie uns in den Isolatoren oder im 
Vakuum lokalisiert vor. Solange die zeitliche Änderung langsam stattfindet, wie wir es bei 
einer Selbstinduktionsspule und auch bei den Kondensatoren gesehen haben, sind die beiden 
Auffassungen mathematisch gleichwertig, und vom physikalischen Gesichtspunkt aus be- 
trachtet ist es gleichgültig, welche Vorstellung wir mit den Erscheinungen verknüpfen. 

Da wir jedoch unter Berücksichtigung der magnetisierenden Wirkung des Verschiebungs- 
stromes zu den elektromagnetischen Wellen gelangen, kann die Richtigkeit der beiden ver- 
'schiedenartigen Betrachtungsweisen schon endgültig entschieden werden. Im allgemeinen Fall 
kann das elektromagnetische Feld keineswegs als bloßes Rechenhilfsmittel aufgefaßt werden, 
andererseits ist aber auch die Auffassung, die die Ladung bzw. den Strom als eine Singularität 
des elektromagnetischen Feldes betrachtet, nicht stichhaltig. Zum Beweis des vorher Gesagten 
nehmen wir an, daß eine Radioantenne im Zeitintervall , <t<t, ein Zeichen aüsstrahle. 
Dieses Zeichen wird durch eine weit entfernt liegende Empfangsantenne im Zeitintervall 
t, St St, empfangen, wobei t, > t, ist. Also fließen in der Zwischenzeit t, <t <_t,, wenn der 
Sender die Sendung bereits beendet hat, der Empfänger jedoch noch nicht empfängt, weder in 
der Sendeantenne noch in Empfangsantenne und Apparat Ströme, und es sind keine Ladungen 
vorhanden. Wenn wir also dem Fernwirkungsgesetz entsprechend die Energie dort suchen, 
wo ein Strom bzw. eine Ladung existiert, so können wir während dieser Zeitspanne von keiner 
Energie sprechen. Nach den Gesetzen der Nahwirkung sind wir aber imstande, die durch die 
Antenne ausgestrahlte Energie aufzufinden, wenn wir jene Teile des Raumes suchen, in denen 
die elektrischen und magnetischen Feldgrößen von Null verschieden sind. Diese Energie: ist 
bestimmt durch 


{ 1 
— eE? + — uH®) dV. 
V 


Das elektromagnetische Feld nimmt also Energie auf bzw. befördert sie. Im Sinne der 
Relativitätstheorie bringt die bewegliche Energie stets einen Impuls mit sich, somit besitzt 
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das elektromagnetische Feld als Energieträger bzw. als Impulsträger die gleiche Realität wie 
beispielsweise ein Teilchen. 

Wir sind jedoch auch nicht berechtigt, zu behaupten, daß die elektrische Ladung oder der 
elektrische Strom nur reine Hilfsbegriffe seien. Wenn diese Auffassung auch zu keinem Wider- 
spruch führen würde, so wäre doch schwer zu verstehen, daß elektrische Ladungen genau 
definierter Größe existieren, wie z. B. die Elektronen. Gerade die atomistische Struktur der 
Elektrizität weist darauf hin, daß auch die elektrische Ladung als physikalische Realität 
aufzufassen ist. | 


Die Sachlage kann also folgendermaßen zusammengefaßt werden: das elektromagnetische 
Feld wird letzten Endes durch die elektrischen Ladungen erzeugt. Wir messen sowohl den 
elektrischen Ladungen als auch dem .elektrischen Feld Realität bei. Der Ladung deshalb, 
weil sie in diskreten Werten vorkommt und das Feld erzeugt, dem Feld, weil es der Träger der 
elektromagnetischen Energie und des elektromagnetischen Impulses ist. 


1.11. Die Maßsysteme 


Beim Aufbau der Maßsysteme offenbarte sich schon anfangs das Streben nach einem 
solchen System, in dem die mechanischen und elektrischen Einheiten ein zusammen- 
hängendes Ganzes bilden, und zwar derart, daß auch die elektrischen Einheiten auf 
willkürlich definierte mechanische Grundeinheiten, nämlich auf die Grundeinheiten 
der Länge, der Masse und der Zeit zurückgeführt werden können. Je nachdem, welche 
der zwischen den mechanischen und elektromagnetischen Größen bestehenden Be- 
ziehungen und in welcher Form wir sie zum Ausgangspunkt wählen, können wir zu 
verschiedenen elektrischen Maßsystemen gelangen. 
Die vier wichtigsten dieser Systeme werden wir im folgenden behandeln. 

Das untenstehende Schema skizziert den Zusammenhang zwischen den mecha- 
nischen, elektrischen und magnetischen Größen. 


Elektrische Größen Magnetische Größen 


— mn — — 
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Wie schon erwähnt, können die elektromagnetischen Größen auf unterschiedliche 
Art mit den mechanischen Größen in Zusammenhang stehen. In der obigen Skizze 
haben wir lediglich das elektrische bzw. magnetische Coulombsche Gesetz angeführt. 

Die elektrischen und magnetischen Größen sind über die ersten beiden Maxwell- 
schen Gleichungen miteinander verknüpft. 

Im elektrostatischen Maßsystem gehen wir vom elektrostatischen Coulombschen 
Gesetz aus. Die darin auftretende Konstante e wählen wir dimensionslos und im 
Falle des Vakuums zu Eins, die Kraft messen wir in dyn. Durch diese Gleichung ge- 
langen wir zur elektrostatischen Einheit der Ladung. Hiervon ausgehend erhalten 
wir entlang der gestrichelten Linie der Reihe nach die Einheiten der Stromstärke, 
der Stromdichte und der elektrischen Verschiebung. Die elektrische Feldstärke wird 
mit Hilfe der Beziehung 


F=0QE 
definiert. Aus der Feldstärke ergibt sich der Wert des Potentials durch den Ausdruck 


U=— | Edi, 
L 


wo Lin cm gemessen wird. 

Auf diese Art wurden die auf der linken Seite der Maxwellschen Gleichungen auf- 
tretenden elektrischen Größen bereits definiert. Die Dimensionen der auf der rechten 
Gleichungsseite stehenden magnetischen Größen sind davon abhängig, welche Di- 
mension wir für die Konstanten kt, kf bzw. kı;, der Maxwellschen Gleichungen 
wählen. Wir sind natürlich immer bestrebt, wenn in einer Beziehung nur eine Größe 
unbekannter Dimension vorkommt und wir über die Konstanten noch frei verfügen 
können, diese Konstanten als dimensionslose Zahl und evtl. gleich Eins zu wählen. 
Letzteres ist jedoch aus geometrischen Gründen nicht immer zweckmäßig. Im Fall 
des elektrostatischen Systems bestimmen wir die erwähnten Konstanten k zu dimen- 
sionslosen Größen. Wenn wir auf diese Art über die beiden Maxwellschen Gleichungen 
die Einheiten von MH und B schon definiert haben, so ergibt sich durch Substitution 
der magnetischen Ladung im magnetischen Coulombschen Gesetz, daß die darin auf- 
tretende Konstante nicht gleich Eins und auch nicht dimensionslos ist. Ihr Wert 
und ihre Dimension ergeben sich für das Vakuum durch Messungen zu 


Mo D s2/em?. 


9.1020 


Der Ausgangspunkt des elektrostatischen Maßsystems ist das magnetische 
Coulonibsche Gesetz, in welchem die Konstante # im Falle des Vakuums gleich 
Eins gewählt wird. Dieses Maßsystem definiert die magnetischen Größen in Rich- 
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tung des punktierten Pfeiles, gelangt über die beiden Maxwellschen Gleichungen zu 
den elektrischen Größen und erfaßt schließlich die Größen des elektrischen Coulomb- 
schen Gesetzes. Jetzt wird selbstverständlich die in dieser Gleichung enthaltene 
Konstante e selbst im Fall des Vakuums nicht gleich Eins sein und auch eine 
Dimension besitzen: 


& > 5.10 s?/cm?. 


Die beiden Maxwellschen Gleichungen erhalten wir sodann in der Form 


1 0D 
en J + — —|, 
rot H 1 ( ee ) 
RL 
ot 


Diese Maßsysteme haben heute nur noch historische Bedeutung. Das Gaußsche Maß- 
system dagegen trifft man, vorallem in Lehrbüchern theoretischer Art, noch häufig an. 

Das Gaußsche Maßsysiem stellt eine Mischung des elektrostatischen und des 
elektromagnetischen Maßsystems dar und geht in unserem Schema in Richtung 
des ausgezogenen Pfeiles sowohl aus dem elektrischen als auch aus dem magnetischen 
Coulombschen Gesetz hervor, wobei die in diesen beiden Gesetzen auftretende Kon- 
stante als dimensionslos und gleich Eins gewählt wurde. Somit stimmen die Dimen- 
sionen der elektrischen Einheiten des Gaußschen Systems mit denen des elektro- 
statischen Systems überein und ebenso die Dimensionen der magnetischen Einheiten 
des Gaußschen mit denen des elektrostatischen Systems. Dadurch gelangen wir so- 
wohl auf der linken als auch auf der rechten Seite der Maxwellschen Gleichung zu 
Einheiten mit ganz bestimmten Dimensionen. Das bedeutet, daß wir weder über den 
.Zahlenwert noch über die Dimensionen der hier eingehenden Konstanten frei ver- 
fügen können. 

Die vier Maxwellschen Gleichungen erhalten in diesem System folgende Form: 


me J EL : dvB=0, 
c in 
rt E= Br. —; divD=4n. 


Das untenstehende Schema zeigt in Einzelheiten, wie sich die Dimensionen der 
einzelnen Größen schrittweise ergeben. Der Zahlenwert der in den Maxwellschen 


6 Simonyi 
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Gleichungen auftretenden Konstante c kann natürlich nur durch Messungen bestimmt 
werden. Er beträgt: c = 3 - 101% cm/s. 


| en Wm1 
| 
1-7 Sur REN 
| 

R=- 0 D=e ar a En 

0 

FR.=EQ ——E- u 1b E= 2 — B=uH 
| 
U=-[Edl 


Das Internationale System (ST) wurde aus dem Giorgischen MKSA-System ent- 
wickelt. Bei den bisher besprochenen Maßsystemen bildete das Coulombsche Gesetz 
den Schwerpunkt. Seine Form war daher möglichst einfach anzusetzen. Dieses Streben 
wurde zuerst damit begründet, daß dieses Gesetz im Vordergrund der Unter- 
suchungen stehe. Beim SI-System wurde der Schwerpunkt auf die Maxwellschen 
Gleichungen verlegt, da hier deren Form die denkbar einfachste ist: Alle darin auf- 
tretenden Konstanten haben den Wert Eins und sind dimensionslos. Dieses Maß- 
system weicht von den bisherigen Systemen auch insofern ab, als für Länge und Masse 
die Einheiten Meter und Kilogramm statt der gewohnten Zentimeter und Gramm 
verwendet werden. Der wesentlichste Unterschied besteht jedoch darin, daß als Kraft- 
einheit nicht das Kilogrammgewicht dient, d.h. die Kraft, die einer Masse von 1 kg 
eine Beschleunigung von g = 9,81 ms”? erteilt, sondern daß eine neue Krafteinheit, 
das Newton, eingeführt wurde. Dieses stellt die Kraft dar, welche der Einheit 
der Masse (d.h. der Masse 1kg) die Beschleunigung 1 ms”? erteilt. Sein Wert be- 
trägt | 


1N = 10°%g - 10? cms? = 10 dyn. 


In diesem System tritt zu den drei mechanischen Einheiten Meter, Kilogramm 
und Sekunde als vierte unabhängige Einheit die des elektrischen Stromes, das Ampere. 
Die Einheiten aller anderen Größen werden in der Elektodynamik durch diese Grund- 
einheiten ausgedrückt. Die Definition des: Ampere lautet: 


In einem Leiter fließt die Einheit der Stromstärke, wenn dieser Leiter auf einen 
1m langen Abschnitt eines zu ihm parallelen, im Abstand von Im angeordneten 
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anderen Leiters eine Kraftwirkung von 2-10-”N ausübt, vorausgesetzt, daß in 
diesem Leiter der gleiche Strom fließt. Beide Leiter sind dabei als unendlich lang 
angenommen. 

Die Definition der Einheit der Spannung lautet dagegen: 


Die Einheit der Spannung, d.h. eine Spannung von 1V, tritt zwischen zwei 
Punkten dann auf, wenn eine Stromstärke von 1 A zwischen diesen beiden Punkten 
gerade 1 W oder, mit anderen Worten, 1N m/s an Leistung liefert. Aus dem unten- 
stehenden Schema kann entnommen werden, wie nach der Definition von Volt und 
Ampere die Dimensionen der übrigen elektromagnetischen Größen zu ermitteln sind. 


1[A] 
Br 
| dA |m? 
oD A 
dQ |A 
rn ap 
H| Am 


E = —grad U y ee BL 
m ot | m? 


u[V] d — f BaA[Vs] 


Da wir einerseits zu den Dimensionen der elektrischen Verschiebung, andererseits 
zu denen der magnetischen Feldstärke und der magnetischen Induktion. auf. ver- 
schiedenen Wegen gelangten, werden also die Verhältnisse e = D/E und a = B/H 
selbst im Vakuum nicht den Wert Eins haben und auch nicht dimensionslos sein, 
sondern die im Schema eingetragenen Dimensionen besitzen. Wie sich‘ aus den 
Messungen ergibt, erhalten wir im Fall des Vakuums für # und & die Werte 


Hr = 4r - 107 a x 1,2566 - 10-6 3 
Am Am 


ernste 
Vm 4r9.10°. Vm 

Im elektromagnetischen und im elektrostatischen Maßsystem tritt auch der 

Faktor 4x in den Maxwellschen Gleichungen auf. Hingegen erscheint er in diesen 

Systemen nicht im Coulombschen Gesetz. Der Faktor 4r wurde im SI-System 

in den Maxwellschen Gleichungen vermieden, tritt aber dafür im Coulombschen 


6* 
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Gesetz auf. Das elektrische Coulombsche Gesetz im SI-System lautet: 


Fr _—1_9%. 


Areger 7? 


Aus diesem Grunde ist die Anwendung des SI-Maßsystems pädagogisch etwas 
schwierig. Es ist bekanntlich zweckmäßig, bei den einführenden Vorträgen die 
elektrische Ladung als elektrischen Grundbegriff zum Ausgangspunkt zu wählen. 
‚Deren Definition ist gerade durch das Coulombsche Gesetz möglich. Gehen wir aber 
auf diese Weise vor, so können wir die Wahl der im Coulombschen Gesetz auftretenden 
Konstanten nicht befriedigend begründen. 


1.12. Messung von elektromagnetischen Grundgrößen 


Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, daß die elektromagnetischen Grundgleichungen 
verschiedener Maßsysteme aufgestellt werden können. In der Praxis finden wir, daß 
die Gleichungen der Elektrotechnik in der Fachliteratur sehr verschiedene Formen 
besitzen, und zwar gerade wegen der Unterschiedlichkeit der gewählten Maßsysteme. 
Es ist verständlich, daß nun der Gedanke auftauchte, die Grundgleichungen der 
Elektrotechnik in einer vom Maßsystem unabhängigen Form zu schreiben. Dies ist 
auch tatsächlich möglich. Die Anwendung einer solchen Schreibweise erscheint aber 
in Lehrbüchern nicht sehr zweckmäßig. Zum Verständnis eines physikalischen 
Begriffes, zum Arbeiten mit ihm, gehört auch die Messung, mit deren Hilfe wir dieser 
Größe einen bestimmten Zahlenwert zuordnen können. Dieses Messen ist in den 
einzelnen Maßsystemen sehr unterschiedlich. Es ist wünschenswert, daß mit jedem 
elektromagnetischen Begriff unmittelbar die nötigen Anweisungen zu einer Messung 
verbunden sind. Das bedeutet wiederum, daß wir beiden Lehrbüchern, hauptsächlich 
bei Lehrbüchern einführenden Charakters, unbedingt an einem bestimmten Maß- 
system festhalten müssen. Die vom Maßsystem unabhängige Schreibweise ist ein sehr 
geeignetes Hilfsmittel für jene, die mit den einzelnen Begriffen bereits vertraut sind. 

Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet weist das SI-Maßsystem allen übrigen 
Systemen gegenüber einen sehr großen Vorteil auf: In jeder Definition eines physika- 
lischen Begriffes ist grundsätzlich eine Vorschrift zur Messung des betreffenden 
Begriffs enthalten. Darüber hinaus wird in diesem System durch die Dimension der 
einzelnen Größen der Hinweis für die Messungen der betreffenden Größen mit Hilfe 
praktischer Grundeinheiten (Volt und Ampere) direkt angegeben. Nachstehend 
wollen wir kurz die Messung der beiden Grundgrößen und der Feldgrößen behandeln. 

Die Einheit der Stromstärke (I) wurde von uns durch die gegenseitig ausgeübte 
Kraftwirkung der Ströme definiert. In der gleichen Weise kann auch eine Stromstärke 
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in einem beliebigen Stromkreis gemessen werden, wenn wir die Abhängigkeit der 
Kraft von der Richtung der Leiterelemente und dem zwischen ihnen gemessenen 
Abstand kennen. Sehr genaue Messungen können im Laboratorium mit Hilfe einer 
Thomsonschen Waage vorgenommen werden (Abb. 1.38). 

Die Einheit der Stromstärke kann ebenfalls mit einer solchen Waage festgestellt 
werden. Alle übrigen Meßgeräte können mit ihrer Hilfe geeicht werden. 


Abb. 1.39 Eichung eines Manganin- 
widerstandes mit Hilfe von Normal- 


Abb. 1.38 Bestimmung der Einheit der Strom- spulen. Der Induktionskoeffizient der 


stärke mit Hilfe der Thomson-Waage Spulen wird rechnerisch ermittelt. Die 
durch periodische Umschaltung. indu- 


zierte, Spannung wird nach Gleichrich- 
tung mit dem Spannungsabfall RI 
kompensiert 


Die für die Spannung (U) gegebene Definition eignet sich für die praktische Aus- 
führung von Messungen nicht. An ihrer Stelle arbeiten wir mit der im vorigen Kapitel 
gegebenen Definition der Stromstärke und wählen statt der Definition der Span- 
nungseinheit die im vorangegangenen als Meßergebnis erhaltene Größe u,; ent- 
sprechend der im Vakuum geltenden Beziehung für die Permeabilität ist 


ii = 4 - 10-° Vs/Am. 


Mit ihrer Kenntnis sind wir bereits in der Lage, die Selbstinduktion einer Spule, von 
beliebig gegebenen Abmessungen im Vakuum zu berechnen, da diese nur von der 
Permeabilität des Mediums und den geometrischen Abmessungen der Spule abhängt. 
Mit Hilfe der Stromstärke und der genau dimensionierten Normalinduktivität können 
wir nunmehr auch die Spannungseinheit definieren: 

Die Einheit der Spannung, also 1 V, tritt dann zwischen den beiden Endpunkten 
einer Induktionsspule auf, wenn der Induktionskoeffizient der Spule, nach der vor- 
her angeführten Art berechnet, gerade gleich der Einheit ist und sich der Strom in der 
Spule während einer Sekunde gleichmäßig um 1 A ändert. Für die praktische Aus- 
führung dieser Messung wollen wir noch erwähnen, daß an Stelle einer Normal- 
selbstinduktivität ein Spulenpaar Verwendung findet, das durch eine genau definierte, 
gegenseitige Induktionskonstante charakterisiert ist. Durch dieses Spulenpaar wird 
sodann ein Manganindrahtwiderstand geeicht. Die Spannung wird von den beiden 
Endpunkten dieses Drahtwiderstandes abgenommen (Abb. 1.39). 
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Die Maßeinheit der elektrischen Feldstärke (E) ist 1.V/m. Wir erhalten also die 
Feldstärke im homogenen Kraftfeld, wenn wir die Spannungsdifferenz zwischen zwei 
Punkten messen, deren Abstand 1 m beträgt. Im allgemeinen betrachten wir zwei 
nahe beieinander liegende Punkte und dividieren die gemessene Spannungsdifferenz 
durch den in Meter gemessenen Abstand (Abb. 1.40). Wir können übrigens E auch 
mit Hilfe der Beziehung 


F=-@E 


messen. 

Die Einheit der elektrischen Verschiebung (D) ist 1 As/m?; somit können wir also in 
der unmittelbaren Umgebung einer Leiteroberfläche die elektrische Verschiebung 
messen, wenn wir die auf einer Einheit der Leiteroberfläche befindliche Ladungsmenge 


Abb. 1.41 Messung.der elektrischen Verschiebung 


Th nn 


LET 


Abb. 1.40 Die Messung der elektrischen Feldstärke E 
Pe wird auf Spannungs- und Längenmessung zurückgeführt 


bestimmen. In einem beliebigen Punkt des Raumes können wir diese durch die indu- 
zierte Ladung auf einem Plattenpaar messen, das wir isoliert an den betreffenden 
Raumpunkt bringen und dessen Platten zuerst in Kontakt gebracht, sodann aus- 
einandergezogen werden. Wir können auch die Richtung des Verschiebungsvektors 
feststellen, wenn wir das Plattenpaar bei konstantem Plattenabstand so lange drehen, 
bis wir die maximale Ladung erhalten (Abb. 1.41). Die magnetische Feldstärke (H) 
besitzt die Maßeinheit 1 A/m. Wir führen auf dieser Grundlage die Messung der magne- 
tischen Feldstärke auf die Messungen der Stromstärke und einer Länge zurück, z. B. 
derart, daß wir an dem betreffenden Punkt des Raumes (s. Abb. 1.42) eine kleine 
Spule anbringen, deren Länge groß ist im Verhältnis zum Durchmesser. Dann ändern 
wir ihre Orientierung und die darin fließende Stromstärke so lange, bis der in das 
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Spuleninnere eingebrachte Indikator, z. B. eine beliebige, aber empfindliche Magnet- 
nadel, keine Feldstärke mehr anzeigt. Messen wir dann die Stromstärke und die 
Spulenlänge, so ergibt sich die Feldstärke, deren Richtung mit derjenigen der 
Solenoidachse identisch ist. 

Die magnetische Induktion (B) hat die Maßeinheit 1 Vs/m?. Man mißt siein einem 
beliebigen Punkt des Feldes, indem man eine Spule von gegebener Oberfläche, die 


\ 


ZEN 


SE 


Ahb. 1.42 Messung der magnetischen Feldstärke Abb. 1.43 Messung der Induktion 


vorher senkrecht zur Kraftlinienebene angeordnet war, während einer kurzen Zeit 
in die Kraftlinienebene dreht und feststellt, welcher Spannungsstoß dabei auftritt 
(Abb. 1.43). Die Induktion berechnet man dann an Hand der gemessenen Größen. 


1.13. Die Einteilung der Elektrodynamik 


Unter Zugrundelegung der Maxwellschen Gleichungen können wir die gesamte 
Elektrodynamik in folgende Kapitel unterteilen: . 

Der einfachste Fall liegt vor, wenn keine zeitlichen Veränderungen auftreten und 
auch kein elektrischer Strom fließt, d. h., wenn 


ö 


— —(; J=0(. 
öt 


In diesem Falle gelten die Grundgleichungen in den Formen: 
rot H=0, rot E=0, 


divB=0. dvD=o, 
B=wH+M, D=s.E+P. 
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Wir sehen sofort, daß die elektrischen und magnetischen Größen in keinerlei Bezie- 
hung zueinander stehen. Daher kann die Elektrostatik vollständig abgeschlossen für 
sich behandelt werden. Ihre Grundgleichungen lauten: 

rot E=0, dvD=o, D=-:sE-+P. (1) 


Dasselbe gilt auch für die Magnetostatik, deren Grundgleichungen wir nachstehend 
angeben: 


rot H =0, dvB=0, B= wH-+M. (2) 


Das statische elektrische Feld und das statische magnetische Feld können also voll- 
kommen unabhängig voneinander existieren. 

Sehen wir von den zeitlichen Veränderungen jeglicher Art ab, berücksichtigen 
jedoch das magnetische Feld der zeitlich konstanten Ströme, so gelangen wir zu den 
Grundgleichungen der Elektrodynamik der stationären Ströme: 


rtH =)J, rot E=0, 
divB=0, dvD=o. 


(8) 
In diesem Fall besteht bereits eine Verbiridung zwischen den elektrischen und den. 
magnetischen Größen über die Beziehungen: 
J=y(E+E,), 
rt H=y(E+E.). 


(4) 


Vernachlässigen wir noch immer die magnetisierende Wirkung des Verschiebungs- 
stromes OD/öt und ziehen dennoch bereits die Änderung der magnetischen Feldstärke 
in Betracht, so gelangen wir zu den Grundgleichungen der Elektrodynamik der 
beinahe stationären oder quasistationären Ströme. Diese lauten: 


rtH=J, dvB=0, B=uH, J=YyE+E,), 


| ($) 
ot E= ——, dvD=o, D=eE. 


Hier besteht zwischen den elektrischen und magnetischen Größen bereits eine 
ziemlich enge Verbindung. | 

Schließlich sind noch in einem ganz allgemeinen Fall die Grundgleichungen der 
elektromagnetischen Wellen zu erwähnen, wenn wir sämtliche zeitlichen Verände- 
rungen berücksichtigen: 


= +, dvB=0, B=uH, J=y(E+E.)., 


6 
oB ei 
en dvD=e, D=.cE. 
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‚Die Abgrenzung der quasistationären Erscheinungen von den die elektromagnetischen 
Wellen charakterisierenden Erscheinungen ist, wie wir bereits erwähnt haben, nicht 
leicht. Wir sahen, daß nicht so sehr der Betrag der Geschwindigkeit der zeitlichen 
Änderung, sondern eher die auf die Wellenlänge bezogenen Abmessungen der be- 
treffenden Leiter maßgebend war. Dieselbe Erscheinung kann oft mit Hilfe der quasi- 
stationären Grundgleichungen und gleichzeitig unter Zugrundelegung der ganz all- 
gemeinen Wellengleichungen behandelt werden. 


1.14. Zusammenfassung der Grundbegriffe der Vektoranalysis 


Wir setzen in unserem Buch voraus, daß die Vektoralgebra und die elementare 
Vektoranalysis im allgemeinen bekannt sind. In diesem Kapitel fassen wir die in 
diesem Buch angewandten und als bekannt vorausgesetzten Begriffe und Sätze der 
Vektoranalysis kurz zusammen, ohne den Inhalt der Begriffe näher zu erläutern. Wir 
werden die einzelnen Sätze nicht beweisen. Im nächsten Kapitel behandeln wir die 
Fragen der Umkehrung der elementaren Vektoroperationen etwas eingehender, da 
diese in den darauffolgenden Kapiteln wiederholt benutzt werden und ihre Kenntnis 
nicht allgemein vorauszusetzen sein dürfte. 


1.14.1. Der Begriff der räumlichen Ableitung 


Es sei eine Funktion y = y(x) einer einzigen Veränderlichen x gegeben. Das Ver- 
halten dieser Funktion wird in der nächsten Umgebung des beliebigen Punktes der 
Zahlengeraden durch die Ableitung y’ charakterisiert. Die Ableitung y’ ist durch die 
Gleichung 

dy = y’ de (1) 
definiert. Diese Gleichung ist eine abgekürzte Form der Gleichung 

Ay = y’ Ax + r(Ax) Az, 


wobei r(dz)—0, wenn A2—0. 

Ähnlich wird das Verhalten der jedem Punkt des dreidimensionalen Raumes 
zugeordneten skalaren Funktion g(r) in der nächsten Umgebung eines beliebigen 
Punktes durch den Vektor grad p charakterisiert. 

Der Vektor grad 9 ist durch die Gleichung 


do = gradpdn (2) 
definiert (Abb. 1.44). 
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Diese Definitionsgleichung ist so zu verstehen, daß wir die Änderung der skalaren 
Größe o(r) erhalten, wenn wir vom Punkt P(r) zum Punkt Q(r + dn) übergehen, 
indem wir den Vektor dn mit dem Vektor grad p skalar multiplizieren. Wir schreiben 
die Gl. (2) nun in einer anderen Form: 


1, 
eye (grad p), = grad, 9. (3) 
on 


yix+dx)-y(x)= dy=ydx 


x x+dx x 


o) 


pr) dn p(r+dn) 


0 
a _n4_TIV 
d v(r-dn)-v(r)-dv-Typdn Abb. 1.44 Zum Begriff der räumlichen Ableitung 


Die in einer beliebigen Richtung n angenommene, auf die Längeneinheit bezogene 
Änderung der skalaren Größe 9 wird durch Projektion des Vektors grad p. auf die 
Richtung von n gegeben. In kartesischen Koordinaten gilt 
0p 09 op 

rado = — e —e, + — e,, 
rer an 
wobei e,, €,, e, die Koordinateneinheitsvektoren sind. 

Das Verhalten der Vektorfunktion v=v(r) in der Nähe eines Raumpunktes 

beschreibt der durch die Gleichung 


dv = Ti! dn (4) 


definierte Tensor. Das Differential de der Funktion ®(r) ist eine homogene lineare 
Funktion der Verschiebung dn. 
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Die Komponenten des Ableitungstensors lauten, wenn wir in kartesischen Koordi- 
naten arbeiten, 


0V, 0%, 0%, 
0x oy 0 
ov, 00, % 

a be Apr N 5 
Tar 0x Oy 0 0 
OvV, Ov, Ov, 
0x oy % 


Bezeichnen wir die Komponenten von dn mit dx, dy, dz, so hat unsere Gleichung in 
ausführlicher Form die Gest:lt 


dv, = “ed + Ze äy + 


) 08V dv 
dd, = —!de + —Id —:dz, 
mia Zr 


0v oV , 6V, 
dv, = — dr + —d —d 
er Ir ur 


Entsprechend verstehen wir unter dem Ausdruck T5ru einen Vektor mit folgenden 
Komponenten: 


öy 02° 
Fo) 0V öÜ 
Tu), = —u —. u —£ 4, 6 
( dr pP dx BR du y Er Fe ( ) 
0 oV 8v 
Tu), = —u+r—oy tu 
( d )s = x + 2 Y + 2 & 


Es sei noch bemerkt, daß in der Literatur die nachstehenden Bezeichnungen üblich 
sind: 


dv 


Tru = (ugrad)v= (uUV)v= —u. (7) 
| dr 


Der Charakter eines Differentialquotienten wird durch die letzte Bezeichnung zum 
Ausdruck gebracht, während wir bemüht waren, mit unseren Bezeichnungen sowohl 
diesen als auch den Charakter eines Tensors zu unterstreichen. 
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1.14.2. Der Begriff der Divergenz und der Rotation eines Vektors 


Bei Untersuchung der skalaren Funktionen wird stets der Vektor grad 9 auftreten. 
Betrachten wir die Vektorfelder unter einem allgemeinen Gesichtspunkt, so spielt 
der Tensor T7, eine ganz ähnliche Rolle. Wir begnügen uns jedoch mit der Ein- 
führung zweier Funktionen, von rot ® und div v, die beide in einer unmittelbaren 
Beziehung zu den meßbaren physikalischen Größen stehen. 


Die Divergenz eines Vektors wird folgendermaßen definiert: 


HvdA 
div®v = lim 4 


aV—0 4 v 


(8) 


Danach erhalten wir die Divergenz einer Vektorfunktion v(r) in einem beliebigen 
Punkt des Raumes auf folgende Weise: Wir umgeben den Punkt mit einer geschlos- 
senen Fläche und bilden für diese das Flächenintegral des Vektors. Dieses dividieren 
wir durch das eingeschlossene Volumen, sodann betrachten wir den Grenzwert dieses 
Bruches für den Fall, daß die geschlossene Fläche auf einen Punkt zusammen- 
‚schrumpft. Bei der Bildung des Flächenintegrals nehmen wir die vom Volumen nach 
außen gerichtete Normale als positiv an. Auf Grund dieser Definition gilt in karte- 
sischen Koordinaten 
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Nebenbei benıerken wir noch, daß diese Größe die Summe der Hauptdiagonal- 
komponenten des Ableitungstensors darstellt und eine Invariante des Tensors ist. 
Die Definition der Rotation eines Vektors v(r) lautet: 


& vdi 
(rot ©), on 2 i (10) 


Die in einem Punkt des Raumes in einer beliebigen Richtung n betrachtete Kom- 
ponente des Vektors rot ® erhalten wir definitionsgemäß, wenn wir durch diesen 
Punkt eine zu der gegebenen Richtung senkrechte Ebene legen; in dieser Ebene 
bilden wir für eine um diesen Punkt beliebig gelegte Kurve das Linienintegral des 
Vektors und dividieren dieses durch jene Fläche, die durch die Kurve abgegrenzt 
wird. Dann betrachten wir den Grenzwert dieses Bruches für den Fall, daß die Kurve 
auf den Punkt zusammenschrumpft. Bei der Bildung des Linienintegrals ist der 
Umlaufsinn der Kurve der Richtung n in der gleichen Weise zugeordnet wie die 
Drehrichtung einer Rechtsschraube ihrer axialen. Bewegung. 
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In kartesischen Koordinaten gilt 
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Es kann nachgewiesen werden, daß die Grenzwerte div ® bzw. rot v von der Form 
der Fläche bzw. der Kurve unabhängig sind — von diesen fordern wir nur, daß sie 
stückweise glatt seien —, wenn die nach x, y und z gebildeten partiellen Ableitungen 
der Komponenten des Vektors ® existieren und stetig sind. Durch (8) und (10) haben 
wir eine von dem Koordinatensystem unabhängige Definition der Divergenz und 
Rotation angegeben. | 

Nebenbei bemerkt, stimmen die Komponenten der Rotation mit denen des anti- 
symmetrischen Teiles des Tensors T2 überein. 

Der enge Zusammenhang der Größen rot ® und div © mit T%, erhellt aus der leicht 
beweisbaren Identität 


dv = T%.dn = rot (vxdn) + dndivv. (12) 
Es ist auch üblich, grad , div v und rot ® durch die folgenden Definitionen einzu- 
führen 
dA vdA | dAxv 
grad g = lim Ppda ; divv = lim $ : rot v% = lim paaxı : 
Ze 4 vo 7 v0 v 


Mit ihrer Hilfe können die folgenden sehr nützlichen Integralsätze erhalten werden 


HpdA= [grdpdV; KHodA= [divvdV; Keoxda=—[rotvdV. 
A v 4A -V 4A V ; 


Den zweiten Satz werden wir.am häufigsten anwenden; zu seiner Besprechung kehren 
wir noch zurück. 


1.14.3. Zusammengesetzte Vektoroperationen 


Der Differentialoperator V (Nabla) wird durch folgenden symbolischen Vektor 
definiert: 


ö 


V=e, = ; (13a) 
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Mit Hilfe dieses Operators kann man schreiben: 
grado=TVp, dvvoe=Vvp, rtv =Vxv. (13b) 


Die Anwendung des Symbols Y erleichtert das Arbeiten mit zusammengesetzten 
Formeln. Bei seiner Anwendung ist jedoch Vorsicht geboten, da die erhaltenen 
Resultate von dem Koordinatensystem unabhängig zu sein scheinen, was im all- 
gemeinen nicht der Fall ist. | 

Es sollen hier kurz einige nützliche Formeln aus der Vektoralgebra aufgeschrieben 
werden: 


uvxw) =w(uxv) =viwxu), (14) 
ux(vxw) = (uw) v — (uv)w, (15) 
txu)oexw) =tUux(vxw)], (16) 
Exu)x(vexw) = [(txu)w] v — [(txu)v] w. (17) 


Auf Grund des vorher Gesagten können die folgenden, für Produkte anzuwendenden 
Operationsregeln bewiesen werden: | 


divgov=gpdivv-+vgradp, (18) 
rotgv® =protv +gradexv, (19) 
div (uxv)=vroeu — urotv. (20) 


Die wichtigsten Formen der im folgenden wiederholt angewendeten Operatiohen 
lauten: 


rotgrade =0; divroetv = 0; rot rot © = grad div® — Av. (2la,b, c) 


Erstere besagt, daß ein aus einem Skalar durch Gradientenbildung entstehendes 
Vektorfeld notwendigerweise wirbelfrei sein muß. Das sich aus einem Vektorfeld 
durch Rotationsbildung ergebende neue Vektorfeld ist hingegen immer quellenfrei. 
Für die dritte Beziehung müssen wir folgendes beachten: Unter dem Symbol Ay ver- 
stehen wir allgemein den Ausdruck für div grad o. Dieser sogenannte Laplacesche 
Ausdruck in kartesischen Koordinaten hat die Form 

2 2 2 
iger 20V, 
77% GE 77 774 
Der Ausdruck Av bedeutet in kartesischen Koordinaten einen Vektor mit den folgen- 
den Komponenten: 
0, , Pr, , Mr, 
(dv), = 0% ES O2 022 


2 
0°, 


(22) 


08V, Ar, 
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(23) 
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Im Falle eines anderen Koordinatensystems gilt für die Definition von Av die Bezie- 
hung 


Av = grad div® — rot rot, (24) 


in der jedes einzelne Glied der rechten Seite bei der Verwendung jedes beliebigen 
Koordinatensystems erklärt ist. 

Später werden wir uns auch der nachstehenden, etwas komplizierteren Regeln 
bedienen müssen: 


grad (uv) = Tv + Tyu +uxrotv Hoxrotu, (25) 
rot (ux®v) = Tv — Tru+udivve-vdivu. (26) 


1.14.4. Integralsätze 


Mit Hilfe der Grunddefinition von div © und rot v sind die beiden in der Elektro- 
technik häufig angewandten Sätze, die Sätze von GAUSss und STORES, leicht nach- 
zuweisen. 

Der Gaußsche Satz lautet: 


[dvvd/ = HodA. (27) 
Vv A 


Das über einem Volumen gebildete Integral der Divergenz eines Vektors ist gleich dem 
über der dieses Volumen umhüllenden Fläche gebildeten Flächenintegral. Bei der Inte- 
gration nehmen wir die äußere Normale der Fläche als positiv an. Dieser Satz ist 
richtig, wenn die abgrenzende Fläche stückweise glatt und der Vektor ® sowie seine 
ersten Ableitungen im Raum stetig sind. Auf der Grenzfläche genügt die Stetigkeit 
des Vektors ® allein. 

Der Stokessche Satz lautet: 


[rotv dA = dvd. (28) 
A L 


Das Flächenintegral der Rotation eines Vektors ist gleich dem Linienintegral dieses : 
Vektors, genommen über den Umfang dieser Fläche. 

Die Richtungsnormale der Fläche und die Richtung des Umlaufsinnes sind der 
Rechtsschraubenregel entsprechend zu wählen. Dieser Satz ist richtig, wenn die Linie 
stückweise glatt und der Vektor ® sowie seine ersten Ableitungen stetig sind. Für die 
Linie genügt die Forderung der Stetigkeit des Vektors. 

Wenden wir den Gaußschen Satz für den Vektor 


u=vgrady 
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an, wobei y und p zwei beliebige skalare Funktionen des Ortes, d.h. von x, y, 2, sind 
— jedoch mit der Einschränkung, daß sie die Eigenschaften besitzen, die wir von einer 
Funktion fordern müssen, wenn wir für ihren Gradienten den Gaußschen Satz an- 
wenden wollen. Die Gradienten dieser skalaren Funktionen sollen also auf der Fläche 
stetig und im Rauminnern überall stetig differenzierbar sein. Unter Anwendung des 
Gaußschen Satzes wird 


f div wgradg)dV = ® vgradpdA. 
v A 


Da aber im allgemeinen 

diveo® =pdivv +vgradyp 

ist, gilt also 

div (ygradp) = ydivgradp + grad p grady = y Ap + grad r grad y. 
Setzen wir dies in den Gaußschen Satz ein, so ist 


) (pyAp + gradpgrady)dV = & ygradp dA. (29) 
v R 


Vertauschen wir jetzt p und v, so erhalten wir eine Gleichung ähnlicher Form wie die 
vorherige: 


f (p Av + grad pgrady) dV = ® ogradydA. 
v A 


Subtrahieren wir die beiden letzten Gleichungen voneinander, so erhalten wir 


0 ö 

fear -vanar Hl vi)aa (30) 
N on 

1% A 


Dies ist der Greensche Satz. 
Für den Spezialfall 9 = y kann die Gl. (29) wie folgt geschrieben werden: 


ik Ag + (grad 9)?]dV = ® p 2 dA. (31) 
17 A 


1.14.5. Der Greensche Satz für Vektorfunktionen 


Nach STRATTON kann eine der Greenschen Formel analoge Gleichung für Vektor- 
funktionen angegeben werden. Es seien u und ® in jedem Raumpunkt definierte 
Funktionen mit den verlangten Stetigkeitseigenschaften. 
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Wenden wir jetzt den Gaußschen Satz auf den Vektor u X rot ® an, so ergibt sich 


[div ax roto)dV = $ (uxrobv)dA. 
V A 


Nach Gleichung (20) ist aber 
div (uxrot®) = roturotv® — u rot rot vv, 
also 


[ rot u rot ® — urotroetv)dV = ® (uxrotv) dA. (32) 
v A 


Durch Vertauschen von « und v erhalten wir eine ähnliche Gleichung. Durch Sub- 
traktion der beiden Gleichungen voneinander gelangen, wir zu der Endformel 


f (u rot:.rot v — vrotrotu)dV = ® (xrotu — uxrotv)dA. (33) 
v A | 


® 


1.15. Die Umkehrung der Vektoroperationen 
1.15.1. Die Umkehrung der Gradientenbildung 


Wir haben bisher folgende einfache Aufgabe gelöst: Es sei der Skalar o(r) gegeben ; 
es ist der Vektor v(r) = grad p zu suchen. Jetzt wollen wir folgende Aufgabe be- 
handeln: Gegeben sei die Vektorfunktion v(r); es sei jener Skalar p(r) zu bestimmen, 
aus dem®durch Gradientenbildung ableitbar ist. Wie wir sofort nachweisen können, 
kann ® nicht beliebig angegeben werden. Damit die Aufgabe überhaupt lösbar ist, 
muß rot v = 0 sein, da rot grad p = 0 ist. Diese Bedingung genügt — ‚wie noch 
gezeigt werden wird — nur in einfach zusammenhängenden Bereichen zur eindeutigen 
Bestimmung. In solchen Fällen sagen wir, daß v® aus dem skalaren Potential 
abgeleitet werden kann. j " 

Durch die Angabe von ® wird 9 bis auf eine additive Konstante bestimmt. Es seien 
nämlich sowohl p, als auch 9, die Lösungen der Gleichung® =grad 9, d.h.v =grad op, 
= grad 9,. Dann wird 


grad (91 — 92) =. 
Hieraus folgt die Beziehung 
Pı — 92 = const; 9% =09, + const. 


7 Simonyi 
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Nach diesen Vorbereitungen können wir uns leicht davon überzeugen, daß 


P 
= [vdl (1) 
P, 


eine Lösung der Gleichung ® = grad p ist, wobei © gegeben und 9 gesucht ist. 
P,bedeutet dabei einen beliebigen festen Punkt des Raumes, Alle anderen Lösungen 
unterscheiden sich von dieser nur durch eine Konstante. 

Im Falle eines einfach zusammenhängenden Bereiches ist der Wert des Integrals (1) 
unabhängig vom Weg. Wenden wir nämlich den Stokesschen Satz auf die in Abb. 1.45 
dargestellte Linie an, so ist 


| vdl= [robtvdA=0, 
PekiPk3Po A 


d.h,, 
[eQü= —[ vdi= f v.di. 
PıkiP PkyP, PıkaP 


Der: Wert von o(r) ist also tatsächlich vom Integrationswege unabhängig. o(r) ist 
somit eine eindeutige Funktion der Koordinaten des Punktes P. In diesem Falle gilt 


do =vdl. 
p 
k 
Ka 
Abb. 1.45 Zum Beweis der 
Po Eindeutigkeit des Potentials 


Abb. 1.46 Zyklisches Potential in zweifach 
zusammenhängenden Gebieten 


"Die Definition des Gradienten lautet aber 
dep = grad p di 


für jedes beliebige di, woraus sich tatsächlich die Beziehung ® — grad 9 ergibt. 
Nicht ganz so einfache Verhältnisse haben wir bei den mehrfach zusammen- 
hängenden Bereichen. Abb. 1.46 veranschaulicht den äußeren Bereich eines Ringes. 
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Dieser hängt zweifach zusammen: Die Linien P,k,P und P,%k,P können durch eine 
stetige Deformation nicht ineinander übergeführt werden. Es sei jetzt die Vektor- 
funktion v(r) gegeben, deren Rotation außerhalb des Ringes überall Null ist. Dabei ist 
es uninteressant, welcher Wert ® im Ringinnern zukommt. Bereichen dieser Art 
werden wir später öfter begegnen; der Ring kann zum Beispiel einen Ringleiter dar- 
stellen, in welchem Strom fließt, und es soll das Magnetfeld dieses Stromes aus einem 
Potential abgeleitet werden. Durch die Ebene e kann unser Raum in einen einfach 
zusammenhängenden umgewandelt werden. Gehen wir durch diese Ebene nicht hin- 
durch, da wir auch sie als eine Grenzfläche unseres Raumes ansehen, so können in dem | 
so entstehenden Bereich alle beliebigen Kurven, die zwei beliebige Punkte verbinden, 
durch eine kontinuierliche Deformation ineinander übergeführt werden. Somit wird 
durch 
I 
Pok,P 
eine eindeutige Funktion @, definiert, deren Gradient gerade das gegebene ® ist. 
Wenn wir jetzt die Integration nach Abb. 1.46 in dem ursprünglichen Gebiet vor- 
nehmen, so gilt: 
er) = [vdi= [vdi+ [odi=guir) + [vdl. (2) 
Pk, P PP P(kı+k,)P P(kı+k,)P 

Wie leicht einzusehen ist, hat das Integral über jede beliebige den Ring umgebende 
Linie stets den gleichen Wert. 

Wenden wir nämlich den Stokesschen Satz auf die in Abb. 1.46 dargestellte Linie I 
an, so ist, da rot ® = (0), unsere Behauptung schon bewiesen. Bezeichnen wir den 
Wert dieses Integrals mit /, so gilt in diesem Fall | 


er) = por) +1. | 
Für mehrmaligen Umlauf der Linie um den Ring erhalten wir 
rer) = por) + nl. (3) 


Dieses Potential wird zyklisches Potential genannt. In einem mehrfach zusammen- 
hängenden Bereich erhalten wir demnach als Lösung der Gleichung ® = grad g ein 
mehrwertiges Potential. 


1.15.2. Die Umkehrung der Divergenz- und Rotationsbildung 


Es sei die skalare Funktion g(r) gegeben. Kann nun eine Vektorfunktion ®(r) be- 
stimmt werden, deren Divergenz gerade die gegebene g(r) ist? Wir haben also die 
Gleichung div ® = g zu lösen, wenn g bekannt ist. Wenn v,(r) eine Lösung darstellt, 
d.h., wenn divv, =g gilt, ist auch »,(r) + rot u(r) eine Lösung, worin u eine 


7* 
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beliebige Vektorfunktion bedeutet. Es gilt nämlich 
div (©, + rotu) = divv, + divroetu=g, (4) 


da die Divergenz der Rotation aller Vektoren identisch Null ist. 

Mit der Angabe der Divergenz haben wir das Vektorfeld also nur sehr grob, d.h. 
nur bis auf die Rotation eines beliebigen Vektors, bestimmt. 

Behandeln wir jetzt die Frage, ob durch die Angabe der Vektorfunktion s(r) das 
Feld v(r) bestimmt werden kann, aus welchem sich der Vektor s.durch Rotations- 
bildung’ ergibt, d. h., ob die Gleichung 


rot —=Ss 


für ® gelöst werden kann, wenn s gegeben ist. Stellt ®, eine Lösung dar — woraus 
sich rot ®, = s ergäbe —, so können wir sogleich feststellen, daß auch v, + grad y 
eine Lösung darstellt, wobei y(r) eine beliebige skalare Funktion ist. Es gilt nämlich 


rot (%, + grady) = rot dv, + rotgrady=s, 


da rot grad y= 0. Daraus sehen wir, daß die alleinige Kenntnis der Rotation eines 
Vektorfeldes zur eindeutigen Bestimmung ebenfalls nicht genügt. 

Die Divergenz und die Rotation eines Vektorfeldes v(r) bestimmen das Feld jede 
für sich allein nicht, hingegen tun es beide zusammen. In dem endlichen Volumen V 
seien g(r) und s(r), d.h. eine skalare und eine vektorielle Funktion, gegeben. Wir 
beweisen, daß die Gleichungen 


divv =g(r), (5) 
rtv =s(r), (6) 


sofern sie überhaupt lösbar sind, nur eine einzige Lösung besitzen, wenn wir noch auf 
der Grenzfläche des Bereiches den Wert der Normalkomponente des Vektors v(r) 
vorschreiben. Es sei also 


v = h(r,) (7) 


gegeben, wobei r, den Radiusvektor eines beliebigen Punktes an der Oberfläche 
bedeutet. | 

Setzen wir nämlich voraus, daß v,(r) und ®,(r) zwei verschiedene Lösungen der 
Gleichungen (5), (6), (7) darstellen, so gilt für den Differenzvektor v, — ©; 


div (9%, — 9%) =0, rot (9%, — 9%) = 0 
im Innern des Volumens und 


(% — 9%) = 0 
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auf der Grenzfläche. Da die Rotation von (®%, — ®,) gleich Null ist, kann der Differenz- 
vektor als Gradient von einem Skalar @ abgeleitet werden, d.h., 9, — ©, = grad p. 
Die Divergenz des Vektors v%, — ©, ist ebenfalls Null, d.h., divgrad@ = Ay =. 
Unter Anwendung der Gleichung 1.14. (31) 


ö 
fw 4p + rad pay = hr aa 
V 4A 


und unter Berücksichtigung, daß auf der Grenzfläche auch 
(v1 9) = plm = 0, 

ergibt sich folgende Beziehung: 

| (grad g? dv =0. 

Dies kann nur gelten, wenn überall 

grad = =, 


d.h. 


ist. 

Die als verschieden angenommenen beiden Lösungen sind also identisch. Soll das 
Gleichungssystem (5), (6), (7) überhaupt eine Lösung besitzen, so können die Funk- 
tionen g(r), s(r) und A(r) nicht beliebig. angenommen werden. Erstens muß die 
Divergenz von s(r) gleich Null sein, da sich diese als Rotation eines anderen Vektors 
ergibt. Der Gaußsche Satz besagt nun 


[divedar = HwdA. 
v A 
Wenn wir die gegebenen Werte einsetzen, gilt 


[oar =HRrdA. (8) 
V A 


Diese wie auch die schon erwähnte Beziehung 
divs=0 (9) 


müssen die gegebenen Größen g, s, h befriedigen, damit das Gleichungssystem 
lösbar ist. 
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Bisher sahen wir, daß das Gleichungssystem 


divvo=g, (10) 

rtv =Ss, (11) 

v,=Ähir,) (12) 

nur eine einzige Lösung besitzen kann, wenn die Bedingungsgleichungen 

dvs=0, (13) 

} ger)daV = hir,)dA (14) 
A 


gelten. Wir stellen nun die Aufgabe, diese Lösung zu finden. 


1.15.3. Das wirbelfreie Quellenfeld 


Vorerst lösen wir nachstehende einfachere Aufgabe: 
divv=g, (15) 
rot® = 0 (16) 


für den gesamten Raum. Den Wert v, haben wir für die unendlich ferne Fläche 
anzugeben, die den gesamten Raum umgibt. Diesen Wert setzen wir natürlich gleich 
Null an, werden jedoch erst später darüber sprechen, auf welche Weise v, mit der 
Zunahme der Entfernungen gegen Null gehen soll. 

Aus Gl. (16) folgt © = — grad p, also ist ® aus einem Potential ableitbar. Das 
negative Vorzeichen ist hier ganz unwesentlich und wurde nur zur Anpassung an die 
späteren Anwendungen eingeführt. Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (15) 
erhalten wir zur Bestimmung des Potentials den Ausdruck 


divgradp =Ap = —g. (17) 
In kartesischen Koordinaten lautet er 


er pp 
— — m — %, , r 18 
Fr + Fr zu En g(8, Y, 2) (18) 


Diese lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung wird Laplace-Poisson- 
‚sche Gleichung genannt. 
Wir ermitteln nun die Lösung der Laplace-Poissonschen Gleichung für den ge- 


samten Raum, die sich im Endlichen überall regulär verhält und im Unendlichen auf 
eine später zu bestimmende Weise Null wird. 
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Diese Aufgabe lösen wir mit Hilfe des Greenschen Satzes. Wir grenzen ein Volumen 
durch eine geschlossene Fläche gegen den ganzen Raum ab und wenden die Beziehung 


[warn hl rau (19) 


auf die gesuchte Funktion des Potentials 9 an, wobei wir die Funktion y in der 
speziellen Form 

1 1 

- ye-P#+m-W+l-a 


ansetzen. In diesem Ausdruck bedeuten £, n, & die Koordinaten.des Laufpunktes Q; 
x, y, z dagegen sind die Koordinaten des Aufpunktes P, für die wir also den Wert des 
Potentials 9 suchen. Der Aufpunkt liege im Innern des Volumens V. Es kann leicht 
bewiesen werden, daß Ay im gesamten Raum gleich Null ist, mit Ausnahme des Auf- 
punktes, wre =&,y=n,2={undr = ist, 

Bei der Anwendung des Laplaceschen Operators werden jetzt nur die Koordinaten 
des Laufpunktes Q als Veränderliche angesehen, die Koordinaten des Aufpunktes 
dagegen festgehalten. Es ist üblich, diese Tatsache durch einen Index zu kenn- 
zeichnen: Agy. Wo es zur Vermeidung von Zweideutigkeiten notwendig wird, werden 
wir diesen Index auch benutzen. Es gilt also 


Ay = A = — div grad Z =D; FED: (21) 
r r 


Es ist nämlich 


1 r? Tr 
grad— = —— = ——, 
r r2 r? 


Bei Anwendung der Beziehung 1.14.(18) wird: 


1 
ae ee, 
3 op y3 


Da jedoch 

1 di 3 
rad — — — — I — —— ??, 
ET er 
gilt also 


1 1 
des dee ee at: 
r r3 r3 r 
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Der Aufpunkt P ist ein singülärer Punkt. Er muß daher von dem Raum ausge- 
schlossen werden, auf den der Greensche Satz angewendet werden soll. Wir trennen 
ihn durch eine um P mit dem Radius r,.beschriebene Kugelfläche vom betrachteten 
Volumen ab (Abb. 1.47). In dem so verbleibenden Volumen ist der Greensche Satz 
bereits anwendbar, und es wird überall Ay = A(1/r) = 0. Das Flächenintegral ist 


Abb. 1.47 Zur Herleitung der Beziehung (26) 


jedoch nunmehr nicht nur über die das Volumen begrenzende Außenfläche A, 
sondern auch über die den Punkt P(x,y,z) ausschließende Kugelfläche A, zu 
erstrecken, da diese jetzt auch eine Grenzfläche des gegebenen Volumens ist. Somit 
wird nach (19) und (21): 


ee elz- mr 2a. (22) 
on r ron on r ron 


Wir untersuchen nun, wie sich der Wert des über die Kugelfläche A, erstreckten 
Integrals ändert, wenn der Radius der Kugel gegen Null geht. Nach dem Mittelwert- 
satz der Integralrechnung ist 


Idea da4 - Pd, (23) 
rn ro on ro \on/m on /m 
A A A 


d. h., das zweite Glied des über die Kugelfläche erstreckten Flächenintegrals geht 
beim Zusammenschrumpfen der Kugelfläche gegen den Wert Null. 

Bei der Berechnung des ersten Gliedes dieses Flächenintegrals erinnern wir uns der 
Tatsache, daß die Normale der Fläche A, in die Richtung des Kugelradius fällt und 
gegen den Mittelpunkt der Kugel zeigt. Bei der Anwendung des Gaußschen Satzes 
sehen wir nämlich die von dem umgrenzten Volumen nach außen zeigende Normale 
als positiv an. Somit wird. 


1 | 
Den u=- Geraza = 5% (- Juszhru (24) 
As 
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An dieser Stelle ern wir wieder den Mittelwertsatz der Integralrechnung 


1 
=® © dA = = fo: 4er) = (P)n In > Arole, y,2). (25) 
ro r | 
. 0 
Der Mittelwert des Potentials geht nämlich auf der Kugelfläche genau gegen den Wert 
des Potentials, den dieses im. Mittelpunkt der Kugel, also im Aufpunkt P, annimmt, 
wenn sich der Kugelradius über alle Grenzen dem Wert Null nähert. Mithin kann 
Gl. (22) in folgender Form geschrieben werden: 


-/[7 dV/ = $ v5; ee dA + 4no(x, 9, 2). (26) 
On r on 


In dieser Form der Gleichung verbleibt als Flächenintegral nur das über die Außen- 
fläche, während für das Integral über die den Aufpunkt ausschließende Fläche 
bereits der Ausdruck 4ro(P) eingesetzt ist. Dagegen ist das Raumintegral J (dein) dV 


über den gesamten, durch die Außenfläche begrenzten Rauminhalt zu Sietradken: Es 
könnte nun der Verdacht auftauchen, daß dieses Raumintegral divergieren wird, 
weil im Nenner die Veränderliche r vorkommt, die sich im Aufpunkt dem Wert Null 
nähert und somit den Bruch Ay/r gegen Unendlich führt. Es ist aber leicht einzusehen, 
daß das Raumintegral endlich bleiben muß. Das außerhalb einer bestimmten kleinen 
Kugel mit dem Radius r, befindliche Raumintegral ergibt bestimmt einen endlichen 
Wert, da sowohl der Ausdruck Ay als auch die Veränderliche r endlich sind und 
letztere von Null verschieden ist. Für das über das Innere der kleinen Kugel mit dem 
Radius r, erstreckte Raumintegral können wir folgende Abschätzung vornehmen, 
wenn wir bei der Raumintegration Polarkoordinaten anwenden: 


nn In To ”% ®r To 
[zw - [| JErmonaar-| [ [Arrsinoarapar 
r r 
v. 9=0 9=0 r=0 0090 


x 2ı Ta 
2 
< (Ap)max [ [ [ r sin®dd do dr = (Ap)max 2 2 n — (AY)max 2rro. 
000 


Das über das gesamte Volumen erstreckte Raumintegral bleibt also endlich, obwohl 
die im Nenner auftretende Veränderliche r in einem Punkt des Raumes den Wert 
Null annimmt. 


Ordnen wir Gl. (26) um, so wird 


1 
= Frei) 
T 


r Ar. on r r on 
A A 
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Wir finden selbstverständlich eine andere Beziehung, wenn der Punkt, in dem wir den 
Wert des Potentials ermitteln, nicht im Innern des Raumes, sondern auf der Grenz- 
fläche oder außerhalb derselben liegt. Es kann leicht nachgewiesen werden, daß wir 
für den Wert des Potentials im Punkt P folgende Beziehungen erhalten: 


4rp im Innern des Raumes, 


21 1 
r dV — o—— — —- a2 dA = ; 2rp auf der Fläche, 
on Tr ron 
0 ineinem äußeren Punkt. 


Im folgenden werden wir uns hauptsächlich mit der ersten dieser drei Beziehungen 
beschäftigen. Schreiben wir sie noch einmal ausführlicher auf, um die Rolle der 
Koordinaten des Aufpunktes und des Laufpunktes zu betonen: 


__t (IE) av. _ os 1 
= Ar f r(P,Q) L Arc ® PR) öng r(P,Q) dde 
V A 


1 1 PO) 
+ u Aa (27) 


A 


Diese äußerst wichtige Beziehung besagt, daß der Wert einer skalaren Funktion in 
einem beliebigen inneren Punkt eines abgegrenzten Volumens berechnet werden 
kann, wenn wir den Wert des Ausdruckes Ag in jedem Punkt des Volumens kennen 
und wenn außerdem an der Grenzfläche die Werte von und öp/On gegeben sind. 

Weiter oben haben wir bewiesen, daß es für eine eindeutige Definition der Poten- 
tialfunktion genügt, wenn wir die Normalkomponente der ‚Feldstärke, d.h. die 
Ableitung des Potentials nach der Normalen, entlang der Grenzfläche angeben. Hier 
sehen wir dagegen, daß wir auch den Potentialwert kennen müssen. Dies stellt natür- 
lich keinen Widerspruch dar, sondern bedeutet lediglich, wenn wir den aus der 
Funktion @ gebildeten Ausdruck A», den auf der Fläche angenommenen Wert der 
Funktion und ihre Ableitung nach der auf der Fläche genommenen Normalen 
kennen, daß wir für den Wert der Funktion in_einem beliebigen Punkt eben den 
obigen Ausdruck erhalten. Dies bedeutet jedoch nicht, daß wir diese Werte auch will- 
kürlich vorschreiben könnten. Die Ableitung nach der Normalen ist bereits eindeutig 
bestimmt, wenn wir den Ausdruck Ag in V und den Wert des Potentials & auf der 
Fläche angegeben haben. Obige Beziehung ist also in dieser Form für die Ausrechnung 
von p unbrauchbar. Wenn wir » und öp/ön auf der Fläche willkürlich vorschreiben 
und so o(P) ausrechnen, so genügt diese im Innern der Laplace-Poissonschen Glei- 
chung, ergibt jedoch auf der Fläche einen ganz anderen Wert, als dort vorgeschrieben 
war. 

Nun wollen wir jedoch die Grenzfläche bis zum Unendlichen erstrecken, d.h., wir 
wollen in unsere Untersuchungen den ganzen Raum einbeziehen. Geht o wenigstens 
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wie 1/R* gegen Null — wobei A eine beliebige positive Zahl und R die Entfernung des 
Aufpunktes von dem weit entfernt angenommenen Laufpunkt ist —, so wird Op/ön 
zumindest wie 1/R’+! verschwinden. Die Integranden sämtlicher Flächenintegrale 
werden mindestens mit 1/R*+? verschwinden. Also wird das über die gesamte unend- 
liche Fläche erstreckte Integral Null ergeben., Wir gelangen somit zu dem End- 
resultat 


ve Far. j 28) 
Ar r 
14 


Setzen wir hier den gegebenen Wert von Ag ein, so ist 


TEREIEILEISE, 


Damit haben wir bewiesen, daß die Lösung der Gl. (17) — falls überhaupt eine 
Lösung existiert, die sich im Unendlichen in der vorgeschriebenen Weise verhält — 
eben Gl. (29) ist. Es kann nachgewiesen werden, daß man bei Anwendung des 
Laplaceschen Operators auf den sich so ergebenden Wert gerade die Funktion g 
erhält: dies ist also tatsächlich die Lösung. Damit diese Lösung sich im Unendlichen 
dem Wert Null so nähert, wie wir es verlangten, also mit 1/R?, ist es notwendig, daß g 
sich mit zunehmendem R rasch genug dem Wert Null nähert, nämlich mit 1/R®*, 
wo A wieder irgendeine positive Zahl darstellt. 

Bei der Ableitung der Gl. (27) haben wir für die Eigenschaften der Funktion 
gewisse Bedingungen angenommen. Nehmen wir an, daß diese Bedingungen an 
gewissen Flächen nicht erfüllt sind. In der Praxis kommen zwei Arten von Singu- 
laritäten vor: 


Durch eine gegebene — offene oder geschlossene — Fläche A’ geht » kontinuierlich, 
dagegen Op/ön sprunghaft hindurch, d.h., 


BER p p 
ee 2), = 2). 


Durch eine — offene oder geschlossene — Fläche A’ geht öp/ön kontinuierlich, 
aber 9 sprunghaft hindurch, d. h., 


(öplon), = (plan; YPı + Pr- 


Um unsere bisherigen Ergebnisse auch auf diese Fälle anwenden zu können, 
schließen wir die gegebenen Unstetigkeitsflächen durch eine sich eng anschmiegende 
Fläche aus unserem Raum aus (Abb. 1.48). Jetzt müssen aber diese neuen Flächen 
auch als Begrenzungsflächen des betrachteten Raumes behandelt werden, d.h., 
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das Flächenintegral in Gl. (27) muß auf diese Flächen ausgedehnt werden. Wenn 
sich 9 selbst stetig, Op/On aber sprunghaft ändert, so wird das Flächenintegral 


1 a 
a, (30) 
dr ) r \on, ON 

4’ 


Hier weisen die Normalen rn, bzw. n, nach außen, d.h. in Richtung auf die Singu- 
laritätsflächen. Da jetzt p stetig und 


o 1 o1 
on, r ON, r 
Ag 
= Pi m 
1 eg N 
Ayfı 2 J 
(// er ER 
1 K 


_-- AgoderAg Abb.1.48 Die zwei wichtigsten Arten 


u Aoder4‘ der Singularitäten 
‚n, 
4 2a 
Nr 
v4 


/ 


aa) 


ist, wird das zweite Flächenintegral Null. Wir erhalten für das Potential folgenden 
Ausdruck: 


ee File r+ pe 1) 


Ar r dr) r\onm Mg 

v 4’ 
Das negative Zeichen des zweiten Teils der rechten Seite ergibt sich dadurch, daß 
wir jetzt schon die Richtung der positiven Normalen umgekehrt, also die von der 
Fläche wegweisende als positive angenommen haben. 

Ist jedoch g sprunghaft und öp/ön stetig, so erhalten wir für das Flächenintegral 
folgenden Ausdruck: 


1 o 1 
_ — — 9) — — dA. 32 
| mm) a (32) 
A" 


In beiden Gleichungen (31) und (32) sind die Flächenintegrale nicht an der an- 
schmiegenden Fläche, sondern an der ursprünglichen Singularitätsfläche zu nehmen. 
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Wir bemerken schon hier, daß die physikalische Ursache der Unstetigkeit von 
oplon die Flächenladungsdichte, dagegen die des Sprunges von die elektrische 
Doppelschicht ist. 


1.15.4. Das quellenfreie Wirbelfeld 


Lösen wir als zweiten Schritt folgende Aufgabe: 

rotu=Ss, (33) 
dvu=0. (34) 
s sei dabei gegeben, % gesucht. s genügt der Bedingung div s = 0. Nun suchen wir 
die Lösung wieder für den gesamten Raum. Die Grenzbedingungen werden den 


vorherigen ähnlich bestimmt. 
Die Gleichung (34) können wir durch die Annahme 


u=1r0tA (35) 
erfüllen, worin A einstweilen eine beliebige Vektorfunktion ist. Dadurch wird 
divua = divrot A =. 


Diesen Vektor A, aus dem sich & durch Rotationsbildung ergibt, nennt man Vektor- 
potential. Wie das wirbelfreie Feld aus einem skalaren Potential, so kann das quellen- 
freie Feld aus einem Vektorpotential abgeleitet werden. Zu seiner Bestimmung dient 


Gl. (33): 


rot rot A=S. (36) 
Unter Anwendung der bekannten Beziehung 1.14. (21) der Vektoranalysis gilt: 
graddvA—AA=s. (37) 


Da uns hier nur die Rotation von A interessiert, durch die jedoch A nicht eindeutig 
definiert wird, können wir seine Divergenz ohne Einschränkung der Allgemeinheit zu 
Null wählen, d. h., div A = 0. Somit wird unsere Gleichung 


JA=-s, (38) 
oder in kartesischen Koordinaten 


A, RA, A, 


PIE ei, 
0x? ey 022 i 
02A 02 2 | 
Nu: FA, - A, — —8y; (39) 
0x2 0? 022 

2 2 2 

02, " 2A, „PA; we 


0 oy8 022 
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Für die Errechnung der einzelnen Komponenten des Vektorpotentials A erhalten 
wir also dieselbe Gleichung, die wir zur Ermittlung des skalaren Potentials o fanden. 
Mithin ist die Lösung für einen Punkt, der sich innerhalb des durch die endliche 
Fläche a en. Volumens V befindet, 


1 oe1 
A= -— | — — = 2A 4 A— —da. (40) 
Arc Am. önr 


Hier wurde — wie es auch et in solchen Fällen sein wird — die Fläche durch den 
kleinen Buchstaben a anstatt A bezeichnet, um eine Verwechslung mit dem Vektor- 
potential zu verhindern, 

Unter Ausdehnung der Grenzfläche ins Unskaliche und unter Berücksichtigung des 
Verhaltens von A im Unendlichen gilt: 


1 
ee A ar (41) 
Arc r Arc r 
14 V 


Bisher haben wir nachgewiesen, daß, falls eine Lösung existiert, es nur die obige 
sein kann, die auch irn Unendlichen die vorgeschriebenen Grenzbedingungen noch 
erfüllt. Wie sich zeigen läßt, ist die Divergenz des so erhaltenen Wertes von A tat- 
sächlich gleich Null, außsrdem erfüllt sie die Gleichung AA = —s, stellt also die 
Lösung unserer Aufgabe dar. Das entsprechende Verhalten im Unendlichen wird 
durch folgenden auf s bezogenen Vorbehalt gewährleistet: Das Verschwinden finde 
entsprechend 1/R2+? statt, wobei A eine positive Zahl ist. 


1.15.5. Das quellen- und wirbelfreie Feld in einem endlichen Raumteil 


Als dritte Aufgabe suchen wir jenes Vektorfeld, für welches 

dve=0, (42) 

rot w — 0 (43) 

gilt. Sind diese beiden Beziehungen für den ganzen Raum gültig und fordern wir im 

Unendlichen das bisher verlangte Verhalten, so existiert auf Grund des vorher 

Gesagten nur eine einzige Lösung: w = 0. Diese ist natürlich nicht von Interesse. 
Es seien die Beziehungen (42), (43) für den gesamten durch die Fläche A be- 


grenzten Bereich V gültig, und es sei die Funktion w, = h(r,) gegeben. Die Funk- 
tion w(r) ist in diesem Bereich zu suchen. Wegen (43) ist 


w= —gradp, 
und somit wird nach Einsetzen in Gl. (42) 
Apg=0. 
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Unsere Aufgabe besteht also darin, daß wir die für das Volumen Y gültige Laplace- 
sche Gleichung 
0 


BE A —(0 44 
te er 


lösen, wenn auf der Grenzfläche die Beziehung 
1 — wi —Äh(r,) (45) 
on 


gegeben ist. Dies ist das Neumannsche Problem der Potentialtheorie. Wir können 
leicht nachweisen, daß die Aufgabe auch dann eindeutig gelöst werden kann, wenn 
auf der Grenzfläche der Wert von o gegeben ist. (Dies ist das sogenannte Dirichletsche 
Problem.) Nehmen wir nämlich in diesem Fall zwei verschiedene Lösungen, o, und @,, 
an, so gilt für die Differenz 


A491 — 9) = 0 


überall innerhalb des Volumens, während an der Grenze 9, — %, = 0 ist. So wird bei 
Anwendung der Beziehung 1.14. (31) grad (p, — 9.) = 0. Es ist also überall 9, — 
— const. An der Grenze ist jedoch 9, = 93, d.h., die Konstante wird Null sein. 

Beim Neumannschen Problem ist 0 eindeutig bestimmt, also ist 9 nur bis auf eine 
additive Konstante definiert. 

Nachstehend behandeln wir sowohl das Dirichletsche als auch das Neumannsche 
Problem. 

Wir gehen von der Beziehung 


1 
ee re ir: at but tar 
Arc Tr Arc on r 
14 A 


aus. Nun ist Ap = 0; somit wird für jeden beliebigen Punkt des Volumens F 


1 1% 1 01 
zn Ar r on: = Ar e on r - 

A A 
sein. 

Wir wissen, daß es genügt, wenn wir an der Grenze die Werte von 9 oder von 
öp/On kennen, um den Wert von in einem beliebigen inneren Punkt berechnen zu 
können. Wir beschäftigen uns zunächst mit dem Dirichletschen Problem, also mit dem 
Fall, daß » gageben ist. Sofern es uns gelingt, aus Gl. (46) Op/On zu eliminieren, haben 
wir unsere Aufgabe gelöst. Zu diesem Zweck suchen wir eine solche Funktion 
g(&, y,2,&n,) = g(P, Q), die als Funktion von (£, n, £) betrachtet einerseits sich im 
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Volumen V überall regulär verhält und die Laplacesche Gleichung erfüllt, anderer- 
seits auf der Fläche den Wert (—1/r) annimmt. In diesem Fall genügt die sogenannte 
Greensche Funktion 


| 1 
G(2,9%2%,8,1,{)= . +98, 9 2%,8,n,{) 


der Laplaceschen Gleichung einerseits — mit Ausnahme des Aufpunktes — und 
ergibt andererseits auf der Fläche den Wert Null; also ist @(r,) = 0. 

Bei Anwendung des Greenschen Satzes 1.14. (30) auf die Funktionen g und @ 
erhalten wir wegen Ag = 0, Ap = 0: | 


Wenn wir diese Gleichung zur Gl. (46) addieren, erhalten. wir 


1 dp 1\ 1 o {1 
‚ Ar on (+ ) =beralste) 
A A 


Da der Wert von (g + 1/r) = @ auf der Fläche A gleich Null ist, gilt: 


Die gestellte Aufgabe wurde also auf die Bestimmung der zum Volumen V ge- 
hörenden Greenschen Funktion zurückgeführt. Diese erhalten wir, wenn wir die 
Lösung der Laplaceschen Gleichung 


Ag=0 


suchen, welche den auf der gegebenen Fläche vorgeschriebenen, speziellen Wert —1/r 
annimmt. Im Endresultat erhalten wir wiederum das Dirichletsche. Problem, dies- 
mal jedoch schon für einen ganz speziellen Fall. Daß damit tatsächlich eine Ver- 
einfachung des Problems vorliegt, werden wir später bei den Anwendungen sehen 
(Kap. 2.38. und 2.39.). | 

Beim Neumannschen Problem ist dagegen Op/On gegeben. Wir bemerken, daß 
selbst Op/ön nicht ganz willkürlich vorgeschrieben werden darf, denn nach dem Gauß- 
schen Satz, angewendet auf grad 9, gilt, da Ap = 0 überall in V, 


m 
[Eu 0. 

on f 
A 
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Zur Lösung des Neumannschen Problems muß p eliminiert werden. Führen wir 
deshalb eine Funktion X(P,@) derart ein, daß die Funktion 


KP,Q) = K{P,Q) — — 


als Funktion der Koordinaten des Punktes Q die Laplacesche Gleichung im gesamten 
Volumen V erfüllt und daß ferner die Beziehung 


'gilt. Entlang der Fläche soll also die Normalableitung von. K(P,Q) konstant sein 
und zwar gerade 4r/A, betragen, wobei A, die Größe der umhüllenden Fläche be- 
deutet. Wir haben also auch jetzt das Neumannsche Problem zu lösen, jedoch unter 
ganz speziellen Bedingungen. Die Funktion X(P, Q) wird Greensche Funktion zweiter 
Art genannt. Wenn wir nun den Greenschen Satz auf die Funktionen k und 9 an- 
wenden, so ergibt sich 

1 op ok 


— A DE —odA=(0. 
Ar on. Ar on 
A A 


Diese Gleichung ergibt zusammen mit Gl. (46) folgende Beziehung: 


1 oK(P, 
- np Kr Yard 
A 


Das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nach der Bedingungs- 
gleichung 


Pod Bar °K(P,Q) Q) YA)dl = — ud: o(Q) dA, = const, 
Ar ONgG 


d.h. von den Koordinaten x, y, z unabhängig. Demnach gilt: 


HP) = V KR,Q ED aa, +0. 
Tr ONg 
A 


Wir haben also das Neumannsche Problem gelöst, wenn wir die Funktion 
K(x,y,2,&,n,£) kennen. Zur Bestimmung dieser Funktion haben wir die Laplacesche 
Gleichung 


Agk(P, Q) =0 


8 Simonyi 
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zu lösen, wenn die Werte von ök/On, an der Grenzfläche vorgeschrieben sind, und 
zwar 


ök(P,Q) Ar | 1 


eng An dm 


r(P,Q)/' 


Bei Kenntnis der Funktion k(P, Q) ergibt sich die gesuchte Funktion X(P,Q@) durch 
die Gleichung | 


K(P,Q) = KP,Q) + 0 


Das allgemeine Neumannsche Problem wurde also auf einen Spezialfall des Neu- 
‚mannschen Problems zurückgeführt. 

Die Lösung beider Probleme wurde auf die Bestimmung der betreffenden Green- 
schen Funktion zurückgeführt. Mit dieser Frage beschäftigen wir uns noch in den 
Abschnitten 2.38., 2.39. und 5.1.2. 


1.15.6. Bestimmung des in einem endlichen Volumen 
definierten Vektorfeldes aus seinen Quellen und Wirbeln 


Jetzt sind wir in der Lage, die zu Anfang aufgeworfene Frage zu beantworten. Es 
seien also in V die Funktionen g und s sowie auf der Fläche t,„ = h(Q) gegeben, die 
den. Bedingungen 


divs=0; [gdVr=KHhda 
v A 


genügen. Gesucht wird die Funktion t(r), die folgende Gleichungen befriedigt: 


rott=s, 
divt=g, 
= h(Q). 


Stellen wir uns vor, g besitze innerhalb des Volumens Y den gegebenen Wert, im 
gesamten übrigen Raum aber sei g gleich Null. Dann können wir nach 1.15.3. den 
Vektor u bestimmen, der die Beziehung div u — g innerhalb von V überall erfüllt, 
wirbelfrei ist — d.h. die Beziehung rot u = 0 befriedigt — und im Unendlichen in 
der vorgeschriebenen Weise verschwindet. Auf der Grenzfläche A nimmt er selbst- 
verständlich den vorgeschriebenen Wert von kh(Q) nicht an: v„ # h(Q). Im gesamten 


Raum gilt also u = — grad — 4 I av. Wir können jedoch nicht annehmen, daß 
| 7 
v 
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der Vektor s im Volumen Y den gegebenen Wert besitzt, außerhalb von V aber gleich 

Null ist, da unsere Beziehungen nur dann gültig sind, wenn s, auch an der eventuellen 
Unstetigkeitsstelle von s stetig ist, denn nur dadurch ist ja die Divergenzfreiheit 
von s für den gesamten Raum gewährleistet. Wir müssen also die Werte von s über 
die Grenzfläche hinaus derart fortsetzen, daß sich die Normalkomponente von s auf 
der Außenfläche stetig an die für innen angegebenen Werte anschließt. Das können 
wir folgendermaßen erreichen. Es soll s im Außenraum von einem Potential ab- 
geleitet werden: 


s= —grady, Avy=0, 


wobei der Wert von dy/ön auf der Grenzfläche gegeben ist. Auf der Fläche A sei 
—oy/on = s„; außerdem muß y» im Unendlichen entsprechend 1/R? verschwinden. 
Damit haben wir im gesamten Raum einen Vektor s definiert, der in Y mit dem ge- 
gebenen s identisch ist, im gesamten Raum divergenzfrei ist und im Unendlichen 
genügend rasch verschwindet. 

Mit Hilfe des so definierten Vektorfeldes lösen wir nachstehende Gleichungen in 
der unter 1.15.4. behandelten Weise für den gesamten unendlichen Raum: | 


rtv —=Ss, 
dvv=0. 


Es wird also ein divergenzfreier Vektor gesucht, dessen Rotation gleich s ist. Dieser 
Vektor ergibt sich nach 1.15.4. zu 


uf (sa 1 (gradoyQ) 4, \ 
me GE Q) 12 u dr r(P,Q) 're) | 
V Y’ 


wobei sich das zweite Integral über, den gesamten Raum außerhalb des Bereiches 
erstreckt. Der Wert der Normalkomponente des so definierten Vektors ® möge auf 
der Grenzfläche v, sein. 

Die bisher berechnete Vektorfunktion u. + ® erfüllt bereits die Beziehungen in V: 


dv(u+v)=g, 
rot u +v)=s. 
Es ist jedoch 

u+vnFhRQ), 


d. h., der für die Grenzfläche angenommene Wert stimmt mit dem vorgeschriebenen 
Wert noch nicht überein. 


gr 


Tabelle 1.I Zusammenfassung der wichtigsten Zusammenhänge des Kapitels 1.15. 


Die zu lösenden dvv=g rotu=s dvw = 0 
Gleichungen rot® = 0 divu=0 rot w = 0 
Gültigkeitsgebiet | der ganze Raum der ganze Raum endlicher Raumteil, begrenzt durch die Fläche A 
Vu k(r,) = h(Q) (r,) Q 
Dr — FU rı)= 
Gegebene Größen g(r) s(r) m" er) = pl) 
(Neumannsches Problem) (Dirichletsches Problem) 
_ eonst Is(r)| = Bun 
Bedingungen für die R 3 Fuß Ri+2 R>oo R $ h(r,)dA = 0 _ 
gegebenen Größen 0 i>0 Ä 
divs=0 
Gesuchte Größen v(r) u(r) w(r) 
v=—gradp u=r0tA w= —gradp 
wo wo wo 
1 i 1 06 
Lösung e-. [rau = -— Ip — dA 
1 q 1 Ar on dr ön 
oe=—- | -dV | A=— | -dV A 4 
In) r 4) r ST: 1 REIT : 
v v K ist die Lösung eines @ ist die Lösung eines 
speziellen Neumannschen | speziellen Dirichletschen 
Problems Problems 
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Wenn wir jetzt mit Hilfe von 1.15.5. die Vektorfunktion ww bestimmen, und zwar 
derart, daß im Raumteil V/ 


rttw=0, divw=0 


gilt, hingegen auf der Fläche die Beziehung 


0 
© = h(Q) — (u+0, = -— 
on 
besteht, so erfüllt die so definierte Vektorfunktion 


t=u+v+w 


sämtliche Bedingungen. Um 0 zu bestimmen, müssen wir das Neumannsche Problem 
der Potentialtheorie lösen, wie wir es schon im vorigen Punkt getan haben. ww wird 
also 


1 
w(P) = —gradp „—- ® K(P,Q) [-h(Q) + (u + v),]dAo, 
A 


wobei K(P,@) eine Greensche Funktion zweiter Art ist. Die durrccht=u+v+w 
definierte Vektorfunktion genügt also den Gleichungen 


dvt=g, rott=s, 4=hR). 
Damit ist unsere Aufgabe gelöst. 
In Tab. 1.1 sind die wichtigsten Ergebnisse des Kapitels 1.15. zusammengefaßt. 


Zum Schluß soll ein Reziprozitätssatz abgeleitet werden. Es sei ein — eventuell durch 
mehrere Flächen abgegrenzter — endlicher Raumteil gegeben. In ihm seien zwei „Verteilungen“ 
9. und g, als Divergenzen zweier verschiedener rotationsfreier Vektorfelder bekannt. Es gelten 
also die folgenden Gleichungen: 


divv,=9,; rot%,=0, d.h, %,= -gradgp, 

div, = 9%; rot®,—=0, d.h, 9%, = —grad op. 

Bilden wir den Ausdruck div [9,®, — 9,0], so erhalten wir dafür 

div (Ppda — Pady) = Pb Aiv dv, + %, grad p, — Pu divo, — ©, grad. 
— 99a — Vady — PaIn + Vod, = IaPo — IoPa- 

Nach dem Gaußschen Satz gilt aber 


f div (9%, — Yadı) AV = $ (Pa — Padı) AA. 
V A 
Wir erhalten also 


$ (pova — Par) AA = [ (gu95 — 99a) AV. 
4 V 


Wenn man hier als „Hilfsfeld‘“ v, das Feld einer Punktladung wählt, so erhält man unmittel- 
bar Gl. (27). Ein Reziprozitätsgesetz für Wirbelfelder siehe Abschnitt 4.13. 


2. Statische und stationäre Felder 


Im Abschnitt A behandeln wir den Zusammenhang zwischen 
Feld und Ladung. Hier begegnen wir auch einigen speziellen 
Anordnungen von Punktladungen, den Multipolen, die in der 
Theorie eine wichtige Rolle spielen. Mit den praktisch wich- 
tigen Aufgaben der Randwertprobleme beschäftigen sich die 
Abschnitte B bis H. Im Abschnitt I wird schon der Einfluß der 
Materie auf das elektromagnetische Feld berücksichtigt. End- 
lich wird das magnetische Feld stationärer Ströme behandelt (J). 


A. Bestimmung des elektrischen Feldes 
aus einer gegebenen Ladungsverteilung 


2.1. Bestimmung des Feldes aus der räumlichen Ladungsdichte 


Wir haben in Kapitel 1.13. die Grundgleichungen der Elektrostatik aufgestellt. Sie 
lauten | 


rt E=0; dvD=o. (1) 
Beschränken wir uns auf den Fall des Vakuums, so gilt auch 
D= .£E, 
wobei &, = 8,854 - 10-12 As/Vm ist. 
Die Grundgleichungen nehmen also folgende Form an: 
rt E=0; div E= —. (2) 
o 


Unsere Aufgabe besteht nunmehr darin, die elektrische Feldstärke zu ermitteln, 
wenn die Divergenz der Feldstärke gegeben ist. Wir wissen außerdem, daß die Ro- 
tation der Feldstärke überall Null ist. Diese Aufgabe wurde im Kapitel 1.15.3._ be- 
handelt. Wir hatten dort ein wirbelfreies Feld zu bestimmen, dessen Divergenz be- 
kannt war. Bekanntlich kann die elektrische Feldstärke in solchen Fällen als der 
negative Gradient einer Potentialfunktion U angesehen werden. Es gilt also: . 


E= -gradV. (3) 
Für diese Potentialfunktion können wir unter Verwendung der Beziehung divE=o/s 


nachstehende Differentialgleichung aufstellen: 


div E=-divged U=4U = —. (4) 


& 
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Gibt man den Laplaceschen Ausdruck AU in kartesischen Koordinaten an, so erhält 
man 


U AU U o 
en AR SE I 5 
0x° T oy? + 023 &g 0) 


Die Potentialfunktion U erfüllt also die Laplace-Poissonsche Gleichung. An den 
Stellen des Raumes, an denen keine räumliche Ladungsdichte vorhanden ist, gilt 
die einfachere Laplacesche Gleichung: 
UT 3 U DU 
AU = — + — + — =. 6 
0x° r oy? e 02° w 


Die Lösung der Gl. (5) ist bekannt. Durch die Beziehung 1.15.(28) 


de 3 a (7) 


erhält man nämlich für das Potential in einem beliebigen Punkt P(x, y, z) des Raumes 


- EEE, 7-0 
Yo 
Zee A 
Br r Z (8) 
v 


Wir betrachten jetzt den Spezialfall eines begrenzten Volumens mit kleinen Ab- 
messungen. Bis auf dieses Volumen sei oe im ganzen Raum gleich Null. In einem be- 
liebigen Punkt des Raumes können wir den Wert des Potentials mit Hilfe von Gl. (8) 


U(z, y, 2 


Q 
Ur)- Fr ET 


Q 
Eee T2 


Abb. 2.1 Potentialbereehnung einer Ladung, die 
sich in einem Volumen kleiner Dimensionen befindet 


aygdV 3 


errechnen. Sind wir von diesem ladungserfüllten Volumen der Abb. 2.1 genügend 
weit entfernt, so werden die Abstände zwischen dem Aufpunkt und den einzelnen 
Raumelementen ungefähr gleich sein. Also kann der Wert r vor das Integralzeichen 
gesetzt werden, und damit wird | 


1 1 1 
Ur —- !od/ = ° (9) 
Are, r Arne, Tr 
v 
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In dieser Beziehung bezeichnen wir den Ausdruck I odV mit Q und nennen ihn 


v 
die Ladung. Es ist offensichtlich, daß Q dasselbe Potential aufbaut wie in der elemen- 
taren Elektrostatik die Punktladung. Da die Feldstärke als der negative Gradient 
des Potentials darstellbar ist, gilt: 

Besen en 


{1} an . 
4re, dr r Are, r? 


(10) 


Während also das Potential der in einer Kugel von kleinem Radius untergebrachten 
Ladung dem Abstand umgekehrt proportional ist, ist die Feldstärke dem Quadrat 
des Abstandes umgekehrt proportional. In dieser Beziehung ist auch schon das 
Coulombsche Gesetz enthalten. Die auf eine Punktladung Q,, welche von der Punkt- 
ladung Q, um den Abstand r entfernt liegt, einwirkende Kraft beträgt 


F-02- 19% 

Are, 7° 
Wir ersehen daraus, daß die ausschließlich für die Feldstärke aufgestellten Maxwell- 
schen Gleichungen auch. das zwischen den Ladungen bestehende sogenannte Fern- 
wirkungsgesetz richtig angeben. Hierbei bedienten wir uns auch des Ausdruckes der 
Kraftwirkung, der aus der Energiegleichung abgeleitet wurde. 


1: 


Abb. 2.2 Potentialberechnung in einem beliebigen 
Raumpunkt 


d P(x,y,2) 


Nachdem wir jetzt schon wissen, daß die Beziehung 


das Potential einer in einem kleinen Rauminhalt angebrachten Punktladung liefert, 
können wir Gl. (8) folgendermaßen auslegen: 
In dem Volumen dP ist die Ladung o dV vorhanden. Betrachten wir diese Ladung 
als eine Punktladung, so erhalten wir im Punkt P das Potentialelement 
u 0 (11) 
An, Tr 


Die Superposition dieser Potentialwerte liefert den Potentialwert (8) (Abb. 2.2). 
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2.2. Multipole 
2.2.1. Der Dipol 


Neben dem Feld der Punktladung spielt in der Praxis auch das Kraftfeld von zwei 
nahe beieinander liegenden gleich großen Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens, 
des sogenannten Dipols, eine große Rolle. Bringen wir die Ladungen —Q und +Q 
wie in Abb. 2.3 im Punkte D nebeneinander an, so erhalten wir im Punkt P den 
Potentialwert 


De a a ur 


Arne, \r,  r- Are, \r, r_ Are, \r-+ ll |r_| 


Abb. 2.3 Zum Begriff des Dipols 


-Q 1 


Nach der Definition des Gradienten gilt 
1 1 

r_ +1 _ Ir 

wenn der Abstand |!| gegenüber dem Abstand |r| sehr klein ist. Mit dem Index D 


wird angedeutet, daß bei der Gradientenbildung nur die Koordinaten des Punktes D 

als Veränderliche angesehen werden. Mithin gilt 

U(P)xz Ki grad» _ (2) 
r 


Are, 


1 
vw lgrad, —, 
T 


Bringen wir die beiden Ladungen einander immer näher, so nähert sich der Poten- 
tialwert im Punkt P dem Wert Null. Wenn wir aber Q inzwischen so vergrößern, 
daß das Produkt Q! = p konstant bleibt, so bleibt auch der Wert des Potentials 
konstant (besser ausgedrückt: Obige Beziehung gibt den Potentialwert immer ge- 
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nauer an), und damit ergibt sich das Potential.des Dipols zu 


EEE = grad, (3) 
Eg Tr 


Bei unserer bisherigen Ableitung differenzierten wir nach den Ortskoordinaten des 
Dipols. Wenn wir den Gradienten nach den Koordinaten des Punktes P bilden, so 
wird 


ER BES RE Sn (4) 
Are, r Arne, % r 
Es ist nämlich 
grad) I gradp . (5) 
r r- 


Die Richtung des Vektors p wie die des Vektors ! zeigt definitionsgemäß von der 
negativen zur positiven Ladung und fällt hier mit der + z-Richtung zusammen. 


70 Das Potential des Dipols kann folgender- 
| maßen umgeschrieben werden: 
2 pn 1 Ppcos® ” 
u Io r Au nr 
To: 
da grad — = > ist 


a) b). 


Abb. 2.4 Potentialverteilung eines Dipols 


Diese Potentialverteilung ist aus Abb. 2.4 ersichtlich. 
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Die Feldstärke kann jetzt einfach berechnet werden: 


E oU 1 Pc0sd% 1 2pr, 
en ee 


or 2neu 7° Aneg 7? 
1 oU 1 sin d 1 |r, x 

ern. 2 nn (7) 
r® An, r Are, 7? 


Diese drei skalaren Gleichungen können zu einer einzigen Vektorengleichung zu- 
sammengefaßt werden: 
1 cu 


— |. r+ 
Are, r? 


= (8) 


nxmxp | __1_ |iprn,. _P 
r? rl 
2.2.2. Axiale Multipole 


Zu einem Dipol oder ‚‚Multipol erster Ordnung“ gelangen wir dadurch, daß wir zwei 
gleich große, aber mit negativem bzw. positivem Vorzeichen versehene Punkt- 
ladungen, d.h. zwei Multipole nullter Ordnung, gegeneinander um I! verschieben. In 


Abb. 2.5 Herleitung des axialen Quadrupols 


ähnlicher Weise verschieben wir jetzt einen Dipol aus seiner ursprünglichen Lage 
um m und kehren dort das Vorzeichen um. Die zwei Dipole bilden jetzt einen Multi- 
pol zweiter Ordnung oder einen Quadrupol, und zwar einen axialen Quadrupol 
(Abb. 2.5), wenn m und p die gleiche Richtung haben. Das Potential des ersten 
Dipols lautet 
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das Potential des zweiten Dipols wird 


DW o1 
Are, 02 r_ 


u-WD — 


Das Potential des resultierenden Quadrupols wird also 


vd — UHD) L U-W) _ w en 2 = = , (9) 
Are, 02 \r_ Y+ 

Da 

RE | ed 1 | 1 1 1 
—— —= — | — 0- |. -m grad) — =mgrad — = m — — 

t_ 1 r_+m| |Ir|/ - r r %r 

ist, schreibt sich das Potential 

2 
Dee (10) 
Arne, && % r Arne, a? r 


Wenn wir die Abstände |?]| und |m] gegen Null, dagegen Q gegen unendlich gehen 
lassen, und zwar so, daß das Produkt 2miQ = p“® konstant bleibt, nennen wir die 
Größe p(® das Moment des axialen Quadrupols. Wir erhalten also für das Potential 


um = — — — —., (11) 


Das Miteinbeziehen des Faktors 2 in die Definition des Quadrupolmomentes ist 
natürlich erlaubt und, wie wir später sehen werden, sehr zweckmäßig. Schreiben wir 
jetzt das Potential des Quadrupols in Kugelkoordinaten auf: 


va —_ UV) 4 U-W —_ wo 08 d4 = „os d_ j (12) 
Are, \ Fr ri 
Es ist 
cosd," cos®_ cos ® 
5 775%» —m gradp 
r\ ri 


Die einzelnen Komponenten des Vektors gradp (cos 9/r?) lauten in Kugelkoordinaten: 


(13) 
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Nach Abb. 2.5 kann man die Komponenten des Vektors m bestimmen: 
m, =M C0SP; m; = -msind; m,=d. 


Für das Potential haben wir also den folgenden Ausdruck: 


(2) 
ne) le 5). (14) 


Arco r3 > 3 


Die Äquipotentialflächen und die Potentialverteilung auf einer Kugelfläche sind in 
Abb. 2.6 und 2.7 dargestellt. 


Abb. 2.6 Die Äquipotentialflächen Abb. 2.7 Potentialverteilung eines 
eines axialen Quadrupols axialen Quadrüpols auf einer Kugelfläche 


Auf ähnliche Weise können wir zum Begriff der axialen Multipole höherer Ordnung: 
gelangen und ihre Potentiale bestimmen. So erhalten wir aus zwei verschobenen. und 
mit entgegengesetzten Vorzeichen versehenen Quadrupolen den Oktopol. Das Po- 
tential des Oktopols lautet in kartesischen Koordinaten: 


p®) 1 03 1 


U®9 — (_1% ange 15a 
ni Arne, 3! a? r m 
und in Kugelkoordinaten: 
(3) 
va 2_ u (5 cos? # — 3 cos d). (15b) 
Are, rt 2 


In diesen Formeln bedeutet p'? = 3p'®m; das Moment des Oktopols, wo m; den 
Abstand der verschobenen Quadrupole bedeutet. 
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Jetzt erkennt man schon die Bildungsregel für den Ausdruck des Potentials eines 


Multipols i-ter Ordnung in kartesischen Koordinaten 
e ‚pP 11 
Vo, 2) = (1 ——— — (1ba) 
Arcey r! or 


und in Kugelkoordinaten 
f pa 1 
U%r, 9) = — —— P;(cosd), (16b) 


wo p% — ipl=Dm, das Moment des Multipols und P,;(cos 9) ein Polynom i-ter Ord- 
nung des Argumentes cos d# — das sogenannte Legendresche Polynom — bedeutet. 
In Tab. 2.1 sind die Eigenschaften der axialen Multipole zusammengestellt. 


. 


Abb. 2.8 Zur Bestimmung des Potentials 
einer Linienladung 


Um die Zweckmäßigkeit der obigen Definition der Multipole einzusehen, be- 
stimmen wir das Potential in einem beliebigen Punkt P, das von einer auf der z- 
Achse zwischen z= —! und 2= --/ gelegenen Linienladung mit der Ladungs- 
dichte g(£) verursacht wird. - | | 

Das Potential der Elementarladung dQ.= g(£) d& wird 


au= 9a, 17) 


Arregrpg 
. wobei die Bedeutung von rpg aus Abb. 2:8 zu ersehen ist. Das resultierende Potential 
wird also 

+ 


4regrpg 


9 Simonyi 


Ordnung des 
Multipols 


Anzahl der 
Punkt- 
ladungen 


Potential in 


kartesischen. 


Koordinaten 
Potential in 
Kugel- 
koordinaten 


Äqui- 


Monopol 


(Punktladung) Dipol Quadrupol Oktopol 
0 1 2 3 
| 2ı1=2 2—=4 22—=8 
1 pw ai gaı aı ee Bar! 
‚Inc, r Are, % r Inc, 218 vr An Bar 
war zeıı 
Are, Tr Are, 1? ”. 
- (5 cos? # — 3 c08 9) 
N 


potential- 
flächen 
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Nehmen wir den Punkt ? als fest an, so wird der Wert von 


rg = y- u (19a) 
1 

nur von ö abhängen. Die Funktion f(&) = B 3 kann an der Stelle /(0) = —in eine 

Taylor-Reihe entwickelt werden: Tpg r 


1-10 4+(F)_ al) et r>iei lel<ı. 
Tpg 0% 2! 06° t=0 ’ : i 


Aus Gl. (19a) folgt: 


1 1 o1 (-1)" 0° 1 
Tpg Tr 0% Tr n! "Tr 


(19b) 


Das Potential der gesamten Linienladung kann also folgendermaßen geschrieben 
werden: 


[| 


+ 
1 Jı 1 2ıl , | 
— — |, d bear +.+1. 20 
run 3 Er dar ar de + ı He (arar (20) 
l a) 


UP) = 


Diese Gleichung läßt folgende Deutung zu: Das Potential einer Linienladung kann 
in erster Näherung als das Potential einer Punktladung mit der Gesamtladung 


betrachtet werden. In zweiter Näherung muß man schon den Einfluß eines Dipols 
mit dem Moment 


+1 


Pr = [adcd (21) 


—I 


berücksichtigen. Das dritte Glied in G]. (19b) entspricht dem Potential eines Quadru- 
pols vom Moment 


+ 
pa = [ gie) Lrdk. (22) 
1 


9* 
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Die weiteren Glieder der Taylorschen Reihe geben die Potentiale der Multipole 
höherer Ordnung an. 

Wenn essich um Punktladungen handelt, die beliebig auf der z-Achse verteilt sind, 
erhalten wir für die Momente der Multipole: 


"==: =; = NR. (23) 


Kehren wir wieder zu dem Fall der stetig verteilten Linienladung zurück. Der 
Abstand >, kann nach Abb. 2.8 auch folgendermaßen geschrieben werden: 


rpg = Vr? + £? — 2rd cos®. (24) 


Für das Potential erhalten wir damit 


+ + 
\2 -!/, 
u, |, wa [-|1+() 24.000] glodt. (8) 
Are, / Tpo Arco r r r 
Br ar 


Wir entwickeln jetzt 1/rpo in eine Binomialreihe: 


!ı 
14) -2& 000] tr lo) 
Tr Tr r? 2 3 


T r® 


te r>iI>]l. (26) 


Die hier- vorkommenden Polynome P,(cos 9) sind definitionsgemäß die Legendre- 
schen Polynome. Diese ergeben sich automatisch, wenn die Reihe nach den Potenzen 
von 1/r geordnet wird. Wir haben also endgültig 


+ + +l 
Dee use: ya aaa ale) rd 
Arte r r: 
_ Er 
+42 + 7 Pı(oos 8) | rat |. e7) 


Hier haben wir die Potentiale der verschiedenen Multipole in Kugelkoordinaten er- 
halten, 

Die Tatsache, daß man das Potential einer beliebigen Linienladung auf einer 
Kugelfläche als Summe der Potentiale von Multipolen verschiedener Ordnung dar- 
stellen kann, läßt einen sehr wichtigen mathematischen Satz vermuten: Eine be- 


2.2. Multipole | | 133 


liebige axialsymmetrische Funktion, die gewisse, in der Praxis immer erfüllte mathe- 
matische Bedingungen befriedigt, kann auf der Fläche der Einheitskugel durch die 
Legendreschen Polynome dargestellt werden, ebenso wie eine periodische Funktion 
durch trigonometrische Funktionen in der Form einer Fourierschen Reihe dargestellt 
werden kann. 


2.2.3. Allgemeine Multipole 


Wenn wir einen parallel zur z-Achse gelegenen Dipol senkrecht zu dieser Richtung, 
z. B. in der Richtung der y-Achse verschieben und ihn dort umkehren (Abb. 2.9), 
erhalten wir einen allgemeineren, d.h. nichtaxialen Quadrupol mit dem Potential 


(28) 


Abb. 2.9 a) Allgemeiner Quadrupol. 
b) Allgemeiner Oktopol 


Ist n, die Richtung des ursprünglichen Dipols und wird dieser Dipol in Richtung n, 
verschoben, so haben wir das Potential des allgemeinen Quadrupols: | 


2 
ae a ne, (29) 
Arey 2 on, ONg r 


Entsprechend lautet das Potential des Oktopols 
p®) 1 03 1 


va — (—1)8 OR CERENE AN E (30) 
Are, 3! on, ONg ONz T 
bzw. des Multipols :-ter Ordnung 
| 0 1 
vn = (yi I _ ———_ —, (31) 


wo 
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Der Faktor (—1)? tritt deswegen auf, weil bei der Verschiebung des Multipols nach 
den Koordinaten des Multipols zu differenzieren ist, in der Endformel dagegen nach 
den Koordinaten des Aufpunktes, d.h. des Punktes, in welchem das Potential ge- 
sucht wird. Dieser Übergang bringt jedesmal den Faktor — 1 mit sich. Die Potentiale 
der allgemeinen Multipole können auch in Kugelkoordinaten ausgedrückt werden. 
Da diese Potentiale keine Axialsymmetrie aufweisen, sind die entsprechenden Aus- 
drücke verwickelt. Der Einfachheit halber untersuchen wir das Potential eines 
Quadrupols, der durch Verschieben eines in die Richtung der —z-Achse zeigenden 
Dipols in der Richtung der x-Achse entsteht. Es wird nach Abb. 2.10: 


Are, U'% — IQm grady en (32) 


r 


Die Komponenten des Vektors m sind: 


MP =MCOSPCco8d; m, =mcospsind; m,=0. (33) 


Mp-mEos p sin” 


Abb. 2.10 Zur Ableitung des Potentials eines Quadrupols 


cos % 


Bei Berücksichtigung der Ausdrücke der Komponenten des Vektors grad 


entsprechend Gl. (13) haben wir gr 
ImQ ’ i 
Inc, U — —- [2 cos # sin # cosp + cos# sin # cos p] (34) 
r 
‚oder 
u — an p') ve sin d COS # cos p. (35) 
Are, r? 2 


Die Potentialverteilung ist in Abb. 2.11 dargestellt. 
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Das Potential eines allgemeinen Multipols n-ter Ordnung hat in Kugelkoordinaten 
die Form 


RR | S (Anm C08s mp + b,m sin mp) P' (cos 9), (36) 
m=0 


Are, r"r1 


Un — 


wo P”(cos d) die adjungierte Legendresche Funktion bedeutet. 

Das Potential einer beliebigen räumlichen Ladungsverteilung kann als Summe der 
Potentiale von Multipolen verschiedener Ordnung dargestellt werden. Diese Multi- 
pole befinden sich alle im Ursprung des Koordinatensystems. Es ist nämlich nach 
Abb. 2.12 


AU — 1 ein 1 odV (37) 


Abb. 2.11 Potentialverteilung eines Abb. 2.12 Zur Bestimmung des Potentials 
Quadrupols auf einer Kugelfläche einer beliebigen Ladungsverteilung 


Entwickeln wir jetzt wieder die Funktion 1/rpg in eine Taylorsche Reihe, so ver- 
ändert sich dieser Ausdruck zu 


ar fı 1 1 eo 1 
au 2 | -(s Haar 


der öoy r % r 


Are, r 
1/,@ 1 0 1 0 1 02 1 @ 1 
PER 7 1 REBEL Ba RER ER En 2 — 
+3(: FR ee 02% - : Br Ser: 
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Die Reihe konvergiert, wenn 


r>R>Vetnr+E, (39) 


wo R den endlichen Radius einer Kugel bedeutet, die alle Ladungen in sich ein- 
schließt. Um das Potential zu erhalten, haben wir nach den Koordinaten £, n, & zu 
integrieren. Das erste Glied wird: 


PRESS (40) 


Are, r Are, r 


Hier haben wir wieder das Potential einer Punktladung als erste Näherung. 
Das zweite Glied entspricht dem Potential eines Dipols mit dem Moment 


pw = [oEdV; pm (ondV; pW= [edaV. (1) 
12 14 


Yv 


Das Quadrupolmoment der Ladungsverteilung wird durch die folgenden sechs Größen 
charakterisiert: 


„= [e®dV; PM [dV; p®=[eoldV; (42) 
14 14 14 


2, — [en dV; gpW — [e& av; pp — (nidV. 
v 12 


v 


Daraus folgt, daß sich das Quadrupolmoment durch einen Tensor darstellen läßt: 


Pız Pıy Pr: Pxry  Pyx» 
P>=1[Py " Pıy Pu mit Px: = Pr: (43) 
Pız Pıy Pz Pyz — Pr 


Die weiteren Glieder in Gl. (38) stellen die Potentiale von Multipolen höherer 


Ordnung dar. 
Die Ausdrücke für das Potential der Multipole werden übersichtlicher, wenn wir 
folgende neue Bezeichnung einführen: 


>21; Ee>5; 
ya > Yetyf+ren=r Yetf+l=n. 
20: Ss; 


Das Potential schreibt sich jetzt als Summe der Potentiale eines Monopols, eines 
Dipols, eines Quadrupols usw.: 


U=- TO L- UWLUDL.., 
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wo die einzelnen Glieder der Reihe nach folgende Form haben: 


feto) av 
vo U -; (44) 
Are, Tr 
[es av : 

uvm _ _— 7 I — 2 = (45) 

i=1,2,3 TE 0x; r 

&£, dV gigjgk 
a PIE Is 1 92 12 Jens 1 Pe 1, 
ae An 3 2 mom rn ie Ans 2 Omlönlddk vr’ 
k=1,2,3 
(46) 
ogiElEk AV 
um = (—1)” > Fi IF PERS 1 BEE 2, (47) 
i+j+k=n Are, n! 0x} 0x), Oxck Tr 


In den bisherigen Betrachtungen haben wir für den Tensor des Quadrupolmomentes 
den folgenden Ausdruck erhalten: 


Pie = [ er AV. (48) 
14 


Da die Funktion 1/r der Laplaceschen Gleichung genügt, d. h., da Al/r =0 (r #0) 
ist, ändert sich das Potential des Quadrupols nicht, wenn zu dem Tensor p ein 
Tensor A6;, addiert wird. Dann wird nämlich zum Potential der Wert 


17) 1 
00; 0% 7 r 


1 
addiert, was tatsächlich gleich Null ist. Wählen wir für A den Wert — — ro, d.h., 
wählen wir den Momententensor in der Form 3 


1 
= ’ 0 (& on 3) av, (49) 
v 
dann erhalten wir für die Summe der Diagonalelemente den Wert Null: 
1 
rar -I3an=t. (50) 


Daraus erhellt die Verknüpfung der einzelnen Komponenten des Momententensors: 
Infolge der Symmetrie nimmt die Anzahl der Elemente von 9 auf 6 ab, und infolge 


138 


2. Statische und stationäre Felder 


der obigen Gleichung vermindert sie sich noch um 1, also insgesamt auf 5. Es sei 


bemerkt, daß in der Physik meist der Ausdruck 


Pr = 1 o(BE;& — rad) AV 
1% 


(51) 


benutzt wird. In diesem Fall haben wir aber im Potential U'® nicht mit dem Faktor 


1/2!, sondern mit (1/2!) (1/3) = 1/6 zu rechnen. 


Abb. 2.13 Zur Bestimmung des Quadrupolmomentes 
eines homogen gefüllten Ellipsoids 


Zum Schluß sei als Beispiel das Quadrupolmoment eines Rotationsellipsoids mit 
homogener Ladungsdichte berechnet (Abb. 2.13). Die Gleichung des Ellipsoids lautet 


Aus Symmetriegründen gilt 


Pıy = Pız = Pyı = 0, 
dagegen 


+b 


pd= [ o&?dV = [ altnr: dt. 
PR 


—d 


(52) 


(53a) 


(53b) 


(94) 
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ist, gilt: 
b 
C2 Ara2b?-. Ar b? b? b2 
2 a 15 MEERE I: — — abo — = Vo — =Q0 —. 55 
= [mr lı- ae N 
X: 
Ähnlich 
| Qa? 
ad er (56) 
So erhalten wir den Momententensor 
2 2 
a 0 Do 00 0 
5 5 
2 2 
Po &o|=-)0 & 0o/+[o o 0 (57) 
2 2 2 _02 
vo 00 00 EN 
5 5 5 


Wie wir schon früher bemerkt haben, ergibt das erste Glied den Potentialwert Null: 


2 2 2 2 2 
it Int eye (58) 
5 5) r 

Das Potential, hervorgerufen durch das Quadrupolmoment des. Rotationsellipsoids, 
ist also 


zw _  W-AFL (89) 


2.3. Bestimmung des Potentials der Flächenladungen 
und Doppelschichten 


Es sei die Fläche A mit einer veränderlichen Flächenladungsdichte o(r,) versehen. 
Ein ausgeschnittenes Flächenelement dA besitzt die Ladung « dA, die als punkt- 
förmig betrachtet werden kann. Das Potential dieses Ladungselementes jst also 


1 0dA 


Are, Fr 


dU= 


140 2. Statische und stationäre Felder 


Hier bedeutet r den Abstand zwischen dem Flächenelement dA und dem Aufpunkt 
P. Das resultierende Potential im Punkt P wird also. 


U - 1 re a) 
Are, r 
A 


Es ist leicht einzusehen, daß das Potential stetig durch die Fläche A geht, während 
oU/ön sich sprunghaft ändert (Abb. 2.162). Wenn. wir nämlich den Gaußschen Satz 
auf die geschlossene Fläche in Abb. 2.14 anwenden, erhalten wir 


Bey ER (+), 
ONg on, on on 


Es wird also 


oU c ou 
te), 


Untersuchen wir jetzt das Feld der Doppelschicht. Eine Doppelschicht entsteht da- 
durch, daß wir zwei dicht benachbarte Flächen mit einer Ladungsdichte von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen versehen. Die gegenüberliegenden Punkte sollen La- 
dungen von gleichem Absolutbetrag besitzen, der sich aber entlang der Fläche ver- 


2 \ 
Li + \ttu 


+ 
„57T \n 
(02 


\ ee 
a—\n, 


Pixy,z) 


Abb. 2.14 Zur Bestimmung des Abb. 2.15 Zur Bestimmung des Potentials 
Potentials einer Flächenladung einer Doppelschicht 


‘ändern kann. Als Moment der Doppelschicht wird der Vektor v = Anon definiert. 
Darin bedeutet An den unendlich kleinen Abstand der Fläche; o die Ladungsdichte, 
die so über alle Grenzen wächst, daß Ano endlich bleibt; n den auf beiden Flächen 
senkrecht stehenden Einheitsvektor, der von der negativ geladenen zur positiv ge- 
ladenen Fläche zeigt. Nach Abb. 2.15 wird das Potential eines Elementes der Doppel- 
schicht 


dU = 


odA EEE. — . 
Are, r+dr r Arey 
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Es wird also 


U-— | vorad — aa = 
Tr 


Arte 0. 
A 


[era a4 - - az (2) 
r 


TEg Arey , on r 
A 


Die Doppelschicht hat einige interessante Eigenschaften: OU/ön geht stetig hin- 
durch, dagegen zeigt das Potential auf der Fläche einen Sprung (Abb. 2.16b). Durch 
Anwendung des Gaußschen Satzes erkennt man sofort, daß dU/ön auf beiden Seiten 
den gleichen Wert haben muß, da die Gesamtladung jedes Elementes der Doppel- 
schicht immer Null ist. 


Abb. 2.16 Beim Durchgang durch die ge- 
ladene Fläche verläuft das Potential stetig, 


die Feldstärke hingegen ändert sichsprung- Pix,y,z) 

haft (a); an der Doppelschicht springt das == 

Potential, und die Feldstärke verläuft ste- Abb. 2.17 Raumwinkel des Flächen- 
tig (b) elementes 


Um die Größe des Potentialsprunges bestimmen zu können, untersuchen wir die 
geometrische Bedeutung des Potentials einer speziellen Doppelschicht, nämlich einer 
Doppelschicht mit konstantem Moment. Nach Abb. 2.17 soll die Fläche A ein kon- 
stantes Moment haben. Das Potential wird, wie wir schon gesehen haben, 


U(x,y,2) = “ Paz 


Arco on Tr 
4A 
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Aus Abb. 2.17 ist sofort ersichtlich, daß 


BR dA = ara u EP cos = —d2. 

on r r r? 

Dies bedeutet aber nichts anderes als die Projektion des Flächenstückes dA auf die 
Einheitskugel, mit anderen Worten den Raumwinkel, unter dem das Flächenstück 
dA von dem Punkt aus gesehen wird, in welchem das Potential gesucht wird. Das 
resultierende Potential wird also 


2. (3) 


Abb. 2.18 a) Der Raumwinkel einer geschlossenen Fläche ist in einem Innenpunkt 4r. b) Der 
Raumwinkel einer geschlossenen Fläche an der Fläche selbst ist 2r. c) Der Raumwinkel einer 
geschlossenen Fläche ist in einem Außenpunkt 0. 


In Worten ausgedrückt: Das Potential einer Doppelschicht mit konstantem Mo- 
ment » ist in einem beliebigen Raumpunkt P proportional zum Sehwinkel, unter 
welchem die Doppelschichtfläche vom Punkt P aus erscheint. Bei der Ableitung der 
Gl. (3) haben wir einem Flächenstück einen positiven Sehwinkel zugeschrieben, wenn 
sein Normalvektor von uns weggerichtet ist. 

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt sofort, daß eine geschlossene Doppelschicht 
in jedem inneren Punkt ein Potential —»/&, verursacht, da der Sehwinkel einer ge- 
schlossenen Fläche gleich 4r ist. In einem äußeren Punkt ist der Sehwinkel dagegen 
gleich Null, da nach Abb. 2.18 die geschlossene Fläche durch die tangierenden Ge- 
raden in zwei Teile geteilt wird, die gleichen Sehwinkel mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen besitzen. Der Sprung des Potentials beim Durchgang durch die Fläche ist 
also 


0 — (je) = +rleo; 
d.h. 
U, — U, =vlo- (4) 
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In einem Punkt auf der Fläche wird der Sehwinkel 2x; das Potential wird also : 
—v/2e,, d.h., es nimmt gerade den Mittelwert des inneren und äußeren Potentials 
an. 

Zwei parallele, sehr eng benachbarte und mit gleicher Ladung von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen versehene Ebenen (Kondensator) können als eine Doppel- 
schicht von konstantem Moment betrachtet werden, wenn das Feld in großem Ab- 
stand, d.h. das sogenannte Streufeld des Kondensators, untersucht wird. Das Mo- 
ment der Doppelschicht hat den Wert » = &g(U} — U;,). Danach erhalten wir das 
Potential für jeden beliebigen Punkt, wenn wir den Raumwinkel der Platten von 
diesem Punkt aus mit diesem Moment multiplizieren. So können wir z. B. feststellen, 
daß die Feldstärke in großer Entfernung von den Kondensatoren (also die Intensität 
des Streufeldes der Kondensatoren) mit der dritten Potenz der Entfernung ab- 


Abb. 2.19 Äquipotentialflächen 
des Streufeldes eines Kondensators 


nehmen wird. Der Raumwinkel verkleinert sich nämlich mit der zweiten Potenz. 
Da man die Feldstärke aus der Ableitung des Raumwinkels nach der Entfernung 
erhält, ergibt sich die Veränderung mit der dritten Potenz. In der Ebene der beiden 
Kondensatorplatten, die als zusammenfallend betrachtet werden können, ist der 
Winkel überall gleich Null. Dies bedeutet natürlich nicht, daß hier auch die Feld- 
stärke Null vorhanden ist, es bedeutet lediglich, daß die Feldstärke keine in diese 
Ebene fallende Komponente besitzt, d. h., daß die Feldstärke überall senkrecht zur 
Ebene der Koöndensatorplatten steht. Wir können die Punkte, von welchen der Kon- 
densator unter demselben Winkel erscheint, auch qualitativ bestimmen. Diese Punkte 
bilden die Äquipotentialflächen. Die Kraftlinien werden zu diesen überall senkrecht 
verlaufen. Auf diese Weise erhalten wir die Abb. 2.19. 

Wir untersuchen jetzt die Potentialänderung entlang einer Geraden, die auf einer 
eine Doppelschicht mit konstantem Moment tragenden unendlichen Ebene senkrecht 
steht (Abb. 2.20). Der Raumwinkel der unendlichen Ebene beträgt in sämtlichen im 
Endlichen gelegenen Punkten 2r. Somit wird das Potential, solange wir uns links 
von der unendlichen Ebene befinden, überall den Wert —»/2e, besitzen. Befinden 
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wir uns auf der Ebene, so ist der Raumwinkel Null, da die Ebene dann aus der Ein- 
heitskugel den Umfang eines Kreises, also ein solches Gebilde ausschneidet, dessen 
Fläche Null beträgt. Nach Durchschreiten der: Ebene wird der Raumwinkel —2r, 
weil jetzt das Moment der Doppelschicht die zur positiv angenommenen Normalen 
entgegengesetzte Richtung besitzt. Wir sehen, daß der Sprung des Potentials tat- 
sächlich v/e, beträgt. Außerdem gilt auch hier, daß der Potentialwert auf der Fläche 
selbst der Mittelwert der für die eine und die andere Seite genommenen Grenzwerte 
sein wird, also | 


U, + = Un, 6) 


wobei U, bzw. U, die auf der linken bzw. rechten Seite angenommenen Grenzwerte, 
U„ den Wert auf der Fläche bedeuten. 


Abb. 2.20 Potentialänderung in der Umgebung 
einer mit Doppelschicht belegten unendlichen 
Ebene mit konstantem Moment 


Bei einer endlichen Ebene verändern sich die Verhältnisse entsprechend Abb. 2.20 
nur insofern, als der Potentialwert, während wir uns längs der Normalen der Ebene 
nähern, nicht konstant ist, sondern sich mit dem Anwachsen des Raumwinkels 
vergrößert oder verkleinert. Wir finden aber auch an dieser Stelle dieselbe Gesetz- 
mäßigkeit wie im vorher betrachteten Fall. Der Potentialsprung wird also gerade 
yle, sein. Außerdem wird der Wert auf der Fläche den Mittelwert der rechts- und 
linksseitigen Grenzwerte darstellen. 

Der hier für einige Spezialfälle bewiesene Satz besitzt auch allgemeine Gültig- 
keit. Beim Durchschreiten einer Doppelschichtfläche in Richtung der positiven 
Normalen springt der Potentialwert um »v/e,, und für den auf der Innenseite änge- 
nommenen Grenzwert U, und den auf der Außenseite angenommenen Grenzwert U, 
sowie für den Wert auf der Fläche U„ gelten nachstehende Bedingungen: 


De Ne ee, (6) 
2 & 
also 
DE SeV, EEE VER (7) 
280 2E9 
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d.h., daß der Potentialwert auf der Fläche den Mittelwert der Innen- und Außen- 
grenzwerte bildet. Mit dem Beweis dieses Satzes befassen wir uns nicht, obgleich diese 
Beziehung später noch kurz verwendet wird. 


2.4. Anschauliche Erklärung der sprunghaften Änderung 
des Potentials und der Feldstärke 


Wir versuchen nachstehend zu veranschaulichen, wie der Feldstärkesprung bei 
einer Flächenladung zustande kommt, während das Potential stetig bleibt, und wie 
der Spannungssprung bei einer Doppelschicht entsteht, während die Feldstärke stetig 
durch die Fläche geht. 
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Abb. 2.21 Anschauliche Deutung des Feldstärke- 
sprunges bei Flächenladungen 


Gehen wir dazu von einem Kraftfeld aus, das durch die Ladungen in einem schicht- 
artigen Gebiet erzeugt wird (Abb. 2.21). Wenn wir dieses Volumen immer schmaler 
machen, während wir die darin befindliche Ladung konstant halten, so gelangen wir 
zu einer ebenen Fläche und zu der Ladungsdichte auf dieser Fläche. Untersuchen wir 
nun qualitativ die Änderung der Feldstärke entlang einer auf dieser Ebene senk- 
rechten Geraden. Wir denken uns in verschiedenen Punkten dieser Geraden eine 
Einheitsladung angebracht und untersuchen die auf sie wirkende Kraft. Die in der 
Abbildung angezeigte Richtung wählen wir als die positive Richtung. Das Kraftfeld 
wird immer. stärker werden, je mehr wir uns mit der Einheitsladung der Fläche 
nähern. Das Maximum wird erreicht, wenn wir zur Grenzfläche des mit Ladung 
versehenen Volumens gelangen. Im Mittelpunkt des Volumens wird die Kraftwirkung 
verschwinden, weil die Probeladung von der rechten und der linken Seite durch gleich 


10 Simonyi 
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große Ladungen gleichen Vorzeichens beeinflußt wird. Jenseits des Mittelpunktes 
werden die positiven Ladungen unsere positive Einheitsladung abstoßen. Also wird 
jetzt die Richtung des Kraftfeldes mit der gewählten positiven Richtung überein- 
stimmen, d.h. positiv sein. Dementsprechend erhalten wir die aus Abb. 2.21a 
ersichtliche Kurve. Gleichzeitig gibt die Potentialdifferenz jene Arbeit an, die geleistet 
werden mußte, um die Einheitsladung aus dem Unendlichen an die betreffende Stelle 
zu bringen. Diese Arbeit nimmt zuerst zu. Sie besitzt ihren Maximalwert, wenn wir 
zur Mitte der Ladungen gelangen. Wenn wir uns danach entlang der betrachteten 
Geraden fortbewegen, wird das Kraftfeld eine Arbeit leisten, da. es in der Fort- 
bewegungsrichtung wirkt. Somit vermindert sich die geleistete Arbeit immer mehr, 
‚bis sie im Unendlichen wieder zu Null wird. So erhalten wir die Abb. 2.21b. Außerdem 
ergibt sich diese Kurve auch durch Integration der über ihr liegenden Feldstärken- 
kurve. Es ist offensichtlich, daß der Übergang vom positiven Wert der Feldstärke 
zum negativen bei Verringerung der Dicke immer steiler wird, bis wir im Fall der eine 
Flächenladung tragenden ebenen Platte die gestrichelt eingezeichneten Linien 
erhalten. Wie wir sehen, erhält die Feldstärke auf einer unendlich kleinen Strecke das 
entgegengesetzte Vorzeichen, d.h., sie springt, während die Potentialkurve stetig 
verläuft, aber einen Knick besitzt. Dieser Knick der Potentialkurve allein weist schon 
darauf hin, daß die Ableitung des Potentials an dieser Stelle unstetig ist. 

Um auch die bei. der Doppelschicht auftretenden Verhältnisse veranschaulichen zu 
können, bringen wir die in Abb. 2.22 gezeigten beiden positiv bzw. negativ geladenen 
ebenen Platten näher zueinander, und zwar so, daß wir dabei die Ladung in dem 
Verhältnis erhöhen, in dem der Abstand herabgesetzt wird. Gehen wir mit der Probe- 
ladung näher heran, so wird auf der linken Seite die Wirkung der negativ geladenen 
Platte stärker zur Geltung kommen, da diese näher liegt. Sie wird also unsere Ein- 
heitsprobeladung anziehen. Diese Anziehungskraft wird so lange anwachsen, solange 
wir die negative Platte nicht überschritten haben. Das zwischen den beiden Platten 
befindliche homogene Kraftfeld ist dem bisherigen entgegengerichtet, und da die 
Abstoßungskraft der positiven Platte und die Anziehungskraft der negativen Platte 
in derselben Richtung wirken, wird es viel größer sein als die Feldstärke außerhalb der 
Platten. Es ist annähernd konstant. Sobald wir aber die positiv geladene Platte über- 
schritten haben, wird diese die Ladung abstoßen. Die Kraftwirkung besitzt also die 
gleiche Richtung wie zu Anfang. Außerdem nimmt die Feldstärke ständig ab. So 
bekommen wir die in Abb. 2.22 dargestellte Kurve. 

Wir betrachten nun die Arbeit, die geleistet werden mußte, um unsere Probeladung 
in die verschiedenen Punkte des Raumes zu bringen. Diese Arbeit ist negativ und 
verringert sich, solange wir die negativ geladene Platte nicht überschritten haben. 
Bisher wurde also die Arbeit durch das Kraftfeld geleistet. Dann leisten wir die Arbeit, 
bis wir zur positiven Platte gelangt sind. Bringen wir die Ladung noch weiter nach 
rechts, so wird die Arbeit wieder durch das Kraftfeld geleistet, und im Unendlichen 
wird die durch uns geleistete Gesamtarbeit Null. So erhalten wir die in Abb. 2.22 
gezeigte Potentialkurve. Würden wir jetzt die beiden Platten in der Weise einander 
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nähern, daß wir die Ladung konstant halten, so bliebe die Feldstärke zwischen den 
Platten konstant. Die Spannungsdifferenz zwischen den beiden Platten würde dem- 
entsprechend immer mehr abnehmen, und so würden sich die Kurven, ihren quali- 
tativen Verlauf beibehaltend, mit Ausnahme der Strecke AB der Kurve E, der Null- 
achse anschmiegen. Wenn wir aber die Ladung im selben Verhältnis vergrößern, wie 


N lg 
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A l B 
b) 1 y Abb. 2.22 Anschauliche Deutung des Potential- 

2E9 / SQ sprunges bei einer Doppelschicht [1.9] 
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der Abstand zwischen den beiden Platten verringert wird, so bleibt die Potential- 
differenz konstant. Der Abschnitt AB der Kurve E wächst über alle Grenzen an, und 
die Feldstärke zwischen den Platten geht gegen Unendlich. Wir gelangen schließlich 
im Grenzwert zur gestrichelten Kurve. Hieraus kann man ersehen, daß die Feldstärke 
einen stetigen, das Potential dagegen einen sprunghaften Übergang durch die Fläche 
besitzt. In der obigen Abbildung ist das stets anwachsende und im Grenzfall sich dem 
Unendlichen nähernde Kraftfeld, das sich zwischen den beiden Schichten der Doppel- 
schicht befindet, nicht mehr zu finden. 
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Der mathematische Begriff der Doppelschicht bildet natürlich eine Abstraktion. 
In Wirklichkeit können sehr große Ladungen tragende, nahe beieinander liegende 
Schichten als Doppelschichten behandelt werden. Dann befindet sich natürlich 
zwischen den beiden Schichten der Doppelschicht’ein sehr starkes Kraftfeld. Dies muß 
auch der Fall sein, weil der Sprung des Potentials bedeutet, daß wir entlang einer 
unendlich kleinen Strecke eine Arbeit zu leisten haben oder eine Arbeit gewinnen, 
während wir die endliche Ladung durch die betrachtete Fläche bewegen. Aber hierfür 
wird eine sehr große Kraft oder, mit anderen Worten, eine besonders große Feldstärke 
benötigt. — 

Es gilt also zusammenfassend: Im Fall einer Flächenladung weist das Potential U 
einen stetigen Übergang auf, die Ableitung nach der Flächennormalen, also die 
Normalkomponente der Feldstärke, ändert sich dagegen sprunghaft. Haben wir es mit 
einer Flächendoppelschicht zu tun, so springt das Potential, und die Ableitung des 
Potentials bleibt stetig. 


2.5. Ersatz der Raumladungen durch eine Flächenladung 
tragende geschlossene Fläche und durch Doppelschichten 


Im Kap. 1.15. konnten wir sehen, daß der Potentialwert durch die W. örte von AU 
im Innern eines endlichen Bereiches, von U und 2U/ön an den Grenzen des Bereiches 
in folgender Form ausgedrückt werden kann: 


A 1 oU 
re: — d/ — — U — — dA — — — dA. 1 
ee y) Fi: Ar on ef) r on © (1) 
4: 


Wie wir wissen, bedeutet dies nicht, daß das Potential in einem beliebigen Punkt 
des Bereiches so zu berechnen wäre, daß wir.den Wert von AU für das Innere des 
Bereiches, die Werte von U und 3U/ön an der Grenzfläche angeben und diese Angaben 
in die obige Beziehung einsetzen. So viele Angaben können ohne die Gefahr eines 
Widerspruches nicht gemacht werden. Die obige Beziehung bedeutet lediglich, daß 
die aus den im ganzen Raum bekannten Werten von U berechenbaren Werte von 
AU, U und öU/On, an den entsprechenden Stellen eingesetzt, auf der linken und der 
rechten Seite gleiche Werte ergeben. Zur Lösung der Aufgaben der Potentialtheorie 
konnte diese Gleichung in dieser Form nicht verwendet werden. Wir können für 
später jedoch eine wichtige physikalische Interpretation derselben geben. 

Denken wir uns nämlich die Ladungsdichte o, die sich im Unendlichen genügend 
rasch dem Wert Null nähert, für den gesamten Raum gegeben. Wir ermitteln nach 
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Abb. 2.23 in einem beliebigen Punkt P das Potential U aus der Beziehung 


1 
r% dV, (P=P;,oderP,), (2) 
&o r 
14 


UP) = 


Arc 


Abb. 2.23 Ersatz von 
Raumladungen durch 
Flächengrößen 


wobei wir das Integral über den gesamten Raum zu erstrecken haben. Aus der 
Beziehung (1) erhalten wir denselben Wert für den Punkt ?P = P., wie wenn wir 


i?’ 
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das Raumintegral nur über das durch eine beliebige Fläche A abgegrenzte Volumen P, 
erstrecken. Gleichzeitig müssen wir dann aber die Größen —U(ö/ön)(1/r) und 
(1/r)oU/On auch über die Fläche A integrieren. Es kann also geschrieben werden 


U(P)) = - dv 
re. Pe ER RE (3) 
Are, r 4rc r on Arc on, r 
1 A 4A 


wobei r, die nach außen zeigende Normale ist. Diesen Flächenintegralen können wir 
auch einen physikalischen Sinn zuschreiben: Die Fläche A ist mit einer Doppelschicht 
mit dem Moment 


y, =. — 0 (4) 
bzw. mit der Flächenladung der Größe 
oU Ä 
2, (6) 
on, 


zu versehen, wobei diese Größen natürlich an der Fläche A zu nehmen sind. Diese 
ersetzen die außerhalb des Volumens befindlichen Ladungen hinsichtlich ihrer 
Wirkung innerhalb des Rauminhaltes V,. Liegt der Punkt P= P/ außerhalb des 
Volumens V/,, so ist die Raumintegration von o über das Volumen P, zu bilden, und 
die Flächenintegrale sind auch jetzt über die Grenzfläche A zu erstrecken, jedoch mit 
entgegengesetztem Vorzeichen, da jetzt die aus dem Volumen P, nach außen zeigende 
Normale n, als positiv. anzunehmen ist. Somit kann die Wirkung der in PY, befind- 
lichen Ladungen ebenfalls durch die auf A gebrachte Flächenladung bzw. Doppel- 
schicht berücksichtigt werden. Es wird dabei og = —o,, va, = —»,, und es kann also 
wieder geschrieben werden 


AR IE dry 
Are, r 


’ 1 
u Ten, 
0 


av Hz Orsa ea 
4 r Ms Ar ON, r 
(2u-L I EEE N EBEN (6) 
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Wir wissen aus den UN des Kapitels 1.15.3. daß sich das Potential des 
Punktes P zu Null ergibt, sofern wir den Punkt P = P/ außerhalb des Volumens PY, 
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wählen, jedoch seine Werte aus der Beziehung (3) errechnen, indem wir die von dem 
Volumen P, nach außen zeigende Normale als positiv betrachten. Dies ist auch 
physikalisch klar. Im Punkt P,, der sich jetzt in. V, befindet, errechnen wir einen Teil 
des Potentials aus den in V, befindlichen Ladungen o, während der andere Teil 
entweder aus denin V, befindlichen räumlichen Ladungen oder aus den diese ersetzen- 
den Flächenladungen bestimmt wird. Man kann also nach (6) für den Punkt P/ 
schreiben: 


1 Lar- _L 120 14 Dede (7) 
Areg r Ar r on on, Tr 
1 A 
und so ergibt sich 
— dv + De - Ei EN (8) 
I r on Ar on, r. 
A 


d.h. U(P}) = 0. Dies bedeutet, daß in einem abgegrenzten Volumen vorhandene 
Ladungen zusammen mit den Ersatz-Flächenladungen und Doppelschichten in 
jedem Punkte außerhalb dieses Volumens den Potentialwert Null ergeben. 

Wir wählen für die Fläche A speziell eine Äquipotentialfläche des im ganzen Raum 
ausgedehnt gedachten Feldes. In diesem Fall kann der Wert von U in (3) vor das 
Integral gebracht werden, 


ud de En edlen, (9) 


da das über eine beliebige geschlossene Fläche erstreckte Integral des Gradienten 
von 1/r gerade (—4r) liefert, wenn der Punkt Pin V, liegt. Mithin wird 


U(xz,y,2) = 


rd rl (10) 
r Arc 
A 


r on 


für den im Volumen V, liegenden Punkt. Hingegen gilt für den im Volumen V, 
liegenden Punkt nach (6) 


10 
ET 


U(x, y,2) = Br 
1 


(11) 


da das ae von grad (1/r) für einen Aufpunkt außerhalb der geschlos- 
senen Fläche gleich Null ist. Für die den ganzen Raum umhüllende unendliche Fläche 
verschwindet U„. 
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Damit erhalten wir für die. Volumina V, und P, 


1 1 
U(z,y,2) — Ur = — [2av+ ER N (12) 
i Are, R r Ir r on, 
y, A 
Dagzeeyer (13) 
Are, r Ar r on 
V; A 


Wenn wir also im ursprünglichen Feld eine Äquipotentialfläche als Umhüllungs- 
fläche wählen, so können die Einflüsse der außerhalb dieser Fläche liegenden La- 
dungen durch die auf der Fläche angebracht gedachten Flächenladungen ohne 
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Abb. 2.24 Das Feld zweier Linienladungen ergibt zugleich eine ganze Reihe 
praktisch wichtiger Lösungen 


Doppelschichten berücksichtigt werden. Diese Tatsache ist in der Praxis von großer 
Bedeutung. Es sei zum Beispiel nach Abb. 2.24 das Feld der Ladungen Q,, Q, gegeben. 
Wir erhalten, wenn wir in sämtlichen Punkten einer beliebigen Äquipotentialfläche 
eine Flächenladungsdichte 


oU 


N, 


o=& 


annehmen, das ursprüngliche Feld dieser Ladungen im Innern des von den Äqui- 
potentialflächen umhüllten Raumes. Dieses Feld steht senkrecht auf der Oberfläche, 
und außerhalb des Volumens besteht ein konstantes Potential, also ein kraftfreies 
Feld. Dies bedeutet, daß das Volumen P, mit Metall ausgefüllt werden kann, ohne daß 
sich die Feldverteilung im übrigen Raum ändert. Ähnlich kann nach Abb. 2.24 auch 
das Volumen P, mit Metall gefüllt werden. In dieser Weise können wir aus den 
einfachen Feldern von Punktladungen zu unzähligen anderen Lösungen gelangen, 
die bestimmte Grenzbedingungen erfüllen. 
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2.6. Praktische Bedeutung der bisherigen Ergebnisse 


Unter Zugrundelegung unserer bisherigen Ergebnisse können wir nur einen ziemlich 
engen Kreis der in der Praxis vorkommenden elektrostatischen Aufgaben bewältigen. 
Es sind nämlich im allgemeinen weder die räumliche Ladungsdichte noch die Flächen- 
dichte oder das Moment der Doppelschicht gegeben. Nachstehend wollen wir jene 
Fälle kurz aufzählen, bei denen unsere bisherigen Ergebnisse unmittelbar angewendet 
werden können. 

Mit Hilfe der Beziehung 


1 
De [2er 
Are, :) r 
V 


läßt sich das Feld jener Ladungen berechnen, die als Punkt- oder Linienladungen 
betrachtet werden können. Die Raumladungsdichte spielt beim Funktionieren der 
Elektronenröhren eine große Rolle. Daher können im Prinzip obige Gleichungen bei 
der Ermittlung von Röhrencharakteristiken Verwendung finden. Wir können sie 
auch bei den verschiedenen Gasentladungsproblemen verwenden. 

Da sich die Ladungen im allgemeinen auf der Oberfläche der Leiter befinden, 
könnte die Beziehung 


VE. [24 
Are, r 
4A 


bei der Berechnung des elektrischen Feldes, das durch die auf den Oberflächen vor- 
handenen Ladungen hervorgerufen wurde, prinzipiell benutzt werden. Dies ist aber 
nicht möglich, da die Verteilung der Flächenladungsdichte auf der Oberfläche von 
vornherein nicht gegeben ist. Das Potential wird nicht einmal in den Fällen direkt 
mit obiger Formel berechnet, in denen die Gleichmäßigkeit der Flächenladungs- 
dichte durch die Geometrie der Anordnung gewährleistet ist, wie z. B. bei den 
Platten- und Kugelkondensatoren. | 

Wie schon erwähnt, kann das äußere sogenannte Streufeld eines Kondensators 
angenähert durch Anwendung der Beziehung 


De Paz 


ermittelt werden. 

Die im letzten Kapitel behandelte Methode besitzt schon eine größere praktische 
Bedeutung. Wir erhalten die Lösung zahlreicher wichtiger Probleme der Praxis, 
wenn wir die Äquipotentialflächen einfach berechenbarer Felder durch Metall- 
oberflächen ersetzen. 


B. Bestimmung des Feldes aus gegebenen Randwerten 
ın den einfachsten räumlichen Fällen 


2.7. Fragen der praktischen Elektrostatik 


In der Praxis ergeben sich meistens die folgenden beiden Aufgaben: 

a) Die Abmessungen und die räumliche Lage der Leiter sind gegeben, außerdem 
kennen wir auf sämtlichen Flächen die Potentiale, deren Wert auf jeder Fläche kon- 
stant ist. Es ist das Potential bzw. die Feldstärke für sämtliche Raumpunkte zu 
bestimmen, wobei überall AU =0 gilt, d.h., es sind keine Raumladungen vor- 
handen. 

b) Die Abmessungen, die räumliche Lage der Leiter und die Gesamtladung für 
jeden einzelnen Leiter sind gegeben. Wir haben für sämtliche Raumpunkte die Werte 
des Potentials und der Feldstärke zu bestimmen, wenn wieder überall AU = 0 gilt. 

In den folgenden Kapiteln werden wir uns mit der Lösung derartiger Aufgaben 
befassen. Die Ermittlung der allgemeinen räumlichen Lösung — wobei also die- 
jenigen Flächen, auf welchen das Potential verschiedene konstante Werte besitzt, 
beliebige räumliche Formen haben können — ist eine sehr schwierige Aufgabe und 
kann in sehr vielen Fällen nur graphisch, durch einen Modellversuch oder mit 
Rechenmaschinen bestimmt werden. Das Problem läßt sich aber vielfach so ver- 
einfachen, daß wir aus der geometrischen Anordnung der Elektroden auf den ein- 
fachen Aufbau der Kraftfelder schließen können. So zum Beispiel können wir den 
unendlich langen zylindrischen Leiter auf das ebene Problem zurückführen, das viel 
einfacher zu behandeln ist. Zeigt hingegen die Anordnung der Leiter eine axiale 
Symmetrie, so wird auch das Kraftfeld eine solche aufweisen, und das erleichtert 
das Suchen der Lösung schon wesentlich. Nachstehend behandeln wir diejenigen 
Lösungen eingehender, bei denen eine Leiteroberfläche so geformt ist, daß die 
Erfüllung der Grenzbedingungen keine besonderen Schwierigkeiten bereitet. 

Wir schreiben zunächst die Begriffe der Vektoranalysis in verschiedene krumm- 
linige Koordinaten um und stellen mit ihrer Hilfe die Maxwellschen Gleichungen 
ebenfalls in allgemeinen orthogonalen krummlinigen Koordinaten auf. Auf dieser 
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Grundlage können dann bereits die einfachen räumlichen Fälle, wie z. B. das Kraft- 
feld zylindrischer Elektroden oder das Kraftfeld der Kugelelektroden, erörtert 
werden. Diese Umformung gewährt uns aber weiterhin einerseits eine Hilfe bei der 
Lösung von verwickelteren Problemen und wird uns andererseits bei der Behandlung 
der Wellenerscheinungen nützlich sein. 


2.8. Die Grundbegriffe der Vektoranalysis und die Maxwellschen 
Gleichungen im orthogonalen krummlinigen Koordinatensystem 


2.8.1. Allgemeine Koordinaten, Koordinatenflächen und Koordinatenlinien. 
Das lokale kartesische Koordinatensystem 


Wir charakterisieren einen beliebigen Raumpunkt wie üblich durch den Ortsvektor r. 
Diesen Ortsvektor dachten wir bisher dadurch gegeben, daß wir den Projektionen 
dieses Vektors in die Richtungen der drei Koordinateneinheitsvektoren e,, e, und e, 
die Koordinaten x, y und z zuordneten. Dementsprechend können wir uns eine 
beliebige Skalar- oder Vektorfunktion, die eine Funktion des Ortes, also letzten 
Endes des Ortsvektors, ist, als eine Funktion der Koordinaten x, y und z vorstellen: 


ver) er oz, Y; 2) e; = oz, Y; z) e, + v,(z, Y; 2) e;. 


Wir können aber die Lage eines beliebigen Punktes auch dureh drei andere unab- 
hängige Angaben kennzeichnen. Wir bezeichnen diese z. B. mit x,, x, und x3. Auf 
diese Weise wird der Ortsvektor eine Funktion von x, 2, und 23: 


r = Tr(%, %s, %). (1) 


Dies bedeutet selbstverständlich auch, daß die kartesischen Komponenten des Orts- 
vektors ebenfalls Funktionen dieser drei Veränderlichen sind: 


I (2, %g, %a) ’ 


y= Ya, %, %s), (2) 
2 (2 X, %s) , 


Diese Gleichungen drücken eine Koordinatentransformation aus. Sie verbinden 
nämlich die neuen Koordinaten &,, x, und x, mit den alten, kartesischen Koordinaten 
x, y und 2. Um die Begriffe der vom kartesischen Koordinatensystem her gut be- 
kannten Koordinatenebene und Koordinatenachse auch in einem allgemeinen Fall 
einführen zu können, betrachten wir die Veränderliche x, als konstant. Der Wert 
dieser Konstante sei =. 

Wir untersuchen nun, wie die Gesamtheit sämtlicher Punkte im Raum gefunden 
werden kann, für die die Beziehung x, = x! gilt. Dies bedeutet also, daß der Koordi- 
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natenortsvektor nunmehr nicht eine Funktion von drei Veränderlichen, sondern eine 
solche von lediglich zwei Veränderlichen ist; mithin wird 


r= rat, %, X) 2 (3) 
Die kartesischen Komponenten des Ortsvektors haben nun folgende Form: 


x = x(d), 2, %); 


Y ya X, %s) ’ (4) 
er (27, xy, %3). 


Wenn wir unter Benutzung der beiden Beziehungen x, und x, als Funktionen von 
x und y ausdrücken und in die letzte Gleichung einsetzen, so erhalten wir eine Bezie- 
hung zwischen x, y und z in folgender Form: 


2 = pl, Yy). (5) 


Aus dieser Gleichung ist sofort zu ersehen, daß sie eine Fläche im Raum kenn- 
zeichnet. Aber auch die vorangegangenen drei Gleichungen oder die Vektorgleichung 
r —=r(x, x, 23) ergeben gerade das Parametergleichungssystem einer Fläche. Dem- 
nach bestimmt die Bedingung x, = x? eine Fläche, und zwar eine Koordinatenfläche. 


Abb. 2.25 Koordinatenachsen und Koordinatenflächen 
in einem durch allgemeine orthogonale Koordinaten 
charakterisierten Raum 


Die Bedingungen x, = x9 und x; = 29 bestimmen ebenfalls solche Flächen. Damit 
können wir durch einen beliebigen Punkt des Raumes drei Koordinatenflächen legen 
(Abb. 2.25). 

Dies entspricht vollkommen den im kartesischen Koordinatensystem in jedem 
beliebigen Punkt des Raumes auftragbaren drei zueinander senkrechten Ebenen, den 
Ebenen x = x°, y = y’ bzw. z = °. 

Wenn wir jetzt die Koordinaten x, und x; als konstant wählen, so ergeben die 
Gleichungen 


r—r(t,2,%) (6) 
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rerlt,2,2); 


y= ya, 2%, 23)» (7) 
2.—= 2(2,, 0, ad) 


die Parameterform einer räumlichen Kurve. Diese Kurve stellt gleichzeitig auch 
die Schnittlinie der Koordinatenflächen x, = x$ und x; — x3 dar, da die Bedingungen 
%, = x) und x; = x? nur an dieser Linie zugleich erfüllt werden. So kommen wir auf 
die den Koordinatenachsen entsprechenden Koordinatenlinien, in diesem Fall auf die 
Achsenlinie x. 

Wir müssen noch bemerken, daß die auf der Achse x; aufgetragenen Größen im 
allgemeinen keinen von irgendeinem Punkt aufgetragenen Abstand. bedeuten. 
Genauer gesagt, die Länge des zwischen den Punkten x; und &; + dx; befindlichen 
Kurvenabschnitts beträgt nicht dx;, da x; einen beliebigen Parameter bedeutet, 
welcher die Lage des Punktes bestimmt. Er kann z. B. ein Winkel sein. 


2.8.2. Der Ausdruck für den elementaren Abstand 

Im folgenden untersuchen wir, wie der Abstand zwischen zwei nahe beieinander 
liegenden Punkten P und Q mit Hilfe der krummlinigen Koordinaten dieser beiden 
Punkte ausgedrückt werden kann. Angenommen, (2,, X, X) seien die Koordinaten 


%3 


Alxtdx],X2tdX2,X3t dXg) 


Abb. 2.26 Elementarabstand im allgemeinen 
X, orthogonalen Koordinatensystem 


des Punktes P und (x, + dr, 22 + dizz, 23 + dis) die des Punktes Q (Abb. 2.26). Es 
ist der Abstand dieser beiden Punkte zu suchen, den wir im folgenden mit ds be- 
zeichnen. Der Ausdruck für ds? lautet in kartesischen Koordinaten einfach 

ds? = de? + dy? + d2?. (8) 


Diese Beziehung wird auch der räumliche pythagoreische Satz genanht. Im all- 
gemeinen ist jedoch ds gleich dem Absolutwert der Änderung des :Ortsvektors 
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r(£ı, Xg, X3). Es wird also gelten: 


ds? = drdr: 9) 

Die Änderung des Ortsvektors ist: 

dr = da 4 da + din, (10) 
0x, Of, 


woraus wir für den Abstand ds PER Beziehung bekommen: 


2 
MR ) (5) dr a4) dı? 


Xa % Lg). 


+ 2) d. a3 +2 m dr, + RR dr, + DL (11) 
O%Xz 0%, 0% 0%, 0% X O%z 
Allgemein können wir also sagen, daß bei krummlinigen Koordinaten der elementare 
Abstand ein homogenquadratischer Ausdruck der Koordinatendifferentiale ist: An- 
schließend werden wir uns aber mit den allgemeinen Koordinaten nicht weiter 
befassen, sondern nur mit solchen krummlinigen Koordinaten, bei denen die durch 
einen Punkt gehenden Koordinatenlinien paarweise senkrecht aufeinander stehen. 
Die Tangenten der einzelnen Koordinatenlinien liefern die Vektoren 


ör or or 


u re Are (12) 
0% OK Od 


%z 


Abb. 2.27 Tangenten der Koordinatenachsen in einem 
X beliebigen Raumpunkt 


Dementsprechend gilt als Bedingung für die Orthogonalität, daß das skalare 
Produkt dieser Vektoren verschwindet: (Abb. 2.27). Es gilt also: 


er 2 3 . POLY 
a (13) 
0x 0% OXo 0% 0X, 0%, 

Somit nimmt der Ausdruck des elenıentaren Abstandes schließlich folgende Form an: 


2 or \® 2 or \® 5, or \® 2 422 2 a2 2 122 
ds? = ER da] + nn day + — daz = gı de; + 9 dx; + 95 daz, (14) 
\0x3 


X 2 
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worin wir den Ausdruck (Or/öx;)?, der also eine Skalarfunktion ist, mit g? bezeichnet 
haben. Dies bedeutet, daß im Fall von orthogonalen Koordinaten im Ausdruck des 
elementaren Abstandes kein gemischtes Produkt der Koordinatendifferentiale vor- 
kommt. Die Funktionen g,, 95, 93 sind natürlich im allgemeinen von allen drei Ver- 
änderlichen abhängig, d. h., 


Jı = Iı(%ı, X, %3); 92a = Ig(Xı, Xe, %a); Ja = 93(%ı, X; X). - 


Die geometrische Bedeutung dieser Größen können wir leicht erklären. Wenn wir 
auf der Koordinatenachse x; um den Betrag dx; weitergehen, wird der Abstand dieser 
Punkte von unserem Ausgangspunkt 


ds; = 9; de;; i=1;2,3 (15) 
betragen, was selbstverständlich auch aus der allgemeinen Beziehung 
d?=gda+gdı + g;daz 

sofort folgt, wenn wir in dieser die Bedingungen dx; = 0 und dx; = 0 einführen. 


Im Endergebnis brachten wir auch hier den räumlichen pythagoreischen Satz durch 
die Differentiale der allgemeinen Koordinaten zum Ausdruck (Abb. 2.28). 


eB-Esp 


p 


Abb. 2.28 Beim orthogonalen Koordinatensystem gilt 
im kleinen der pythagoreische Satz 


u a 3 
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©, 
5 


Die orthogonalen krummlinigen Koordinaten sind gerade deshalb vorteilhaft, 
weil für kleine Entfernungen der pythagoreische Satz gilt, d. h., daß in der unmittel- 
baren Umgebung eines beliebigen Punktes das krummlinige Koordinatennetz mit 
einem kartesischen Koordinatennetz zusammenfällt. Unter den Komponenten 
v1 (X, Xa, %a), Valkı, La, X), Valkı, %a, X) eines beliebigen Vektors ©(x,, %, X) im 
Punkte P(x,, &, %3) verstehen wir die Projektionen dieses Vektors auf die Achsen 
dieses lokalen rechtwinkligen Koordinatensystems, das sich im Punkte Pix, X, %a) 
unserem krummlinigen Koordinatensystem anschmiegt. Die Koordinatenrichtungen 
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dieses lokalen kartesischen Systems fallen mit den Richtungen 
öor Or or 

0% O& Of 

zusammen. Für den Koordinateneinheitsvektor erhalten wir also 


or. 


or 
0%; j 


16) 


0%; 


Die Richtung dieser Einheitsvektoren verändert sich natürlich im allgemeinen von 
Punkt zu Punkt. So folgt für die i-te Komponente des Vektors »: 


or 
O(X,, X, X) — 
0%; 17 
v;(z,, Xp, X3) == | or ( ) 
Pr 


Der Ausdruck des elementaren Abstandes oder, genauer, die darin vorkommenden 
Funktionen g,, 93, 93 spielen bei den verschiedenen vektoranalytischen Begriffen eine 
wichtige Rolle, wie wir sofort sehen werden. Falls wir also künftig zu einem krumm- 
linigen Koordinatensystem übergehen wollen, werden wir zuerst den Ausdruck des 
elementaren Abstandes bestimmen. 


2.8.3. Bildung des Gradienten 


Um den Gradienten einer beliebigen Skalarfunktion im durch die allgemeinen 
Koordinaten x,, X, X; gekennzeichneten Raum zu berechnen, wählen wir als Aus- 
gangspunkt folgende Definition des Gradienten: 


i + An) — o(r) 
den een: 
(grad 9) an 7 


Dies besagt, daß wir die in einer beliebigen Richtung genommene Koniponente des 
Vektors grad o erhalten, indem wir, in dieser Richtung fortschreitend, zwischen zwei 
benachbarten Punkten die Differenz der Funktion bilden, diese Differenz durch den 
zwischen den beiden Punkten befindlichen Abstand dividieren und zum Grenzwert 
dieses Quotienten übergehen. Danach wird, wenn wir nach Abb. 2.29 die der Koordi- 
natenachse x, entlang genommene Komponente von grad @ suchen, 


(grad p)ı — lim (2 r Axı, Tg, X) = (2; X, X) j (18) 


Ası—0 ER 
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Wie wir aber wissen, ist ds, = gı dxı. Dies eingesetzt, erhalten wir 


j ’ — ’ y 10 
(grad p)ı em lim oz + Az; % %3) oz % %a) N Or . (19) 
4A:,—>0 gıd2ı gi. Oxı 


(X1,X2,%3) . 
(x}dx,%2,X%) Abb. 2.29 Zur Herleitung von grad 9 


X 


Entsprechend ergeben sich die drei Komponenten des Gradienten von einem be- 
liebigen Skalar p(x,, X, %) in dem durch die Koordinaten x,, %s, X; bezeichneten 
Punkt: 


1 0 10 1 0 Ä 
(grad) = — —; (grade, = — —; (gradgh = — —. (20) 
gı 9 ge 0%, gg 0% 


Wir betonen nochmals, daß sich die Richtungen der Einheitsvektoren im krumm- 
linigen Koordinatensystem im allgemeinen von ‘Punkt zu Punkt ändern. Diese 
Komponenten bilden die Projektionen des Vektors grad auf diese verschieden 
gerichteten Einheitsvektoren. 


2.8.4. Bildung der Divergenz 


Zum Ausdruck der Divergenz eines beliebigen Vektors ® gelangen wir, wenn wir als 
Ausgangspünkt die von dem Koordinatensystem unabhängige Definition des Diver- 
genzbegriffes wählen. Wir wissen nämlich, daß 


divv = lim Re vdA 
4V—0 
A 

ist, wobei der Grenzwert von der Form des angenommenen Volumens unabhängig 
ist. Diese Definition besagt also, daß wir die Divergenz eines Vektors in einem Punkt 
erhalten, wenn wir um diesen Punkt eine beliebige geschlossene Fläche zeichnen, das 
Flächenintegral des Vektors über diese geschlossene Fläche bilden, durch den Raum- 
inhalt dividieren und von diesem Quotienten den Grenzwert bilden, d.h. die Fläche 
dem angenommenen Punkt beliebig nähern. Da dieser Grenzwert von der Form der 
Fläche unabhängig ist, wählen wir als Volumen nach Abb. 2.30 ein kleines Parallel- 


11 Simonyi 
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epiped. In-der ursprünglichen Definition der Divergenz muß bei der Bildung des 
Flächenintegrals überall die von dem Volumen nach außen gerichtete Normale als 
positiv betrachtet werden. Untersuchen wir jetzt den Wert des Flächenintegrals für 
zwei einander gegenüberliegende Seitenflächen. 


X3 


Abb. 2.30 Zur Herleitung von div © 


Im Punkt P(&,, &, &) gilt ds, = 9, dx, und dsz3 = 93 dx; somit wird die Fläche, 
welche durch P hindurchgeht und auf x, senkrecht steht, gleich ds, ds3z = 9393 dx, dxz. 
Das Flächenintegral für diese Seite ergibt sich zu 


© (X, %e, %g) 9293 dx, dry. 


Die anderen Komponenten des Vektors tragen zu dem Wert des Flächenintegrals 
nichts bei, weil sie in der Fläche liegen. 

Auf der hinteren Seitenfläche ändert sich der Wert des Flächenintegrals, und zwar 
nicht nur deshalb, weil die in diese Richtung fallende Komponente des Vektors sich 
verändert, sondern auch, weil die Ausdrücke 9, und 9; eine Änderung erfahren. 

Somit ist der Wert des über diese Seitenfläche erstreckten Flächenintegrals 


dr, 0019293 


B 25: dx, dzz. (21) 


a: (ni Er 
Das negative Vorzeichen ergibt sich dadurch, daß die positive Normale aus dem 
Raum nach außen gerichtet ist. 
Einen entsprechenden Ausdruck erhalten wir für die vordere Seite, und RT das 
über beide zu x, senkrechten Seitenflächen erstreckte Integral den Wert 


— [919293 — Suıfıfa ii dx, des + ( 919293 en un a dx, dzz 
0X, 2 I 2 
7) 
en in: dr, da, daz. (22) 
0x 


Führen wir die Berechnungen in derselben Weise auch für die beiden anderen Seiten- 
flächenpaare durch, so erhalten wir das Flächenintegral für das gesamte Parallel- 
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epiped: 


7) Mr 
vdAa - (Ir Ir 919% \ 4,, dr, dan. (23) 
X ÖX OXz 


Da aber das Volumen AV den Wert 


AVr ds, ds; dsz = gıda, God, g5dXz = 919293 dr dx, drz (24) 
besitzt, wird schließlich der Wert von div v: 
. 1 1 ö ö 7) : 
divve=lim — HvdA= 1 (92930) + — (93912) + — (919203) |. (25) 
4v>0 I 919293 0x, OX OXg 
A 


2.8.5. Bildung der Rotation 


Um den Ausdruck der Rotation eines beliebigen Vektors in allgemeinen Koordinaten 
zu erhalten, gehen wir von der Definition der Rotation aus, die vom Koordinaten- 
system unabhängig ist: 


1 
(rot v)„, = lim — (N vdl. 
440 


Diese Gleichung besagt, daß wir die in eine beliebige Richtung fallende Komponente 


der Rotation eines Vektors in einem Punkt P bekommen, wenn wir in einer zu dieser 
Richtung senkrechten Ebene eine beliebige Kurve um den Punkt P zeichnen, entlang 


Abb. 2.31 Zur Herleitung von rot © 


dieser Kurve das Integral bilden, dieses durch die umschlossene Fläche dividieren und 
dann den Grenzwert dieses Quotienten bilden. Wir müssen aber auch hier darauf 
achten, daß als positive Richtung der Vektorkomponente diejenige angegeben wird, 
die beim Linienintegral (nach der Rechtsschraubenregel) als positiv gilt. Es wird auch 
jetzt wieder, wie schon vorher bei der Bestimmung der Divergenz, zuerst der Wert 
der über gegenüberliegende Seiten erstreckten Linienintegrale berechnet (s. Abb. 2.31). 


11* 


164 | 2. Statische und stationäre Felder 


Der Wert des Linienintegrals zwischen den Punkten (1) und (2) beträgt: 


(2) 
v dl = 0,9 dr, = — daz. 
(D 
Zwischen den Punkten (3) und (4) erhalten wir ein negatives Vorzeichen, da der 
Umlaufsinn auf diesem Abschnitt der positiven Richtung der Koordinatenachse 
entgegengesetzt ist. Außerdem ändert sich der Wert des Integrals gegenüber dem 
des ersten Abschnitts, weil sich die Komponente v, des Vektors ® ändert. Schließlich 


erleidet auch der Wert des Ausdruckes g, eine Änderung 
(4) 


\ R) : 
vdl= — |v95 da, + da, Dvıga de |. 
2 OXz 
(3) 
Im Endergebnis lautet der Wert des Linienintegrals für die Linienabschnitte 1 bis 2 
bzw. 3 bis 4 


(2) (4) 
ö 
® di + fo dl = [e— (2%s) dr, drz. 
ÖXz 
(ı) (3) 
Für die Linienintegrale über die beiden anderen Seiten gilt: 
(v) (3) 
ö 
vdl + fo d= + Faust (9303) dx, drz. 
OX 
(4) (2) 


Also wird der Wert des gesamten Linienintegrals: 


0° ö | 
® v dl = — (9305) dx; dx; — —— (5%,) da, daz. (26) 
OXg ÖXa 
L 


Wenn wir diesen Ausdruck durch die von der Kurve umschlossene Fläche dividieren, 
deren Größe 


dA = ds, ds; = 9593 dx, dxz 


ist, so bekommen wir die der Achse x, parallele Komponente der Rotation des 
Vektors v: 


(rot 0), = —— Fr (gar) — —— |. 27) 
9293 | O%2 Oxz 

Die Berechnung ist in derselben Weise vorzunehmen, wenn wir die in den Rich- 

tungen x, bzw. x3 liegenden Komponenten der Rotation des Vektors ® bestimmen 

wollen. Diese Operation brauchen wir gar nicht durchzuführen. Es genügt, wenn wir 

in unserem soeben erhaltenen Resultat die Indizes zyklisch vertauschen. Entsprechend 
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erhalten wir die Komponenten der Rotation eines beliebigen Vektors im allgemeinen 
Koordinatensystem: 


(rot ©), = - = (93%) — En | 
0%3 


9293 | 0% 
o (7) 
(rot v%), = e (91dı) — —— (gabs) |, (28) 
| 939ı | 9% 0%, 
1 ö 0 
(rot 9); = — Fr (gadg) — —. 0o)| . 
9192. | %ı Oxg 


2.8.6. Der Laplacesche Ausdruck in allgemeinen orthogonalen Koordinaten 


Nach den obigen Rechnungen bereitet es uns keine Schwierigkeit, den Laplaceschen 
Operator einer beliebigen Skalarfunktion p in allgemeinen orthogonalen krumm- 
linigen Koordinaten auszudrücken. Den Laplaceschen Ausdruck divgradp = 4p 
erhalten wir, wenn wir in der für den Vektor ® angegebenen Beziehung (25) 


7) 9) 0 
dve= —— (939301) + —— (9s9ıt2) + —— (919203) 
919293 | 9%ı ÖXg ÖXz 
an Stelle der Komponenten v,, v, und v3; die Beziehungen 
1 9 1 09 1 
[A me — = Ua m — — 
gı 0% Ge 0% gs 6% 
einsetzen. Es gilt 
1 9) 7) 0. © 0. 7) 
ER Beet (29) 
919293 |0%&ı \ 9ı &ı ÖX, \ 92 ©%a ÖXg \ gs 0% 


2.8.7. Die Maxwellschen Gleichungen in allgemeinen orthogonalen Koordinaten 


Die Maxwellschen Gleichungen lassen sich mit Hilfe der Gleichungssysteme (25) und 
(23) ohne Schwierigkeit in allgemeinen krummlinigen orthogonalen Koordinaten 
angeben: 


1 Ö 6 oD 
Fe 1 (933) — — Du2] =J, + —., 
G293 | 0% 0X ct 
1 0 0 cD 
— | — (HAı) — — (93H 3) =J, + -, (D 
9391 | OXs ot 


1 () ) oD 
— (9H 53) — — (a) =J; + —. 
919a 0% 
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1 ö oB, 
BEER, ER IE DE VERDIELAN N ee 3 
9:05 | dx, (93&3) 0x, (ge | Fr 
ER En ER N Ä 
a; | du (gıEı) Dn, (93 | er (II) 
1 [> 9 OB; 
re ee, 
919% I (9a&z) 2x, (9ı u er 
ei (9293 Bı) Bar FR „ (agıB2) us Fe | =V(. (III) 
919293 
ö 7) 
=: (9293Dı) + (9391Da) + — aD) =P. (IV) 
919293 dx, Fe OXz 
D, = eb, B, = uH,, Jı =y(Eı + Eau); 
D; = eE,, B= ul;, J, = y(B; + Ee)» (V) 


D; = eB;, B; = uHs, Js =y(E, + Ess). 


1 92 1} 2 1 
v-Zzei+BE+B)+ZuHitHtH). (vH) 


2.9. Lösung der Laplaceschen Gleichung für einige 
einfache räumliche Probleme 


Wie wir sahen, bestehen die Aufgaben der Elektrostatik meistens darin, die Lösung 
der Laplaceschen Gleichung 


divgad U=AU=0 (1) 


unter der Bedingung zu suchen, daß auf den gegebenen Flächen das Potential 
konstant und im Raum keine elektrische Ladung vorhanden ist. In diesem Kapitel 
versuchen wir diese Aufgabe in der Weise zu lösen, daß wir ein solches krummliniges 
Koordinatensystem suchen, bei dem die eine Koordinatenfläche, z. B. die durch die 
Gleichung x, = x} gegebene, mit der Oberfläche unseres Leiters zusammenfällt. 
Unsere Aufgabe reduziert sich also auf das mathematische Problem, jene Lösung der 
schon in allgemeinen Koordinaten angegebenen Laplaceschen Gleichung zu suchen, 
die auf der Koordinatenfläche.x, = x° einen konstanten Wert annimmt. Wenn es uns 
gelingt, eine solche Lösung der Laplaceschen Gleichung zu finden, die nur von dieser 
einzigen Koordinate abhängig ist, also 
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so wird dieser Potentialwert ganz bestimmt konstant sein, falls wir die Veränderliche 
x, als konstant annehmen. Die Bedingung x, = const ergibt aber gerade die Koordi- 
natenfläche, und es kann durch die entsprechende Wahl der Konstanten erreicht 
werden, daß diese Koordinatenfläche mit der Oberfläche des Leiters zusammenfällt. 
Auf diese Weise fanden wir also jene Lösung der Laplaceschen Gleichung, die die 
vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt. 

Im folgenden werden wir sehen, daß wir in ziemlich wenigen praktischen Fällen 
ein der Aufgabe entsprechendes Koordinatensystem finden können, d.h. ein solches, 
dessen Koordinatenfläche mit der Oberfläche des Leiters zusammenfällt. Vom 
praktischen Gesichtspunkt aus besitzt diese Methode jedoch auch ihre Vorteile. Wir 
sammeln die mit den verschiedenen krummlinigen Koordinatensystemen auswert- 
baren Fälle und versuchen, in einem gegebenen Fall die so erhaltenen Lösungen ent- 
weder genau oder aber näherungsweise für unsere Aufgabe zu verwenden. 

Nachstehend behandeln wir kurz jene Fälle, für welche die oben geschilderte 
Methode leicht anwendbar ist. 


2.9.1. Kartesische Koordinaten 
In diesem Koordinatensystem hat die Laplacesche Gleichung, wie wir sahen, folgende 


Form: 


2 2 2 
RU BU ÄMU Er (a) 
0x? oy? 022 


Hier bilden die einzelnen Koordinatenflächen unendliche Ebenen. Sie ergeben also 
Lösungen solcher physikalischer Probleme, bei denen die Oberfläche des Leiters 
ebenfalls aus einer unendlichen Ebene oder zumindest aus einer solchen Ebene 


Abb. 2.32 Plattenkondensator unendlicher Ausdehnung 


besteht, die in ziemlich guter Näherung als unendlich ausgedehnt betrachtet werden 
kann. Wir wählen die Ebenen x = aund x = b (Abb. 2.32) als Oberfläche des Leiters. 
Das Potential auf diesen Ebenen sei gegeben, und zwar mit den Werten von U, und 
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U,. Nach der allgemeinen Anweisung haben wir die Lösung der Laplaceschen 
Gleichung zu suchen, die nur von der Koordinate x abhängt, also U= U(«). In 
diesem Fall sind 9U/0y und 2U/& gleich Null, die Laplacesche Gleichung reduziert 
sich also auf folgende einfache Form: 


d®U 
de 2 (4) 


Die Lösung dieser Gleichung kann sofort angegeben werden: 
U=4Axc+B, (8) 


worin die Konstanten A, B mit Hilfe der gegebenen Randbedingungen bestimmt 
werden, und zwar: 


ı=4, U= Ü.; 
2 =b y U U, » 
woraus sich der Wert des Potentials zu 


ER er RR 1] ua LI (6) 
a—b a—b 
ergibt. 
Hieraus können wir ersehen, daß das Potential zwischen den beiden Flächen linear 
anwächst oder mit anderen Worten: die Feldstärke ist konstant, und zwar: 


I u | el) 2 (7) 
2 a—b d 

Wir können also auch die Kapazität eines Plattenkondensators bestimmen, voraus- 
gesetzt, daß die Feldstärkeverteilung im Innern des Plattenkondensators mit der für 
den Fall einer unendlichen Ebene erhaltenen Lösung übereinstimmt. Dies ist nur 
dann der Fall, wenn der Einfluß des an den Rändern des Kondensators auftretenden 
Streufeldes gering ist, wenn also die lineare Dimension der Oberfläche im Verhältnis 
zum Abstand der beiden Flächen sehr groß ist. In diesem Fall wird: 


E= 


(= —= = —=.—., (8) 


2.9.2. Zylinderkoordinaten 


Charakterisieren wir jetzt einen beliebigen Raumpunkt durch den von einer beliebigen 
Achse gemessenen senkrechten Abstand r, durch den Abstand 2 des Lotpunktes der 
durch den Punkt hindurchgehenden, auf der Achse senkrecht stehenden Geraden von 
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irgendeinem beliebigen Anfangspunkt 0 und durch den Winkel, den die durch den 
Punkt und durch die Achse 2 hindurchgehende Ebene mit einer beliebigen, durch die 
Achse z gehenden feststehenden Ebene bildet. Diese sollen in der folgenden Reihen- 
folge als Koordinaten 


um mp m=2 (9) 


bezeichnet werden (Abb. 2.33). Eine von den im beliebigen Punkt angenommenen 
lokalen Koordinatenachsen, die Achse r, liegt in der Richtung des Radius, die Achse z 
ist parallel zu der ausgewählten Zylinderachse, während die Achse auf beiden 
senkrecht steht. Die durch r = const gegebenen Koordinatenflächen sind hier 
koaxiale Zylinder, die Koordinatenflächen @ = const sind durch die Achse hindurch- 
gehende und die Koordinatenflächen 2 = const zur Achse senkrechte Ebenen. 

Wenn wir jetzt in Richtung der Achse r um den Betrag dr fortschreiten, ergibt das 
auch hier das Abstandselement. Es gilt daher: 


ds; = dr; Hl; (10) 


Gehen wir dagegen entlang der Achse g weiter, so wird das zum Öffnungswinkel dp 
des Kreises mit dem Radius r gehörende Bogenelement den Abstand bilden, d.h.: 


ds =rdo, 


Abb. 2.33 Zylinderkoordinaten eines Raumpunktes und Tangenten 
der durch diesen Punkt verlaufenden Koordinatenlinien 


woraus 
ee (11) 


folgt. Wenn wir nun entlang der Achse z um den Betrag dz weitergehen, so erhalten 
wir wiederum den Abstand, also: 


ds; = de; g=1. (12) 
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Später werden wir die in Zylinderkoordinaten gegebene Form der Maxwellschen 
Gleichungen ‚benötigen. Jetzt geben wir aber nur die Laplacesche Gleichung in 
Zylinderkoordinaten an: 


De Le A ee 1. 2 en AA ey (13) 
r \oOr Or oo \r 09 02 02 
Wir suchen jetzt die nur von r abhängige Lösung der obigen Gleichung. In diesem 


Fall gilt für sämtliche übrigen Differentialquotienten: 
ö ö 


Op 02 

Daraus folgt für die Laplacesche Gleichung: 

r dr dr 

Es gilt weiterhin 

„W_, W_A as 
dr dr r 


Die Lösung dieser Gleichung können wir sofort angeben: 
U=Alhr+B. (16) 


Die in dieser Gleichung vorkommenden Konstanten bestimmen wir so, daß das 
Potential auf dem Zylinder mit dem Radius r = r, den Wert U, und auf dem Zylinder 
mit dem Radius r = r, den Wert U, besitzt. Diese Bedingungen erfüllt die Lösung: 
U,— U, U,Inr, — U, In r, 


U= Inr + 
Ya 


rY 
in In — 
4) Ty 


(17) 


Ebenso wie vorher können wir die Kapazität der Anordnung, die aus den Zylindern 
mit der Länge ! und den Radien r, <! bzw. r, < 1 besteht, auch hier bestimmen. Es 
gilt nämlich: 


Par l — U, 2rr,l 
U Eee De u (18) 
In _& u ma Ta 
Yy T, 
4A 


Somit wird 
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2.9.3. Kugelkoordinaten 


Wir kennzeichnen nun nach Abb. 2.34 einen beliebigen Punkt des Raumes durch den 
vom Mittelpunkt gemessenen Abstand r, durch den von der z-Achse gemessenen 
Winkel 3 und durch jenen Winkel o, den die von der z-Achse und die von dem durch 
den Punkt hindurchgehenden Radiusvektor bestimmte Ebene mit einer beliebigen 
Geraden der xy-Ebene, sagen wir mit der x-Achse, einschließt. 


Abb. 2.35 


Abb. 2.34 Kugelkoordinaten eines beliebigen 
Raumpunktes und Tangenten der durch diesen 
Punkt verlaufenden Koordinatenlinien 


Abb. 2.35 Zur Herleitung von Gl. (21) 


Abb. 2.36 Abb. 2.36 Zur Herleitung von Gl. (23) 


Die Winkelkoordinaten sind mit den Koordinaten identisch, mit denen wir auch 
einen beliebigen Punkt der Erdoberfläche angeben, mit den Längen- und Breiten- 
'graden. Die Bedingung r = const wird auf Kugeloberflächen mit verschiedenen 
Radien erfüllt. Also ist die zu der Kugelkoordinate r gehörende Koordinatenflächen- 
schar eine Kugelflächenschar. Die Gleichung 9 = const bestimmt eine Kegelfläche, 
die eine mit der Koordinatenachse z übereinstimmende Achse und den Öffnungs- 
winkel # besitzt. Also sind die anderen Koordinatenflächen Kegelflächen. Schließlich 
bildet die Gleichung 9 = const die Gleichung einer durch die Achse z hindurch- 
gehenden Ebene. Danach fällt eine Achse des lokalen Koordinatensystems in einem 
“ beliebigen Raumpunkt mit dem Radiusvektor zusammen, die Achse #% wird die 
Tangente des durch den. Punkt hindurchgehenden Längenkreises, und die Achse 
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zeigt in Richtung der Tangente des durch den Punkt hindurchgehenden Breiten- 
kreises, dem, Anwachsen von ®# bzw. & entsprechend, mit dem in der Abbildung 
angedeuteten Sinn. Die Ausdrücke g,, 95 bzw. 93 können wir ebenfalls leicht bestim- 
men. Sollen die einzelnen allgemeinen Koordinaten der Reihe nach 


mer; %=d; %3=Pp (19) 


sein, so erhalten wir den Abstand zwischen zwei benachbarten Punkten, wenn wir 
uns entlang der r-Achse um den Betrag dr fortbewegen, d.h., 


dsı = dr; a (20) 


Wenn wir uns nun nach Abb. 2.35 auf der ö-Achse um den kleinen Winkel d# fort- 
bewegen, so wird der Abstand zwischen den beiden Punkten, wie aus der Abbildung 
ersichtlich, | 


ds, =rdP, 


en 1 


Bewegen wir uns jetzt entlang der p-Achse um den kleinen Winkel do fort, so ge- 
langen wir zum Punkt @ (Abb. 2.36). 
Die Entfernung dieser beiden Punkte stellt nach der Abbildung jenes Bogenelement 
des Kreises mit dem Radius r sin # dar, das den Öffnungswinkel do besitzt. 
Dadurch wird 


ds =rsinddp, (22) 
d.h., 
g=rsind®d. (23) 


Wir sehen also, daß bei den Kugelkoordinaten die in der Formel des elenıentaren 
Abstandes vorkommenden Ausdrücke sehr einfach sind. Daher haben auch die Aus- 
drücke des in Kugelkoordinaten gegebenen Gradienten, der Divergenz und der 
Rotation eine einfache Form. Wir wollen hier nur die Laplacesche Gleichung um- 
formen. Wenn wir in die allgemeine Beziehung die Ausdrücke für g,, 98 und 93 ein- 
setzen, erhalten wir 


1 2U 
De ee (24) 
r? er or r:sin® 0° r®sin?d# Op? 


Später werden wir uns auch mit der allgemeinen Lösung dieser Gleichung befassen. 
Jetzt interessiert uns ausschließlich die Lösung, die nur von der Koordinate r ab- 
/ 
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hängig ist, also U = U(r). In diesem Falle verschwinden sämtliche Ableitungen, die 
nach den übrigen Veränderlichen gebildet werden. Damit reduziert sich die Laplace- 
sche Gleichung auf folgende Form: 


re) 


Aus dieser Beziehung folgt sofort 


a ee (25) 
dr dr dr dr r2 


Daraus folgt für das Potential 
Dee (26) 
r 


In dieser Gleichung bestimmen wir die Werte von A und B aus der Bedingung, daB 
einerseits der Potentialwert für den Radius r = r, mit dem vorgeschriebenen Wert 
von U, gerade. übereinstimmt und andererseits der Potentialwert im Unendlichen 
verschwindet. Diese beiden Bedingungen erfüllt nachstehende Potentialfunktion: 


r 


Wir können natürlich als Randbedingung auch vorschreiben, daß der Potentialwert 
für den Radiusr = r, gerade U = U, dagegen für den Radius r = r, gerade U=U, 
sei. Die Potentialfunktion 

ir a I Ur, nl nd; (28) 


U= 


erfüllt diese Bediiranpen, 
Wie für den Plattenkondensator können wir jetzt auch die Kapazität des Kugel- 
kondensators berechnen. Es gilt nämlich nach Definition der Kapazität: 


Ben 
Det, 


Die Ladung dagegen beträgt: 


= ae Ar Ba - (U, — Jr 


ar 
- (U, == U,); 
Y, 


Ta N 


— 4re 
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dadurch wird der Wert der Kapazität: 


Geh (29) 


u 1) 


2.9.4. Konfokale Koordinaten 


Im Fall von Kugelkoordinaten definiert man einen beliebigen Punkt des Raumes als 
gemeinsamen Schnittpunkt einer Kugelfläche, einer Kegelfläche und einer Ebene. Bei 
Zylinderkoordinaten ist ein beliebiger Punkt des Raumes als der gemeinsame Schnitt- 
punkt eines Zylinders und zweier Ebenen gegeben. Mit ersteren gelang es uns, das 
Kraftfeld eines Leiters zu bestimmen, der eine Kugeloberfläche besitzt, mit den 
letzteren gelingt es für einen Leiter von zylindrischer Oberfläche. Im folgenden werden 
wir ein krummliniges Koordinatensystem behandeln, in dem ein Punkt des Raumes 
durch den Schnittpunkt eines dreiachsigen Ellipsoids, eines zweischaligen Hyper- 
boloids und eines einschaligen Hyperboloids mit gemeinsamen Hauptachsen und 
Brennpunkten bestimmt wird. Mit der Anwendung dieses Koordinatensystems kann 
also z. B. das Kraftfeld eines geladenen Leiters, der die Form eines Ellipsoids besitzt, 
berechnet werden. 
Nehmen wir zum Ausgangspunkt das durch die Gleichung 


2 2 2 
| mit 2>5> ce (30) 
a? b2 c2 


bestimmte Ellipsoid. Die Halbachsen a, b, c dieses sogenannten Grundellipsoids sollen 
verschieden sein. Wenn wir jetzt die Flächen von der Form 

22 y2 22 
ar tar: is an 
untersuchen, so finden wir, daß diese mit unserem Grundellipsoid konfokal sind, da 
z.B. £ = (a? +&) — (b? + £) = a? — b? ist. Umgekehrt, wenn sich & von —oo bis 
+oo ändert, dann charakterisiert die obige Gleichung sämtliche, unserem Grund- 
ellipsoid konfokalen Flächen zweiter Ordnung, und zwar entsprechend Abb. 2.37. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie viele konfokale Flächen dieser Art durch einen 
Punkt des Raumes, der durch die kartesischen Koordinaten (x, y, z) gekennzeichnet 
ist, hindurchgehen und wie ihre Gleichung lautet. Die gegebenen Werte von x, y, z 
sind in die Gleichungen der konfokalen Ellipsoide einzusetzen. Diese haben wir dann 
nach E aufzulösen. Wir erhalten so für £ eine Gleichung dritten Grades. Bezeichnen 
wir die drei Werte von £, die bei den gegebenen Werten x, y, z die Gleichung (31) 
erfüllen, mit A, u und », so kann man leicht beweisen, daß alle drei Zahlen reell sind 


1 (31) 
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und im Intervall 
o>AiA> —c, -?>u> —b, bb >»> —a? 


liegen. Das bedeutet aber ebenso, daß durch jeden Punkt ein Ellipsoid, ein ein- 
schaliges Hyperboloid und ein zweischaliges Hyperboloid hindurchgehen (Abb. 2.38). 


Aller 


a 
Berg" 


Abb. 2.37 Die zu verschiedenen &-Werten gehörenden Flächen zweiter Ordnung 


Es ist auch die Funktion 


x? & y? rt z? 


1 
a+E D+E c+E 


op) = 


bei festgehaltenen (2,Y9,2)-Werten dargestellt. Die Nullstellen, d.h. die Schnittpunkte an der £-Achse dieser Funk- 
tion, ergeben die zu (z, %, z) gehörigen konfokalen Koordinaten (A, u, v) 


Zu jedem Zahlentripel x, y, z gehört also ein anderes Zahlentripel A, u, v. Um- 
gekehrt gehören zu jedem Zahlentripel A, u, » insgesamt 8 Zahlentripel, die sich durch 
das Vorzeichen der einzelnen Glieder unterscheiden. Diese 8 Zahlentripel entsprechen 
den 8 Schnittpunkten der durch die Werte für A, u, » gekennzeichneten Flächen. Um 
die umkehr’bare Eindeutigkeit zu erhalten, müssen den verschiedenen Vorzeichen der 
Wurzel verschiedene Oktanten des kartesischen Raumes entsprechen. So wird ein 
Punkt des Raumes durch A, u, v eindeutig charakterisiert. 

Die entsprechenden Zahlentripel sind miteinander durch Gl. (31) verbunden. Aus 
dieser ergeben sich sofort die Gleichungen der Koordinatenflächen im kartesischen 
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Koordinatensystem: 

Fre rer Enge w>i>—d; (82) 
tet =1l, -@>u>—b; (33) 
tet u + >v> —a?, (34) 


Hier bedeuten A, u, » zwischen den angegebenen Grenzen liegende Zahlenwerte. 


Abb. 2.38 Koordinatenflächen eines konfokalen 
Koordinatensystems 


Wir wissen, daß bei allen krummlinigen Koordinatensystemen das Wichtigste die 
Bestimmung der im Ausdruck für den elementaren Abstand ds vorkommenden Aus- 
drücke 9ı, 9a bzw. ga ist. Untersuchen wir deshalb den Ausdruck 


a 
Pe 7 ee 


(a? +8) (b’ +8) (+ 8) | = | =f(&), (35) 


in denı x, y, z die gegebenen kartesischen Koordinaten eines betrachteten Punktes 
sind. Es ist offensichtlich, daß dieser Ausdruck eine ganze rationale Funktion dritten 
Grades von £ ist. Wir sehen weiterhin, daß der Koeffizient von £° gerade —1 ist. 
Dieser Ausdruck besitzt Nullstellen für die Werte 


g=4,u,v, 


da diese gerade so bestimmt waren, daß sie die Gl. (31) befriedigen. Deshalb ist also 
der obige Ausdruck identisch mit 


6-6 —-u)(E— >»), 
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d. h,, es gilt 


@+90 +++ +1 
a+E BET HE 


= -E-ME-u)(E-). en 


Diese Beziehung gilt für alle beliebigen Werte von &, ist also auch für = —a? 
richtig. Mit diesem Wert wird 


zur — a) (2 — a) = (A + A) (a Hm) (at). 
Daraus folgt 


see Tyler en (37) 


(b°? — a?) (c? — a?) 
Ähnlich erhalten wir für die Werte y bzw. z: 


ine +4) +u)( + 2) (38) 
| (c? — 52) (a? — 52) 


+++ (39) 


22 — 
Va 


Damit haben wir bereits die Koordinaten x, y,z eines beliebigen Punktes mit seinen 
neuen Koordinaten 4, z, v» in Zusammenhang gebracht. Der nächste Schritt ist jetzt, 
die Größen dx, dy und dz zu berechnen, wenn sich z. B. nur A verändert und u bzw. » 
konstant bleiben. So erhalten wir mit Hilfe der Beziehung 


ds? = da? + dy? + de? = gl daR (40) 


den Ausdruck für g, als eine Funktion von 4, u und v. Um dies zu erreichen, differen- 
zieren wir alle drei Gleichungen nach dem az der logarithmischen Differentiation 
nach A. Dadurch erhalten wir 


„dr di od _ di 9 _ d} ai) 


zz a4Hı "y »4r 2 @t4' 
Der elementare Abstand zwischen zwei Punkten, bei denen nur die Koordinaten / um 


12 Simonyi 
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den Betrag dA voneinander verschieden sind, lautet dann 


y2 y? „2 
@+m' et tar 1 z 
1 +4 ,__Bımb+n 


4 |(®® + a) (a2) (@ — as)" (b® + A) (® — D2) (a? — D%) 


| 1 
data | 


(+ u) (? +») \ar- ÜA-MÜAZN 4%, (49) 
(c* + A) (a? — c?) (b? — c?) 4 (a? +4) (?+A) (+) 
Es gilt also: 
ne 1 A—u)(A—) (43) 


4ER +N)E+RN 


wobei die Ausdrücke für 9, bzw. 93 durch zyklisches Vertauschen der Indizes bzw. 
von A, u, v erhalten werden. 
Nun führen wir folgende Bezeichnung ein: 


g(A) = Vla? + A) (b?+ A) (ce? +) (44) 


und nehmen g(u) und g(v) als ähnlich an. 
Dann erhält die Laplacesche Gleichung folgende Form: 


al g(A) = [ei g(u) ee 


EB] uw) A|" on ao) gia) On 
0) \ gaWw) OU 
+ — | — —| =0. 45 
or R N ae) © | a 
Dies kann auch wie folgt umgeformt werden: 
0 oU 0 oU 
(u — v) g(A) = (nr =) + (# — A) g(u) ey (v0 =) 
8,0 [ ‚U 
+@A—u)gb) es (90 n —0. (46) 
ov 0v 


Mit der allgemeinen Lösung dieser Gleichung werden wir uns auch künftig nicht 
befassen. Wir beschränken uns auf eine Lösung, welche nur von einer Koordinate, 
sagen wir von A, abhängt. In diesem Fall wird 
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Danach ergibt sich für das Potential folgende einfachere Differentialgleichung: 


d du 
= I. — lad) —1 =0; 47 
(u —v)g(A) 12 (n ) u) (47) 
Die ne dieser Gleichung lautet: . 
(mZ)=-, =, (48) 
di di  g() 


U= (UHR. (49) 


Die in dieser Gleichung vorkommenden Konstanten bestimmen wir durch die 
Bedingung, daß der Wert der Spannung auf dem Ellipsoid A = 4, gleich U,, im 
Unendlichen gleich Null ist. Diese Bedingung wird durch die folgende Funktion 


erfüllt: 
E 
g(A) 


U= U 4—. (50) 
a 

g(A) 
Ao " 


Deren Wert wird U, für A = A,, da Zähler und Nenner dann identisch sind. Für 
4 = oo wird U gleich Null. 
Wenn das Grundellipsoid gerade die Spannung U, besitzt, haben wir 


E 
g(A) 
A [} 


U=U,— (51) 
[ di 
g(A) 
0 
Es bedeutet nämlich A, — 0 das Grundellipsoid. 
Die A-Komponente der Feldstärke wird 
DV, 1 
| 1 oU (A) U, 1 
B, = grad D, = -— = HI = KR — (52) 
| gı A gı 9A) 
[ dA 
g(A) 
0 


12* 
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wobei die Bedeutung von K einfach zu ersehen ist. Diese Gleichung kann unter 
Berücksichtigung der Gleichungen (43), (44) umgeformt werden in 


2KU, 
] rennen 
Ya—u) (A-») 


Wir wollen jetzt die Konstante X durch die Ladung Q des Grundellipsoids ausdrücken. 
Um dies zu erreichen, untersuchen wir die Feldstärke E, in sehr großen Entfernungen 
vom Mittelpunkt. Für A> a? > b2 > c? gilt nach (32) folgende Näherungsformel 


(53) 


etyptlerai; (-W)A—)w 2, 


also 


(84) 


Dieses Resultat war auch zu erwarten. Die Feldstärke verändert sich wie die der 
Punktladung — natürlich mit der Ladung ®, die unser Ellipsoid trägt: 


ee (55) 
Are, r? r? 
d.h., 
1 Q 1 
Kz= —— = — —, 
> Inte, Uo (56) 


‘Somit erhält unsere Gl. (51) die Form 


U= Q a 


_ [ BRERER. SEEREEPEN (57) 
Seen . Via? + A) (b?+A)(c? +4) 


"Damit haben wir das Problem endgültig gelöst und können jetzt weitere Fragen 
beantworten. Für die Flächenladungsdichte gilt z. B.: 


u ..Q 
2 &B|,_, = 7, VI . (58) 


Dies kann nach einiger Rechenarbeit umgeschrieben werden: 


ya Q F y ie =: (59) 


— 4rabe as bA ec 
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Man kann nachweisen, daß die berechnete Flächendichte in allen Punkten des 
Grundellipsoids dem senkrechten Abstand zwischen der Berührungsebene und dem 
Mittelpunkt (Abb. 2.39) proportional ist. 

Man kann auch die Kapazität eines Ellipsoids angeben: 
Q Ite, 


Deere (60) 


C= 


1 | di 
rer ri) (2 +2) 


Abb. 2.39 Senkrechter Abstand zwischen der in einem 
Punkt Q der Fläche angenommenen Berührungsebene und 
dem Mittelpunkt 


Die im Punkt Q@ befindliche Ladungsdichte ist diesem Abstand > 
proportional 


Das hier vorkommende sogenannte elliptische Integral 


(61) 


= ee (x +b2) (x + c2) 


kann nicht auf die elementaren transzendenten Funktionen zurückgeführt werden. 
Funktionen dieser Art werden wir später noch begegnen. Mit ihren Eigenschaften 
befassen wir uns ebenfalls später (Abschnitt 2.53). 

Diese Überlegungen können mit einiger Vorsicht auch angewendet werden, wenn 
zwei Achsen des Grundellipsoids gleich groß sind. Es ist darauf zu achten, daß dann 
durch jeden Punkt nur zwei Flächen hindurchgehen, die zur eindeutigen Bestim- 
mung des Punktes nicht genügen. 

Fallen die zwei kleineren Achsen zusammen, so scheiden nach Abb. 2.37 die ein- 
schaligen Hyperboloide aus. Handelt es sich um die zwei größeren, so entfallen zwei- 
schalige Hyperboloide. Die Resultate können noch durch Limesbildung übernommen 
werden. 

In der Praxis sind das Koordinatensystem, das durch die Rotation einer Ellipse 
um ihre große Hauptachse, und dasjenige, das durch die Rotation um ihre kleine 
Hauptachse entsteht, gleich wichtig. Es ist üblich, mit Hilfe des ersteren das Feld 
eines Stabes mit Hilfe des letzteren das Feld einer Kreisplatte zu berechnen (Abb. 
2.40, 2.41). 

Die .elliptischen Integrale in den Gleichungen (57) und (60) reduzieren sich im 
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ersteren Falle zu elementaren transzendenten Funktionen. So wird z.B. 


U(A) = Q Ir = BURTON are tan y# (62) 
Sen ) (a +A)Yc+A Are, Ya? — 02 +4 


A 


=-— — 
„—-—— 
Pi 


ii) 


IN 
Il 


IM 
al 
y 


nt 


Il 
) 


Abb. 2.41 Eine Kreisplatte kann durch ein abgeplattetes 
rotationssymmetrisches Ellipsoid ersetzt werden 


Abb. 2.40 Ein Stab kann durch ein gestrecktes rotations- 
symmetrisches Ellipsoid angenähert werden 


und die Kapazität ergibt sich zu 


Are, Ya? — (2 
arc tan Y(a/c)? — 1 


Wenn wir jetzt c = 0 annehmen, so haben wir den Fall der Kreisscheibe vor uns: 


= (63) 


arc tan 2. Ü = Bea; 0 = Rz IINEHEE SSEERERN (64) 
j 


2.9.5. Leitendes Ellipsoid im homogenen Feld 


Als eine andere Anwendung der bisherigen Ergebnisse können wir das Störungsfeld 
einer leitenden ellipsoidförmigen Elektrode in einem ursprünglich homogenen Feld 
betrachten. Die Potentialverteilung wird in solcher Weise verändert, daß die Rand- 
bedingungen befriedigt werden: Das Potential soll auf der Oberfläche des Ellipsoids 
konstant sein, und das Störfeld soll im Unendlichen verschwinden. 

Ist die Richtung des homogenen Feldes identisch mit der Richtung der x-Achse, so 
wird das ursprüngliche Potential des homogenen Feldes 


EUR ER N Beer (65) 
(5? — a?) (0? — a?) 


Hier haben wir die kartesische Koordinate x mit Hilfe von Gl. (37) durch die kon- 
fokalen Koordinaten ausgedrückt. Die Lösung der Laplaceschen Gleichung in kon- 
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fokalen Koordinaten wird in folgender Form dargestellt: 
Ua, u, v) = CıFı(A) Falu) Fb). (66) 


Durch Vergleichen dieser beiden Gleichungen erhalten wir sofort folgende Ausdrücke: 


C in a 
Y& — a?) (2 — a?) 
FA)=Mte, FRo)=Yuta, Fo=yrtae. (67) 


Das Störpotential U, (A, u, v), das also den Einfluß des Ellipsoids beschreibt, wird im 
Unendlichen zu Null. Außerdem soll es in den Veränderlichen u und » das gleiche 
Verhalten zeigen wie U,. In diesem Falle ist nämlich die Bedingung erfüllt, daß das 
Potential auf dem Grundellipsoid A = 0 konstant sein soll. Es wird also 


U, (2, ur) = O,61, (A) Fy(u)F'3(). (68) 
Das resultierende Potential lautet somit 


U(,u»v) =U, + U, = ChFı(A) Falu) Fa) + O3G1(A) Felu) Frl) 
= Fyx(u) Fs) [C1Fı(A) + C3@(A)]. (69) 


Bei entsprechender Wahl der Konstanten CO, kann man den Wert des Potentials 
unabhängig von u und » zu Null machen. Die Bedingung dafür ist 


C,F,(0) + 6;6,(0) = 0 
oder 


F,(0) Ä 
= —(j - A 7 
C, C 50) (70) 


Um die Funktion @, (A) zu bestimmen, setzen wir den Ausdruck (68) in die Laplacesche 
Gleichung (45) ein und erhalten so die folgende Gleichung 


en u . +c! ;) 


d 
(er ra er 2)am=0. m) 


Das ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, und so besteht ihre allgemeine 
Lösung aus der linearen Kombination von zwei unabhängigen partikulären Lösungen. 
Eine Lösung ist schon bekannt, und zwar F', (A). Mit ihrer Hilfe erhalten wir die zweite 
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unabhängige Lösung nach der Methode der Variation der Konstanten. Es sei y,(x) 
eine Lösung der Differentialgleichung z 


"tray +tady=®, 
so wird die andere Lösung in der Form 
Y.(x) = C(x) Yyılz) 


gesucht. Durch Einsetzen dieser Funktion in die Differentialgleichung bekommen wir 
für die unbekannte Funktion C‘(x) eine verhältnismäßig leicht lösbare Differential- 
gleichung. Das Endergebnis lautet 


er 
Yılz) = Yılz) ne) [7 
Mor“ 
Auf diese Weise erhalten wir für die Funktion G,(A) folgenden Zusammenhang: 


di 
Gl) = Fi) | —————. 72 
a0 are _ 


Wird von A bis oo integriert, so verschwindet der Wert des Integrals im Unendlichen, 
wie es verlangt wurde. Das Störpotential des Ellipsoids wird also 


“ di 
7, 4,9) = 0301(2) Falu) Ps) = OsPr(ä) J ann Frl) Pub) 


C; a 
= o U (A, KB; Der: . (73) 


Als Summe des ursprünglichen Potentials und des Störpotentials ergibt sich 


_ ERS HERE u RE | 
00,00) = Ulm) + ne 98 
A 


Da 
122 RR... |) POGHENERENEBE ENBERNEEN (75) 
C, G, (0) = 


a $ di 
; (A + a?) g(A) 
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ist, haben wir die folgenden Endergebnisse 


| [aaa + a2) 92) 
U(A, us v) = Uo(A, U; v) ee A aa ea a u: 


© 


[aalta + a®) g(a) 
0 


faala + a) g(a) — [ dA/(A + a?) ga) 
‚IM EA EAN. EEPRNEHGRE Ro VERB. ORERE ger BERATEN 


= Ug(A, u; ) > 85 
faapta + a2) g(A) 
0 
A A 
[aaa + a2) g(4) Jaapa + a2) g(A) 
= Ua, 0) S—— u  Bs — (76) 
Jdala + a2) g(A) fARla + @) g(A) 
0 0 


Abb. 2.42 Das resultierende Feld eines sich 
im ursprünglich homogenen Feld befindenden 
metallischen Ellipsoids 


== 


Aus der letzten Form des Ausdruckes für das resultierende Potential ist klar er- 
sichtlich, daß in großen Entfernungen das ursprüngliche Potential erhalten bleibt 
(Abb. 2.42). 


2.9.6. Weitere orthogonale Koordinatensysteme 


Außer den bisher behandelten Ebenen-, Kreiszylinder-, Kugel- und Ellipsoid- 
koordinaten besitzen wir nur sehr wenige anwendbare orthogonale Koordinaten- 
systeme. Ähnlich wie beim Kreiszylinder kann die Potentialfunktion bei den Zylinder- 
koordinaten mit elliptischer, hyperbolischer und parabolischer Grundkurve ebenfalls’ 
separiert werden (Abb. 2.43). 

Außer den bisher erwähnten Fällen ist die Potentialgleichung auch bei den bipolaren 
— ebenen und axialsymmetrischen — Koordinaten durch Separierung lösbar. Das 
orthogonale Koordinatennetz dieses Koordinatensystems in einer bestimmten Ebene 
stimmt mit dem System der Kraftlinien und der Äquipotentiallinien zweier paralleler 
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Linienladungen mit entgegengesetzten Vorzeichen vollkommen überein. Dies sind 
aufeinander senkrechte Kreisscharen. 

Die Annularkoordinaten, bei denen die Potentialfunktionen ebenfalls separierbar 
sind, sind auch von praktischer Bedeutung. Bei diesem Koordinatensystem geben wir 
den Winkel $ der durch die z-Achse gehenden Ebene und in einer Meridianebene die 
Koordinaten A und u an, die mit den Zylinderkoordinaten 2, r durch bestimmte 
elliptische Funktionen zusammenhängen (Abb. 2.44). Dieses Koordinatensystem 
stimmt für b = 0 mit dem abgeplatteten sphäroidalen Koordinatensystem bzw. für 
a = b mit dem toroidalen Koordinatensystem überein. Durch die Benutzung dieses 
Koordinatensystems können wir die Potentialverteilung für ringförmige Elektroden 
berechnen. Dieses System stellt den allgemeinsten Fall des axialsymmetrischen 
Koordinatensystems dar, in dem die Potentialgleichung separierbar ist. Die ent- 
arteten Fälle dieses Systems — einige wurden schon aufgezählt — werden aber 
gesondert betrachtet. 


u- const 
Asconst 


Abb. 2.43 Elliptische Zylinderkoordinaten Abb. 2.44 Annulare Koordinaten [2.1] 


Wenn wir nun noch ein Koordinatensystem, welches sich aus der Rotation des kon- 
fokalen Parabelsystems ergibt, angeben, dann haben wir im wesentlichen sämtliche 
Koordinatensysteme aufgezählt, beiwelchen die Laplacesche Gleichung separierbarist. 

Es sei betont, daß die bisher mitgeteilten Lösungen ganz einfache Randbedingungen 
erfüllen. Das Potential ninımt entlang einer Koordinatenfläche einen konstanten 
‘Wert an. Im folgenden werden wir bei Zylinder- und Kugelkoordinaten die Lösungs- 
möglichkeiten der allgemeineren Fälle betrachten. An dieser Stelle genügt es zü 
bemerken, indem wir unsere bisherigen Ausführungen verallgemeinern, daß bei 
bekanntem Verlauf des Potentials entlang einer Fläche (wobei es aber nicht erforder- 
lich ist, daß das Potential entlang dieser Fläche konstant ist) dasjenige Koordinaten- 
system zu wählen ist, dessen Koordinatenfläche mit der gegebenen Fläche über- 
einstimmt. In diesem Fall ist aber eine Lösung der Laplaceschen Gleichung erforder- 
lich, die von allen drei Veränderlichen abhängt. Wir setzen unsere Lösung aus diesen 
zusammen. Die. Art dieser Zusammensetzung wird eben durch die Randwerte 
bestimmt. | 


C. Lösung der Randwertaufgabe in der Ebene 


2.10. Trennung der Variablen 


Es kommt in der Praxis sehr häufig vor, daß die Elektrodenflächen als Zylinder- 
flächen betrachtet werden können. Dabei kann die Form der Schnittfläche der 
Zylinder beliebig sein. Solche Anordnungen können z. B. der Abb. 2.45 entnommen 
werden. Die Abb. 2.45a stellt das Schema einer elektronenoptischen Einrichtung dar, 
wobei die einzelnen Elektroden als zur Zeichenebene senkrechte Platten zu denken 
sind und die Öffnungen nicht kreisförmig sind, sondern zur Zeichenebene senkrechte 


Abb. 2.45 In der Praxis übliche ebene 
Elektrodenkonfigurationen 


Rechtecke darstellen.’ Aus der Abb. 2.45b ersehen wir den Querschnitt einer ebenen 
Katode, eines aus langen parallelen Stäben bestehenden Gitters und der ebenen 
Anode. In der Praxis kann sehr oft vorausgesetzt werden, daß die zur xy-Ebene 
senkrechten Abmessungen dieser Elektroden sehr groß sind. Mit anderen Worten 
kann mit einer guten Näherung behauptet werden, daß die Ausdehnung der Elek- 
troden in der z-Richtung unendlich groß ist. In solchen Fällen finden wir in beliebigen 
zur Zylinderachse senkrechten Schnittebenen dieselbe Potential- bzw. Kraftlinien- 
verteilung. Sind in der Wirklichkeit die Elektrodenenden von der betreffenden 
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Schnittebene genügend weit entfernt, so wird deren Einfluß entsprechend klein, und 
wir gelangen tatsächlich zu einer von der z-Koordinate unabhängigen Potential- 
verteilung. 
Ist die Potentialverteilung von der z-Koordinate unabhängig, so reduziert sich 
unsere dreidimensionale Laplacesche Gleichung 
U MU AU 


AU = — + —+—=0 1 
0x? = öy? « 02? ” 


zu der folgenden zweidimensionalen Laplaceschen Gleichung: 


RU 2 AU 
0x? öy? 


—0. (2) 


Entsprechend wird die Spannung nur eine Funktion der Veränderlichen x und y sein, 
d.h, U=Us, y). 

Obwohl wir in den nächsten Kapiteln verschiedene Probleme und Lösungen in der 
Ebene besprechen, denken wir immer daran, daß das Problem im Raum vorliegt. Wir 
sprechen von einer Linie in der Ebene und verstehen darunter eine Zylinderfläche, 
die die angegebene Linie zur Leitlinie hat. Diese Linie soll eine Gesamtladung q 
tragen. Das bedeutet im Raum: Eine Zylinderfläche der Länge / (in z-Richtung) trägt 
die Ladung gl. Eine Punktladung q in der Ebene bedeutet eine Linienladung in 
Richtung der z-Achse mit der Ladung g pro Längeneinheit. 

Wir versuchen, Gl. (2) in der schon erwähnten Weise durch Trennung der Variablen 
zu lösen. Nehmen wir dazu an, daß die gesuchte Potentialfunktion als das Produkt 
von zwei solchen Funktionen dargestellt werden kann, von denen jede nur von der 
einen bzw. von der anderen Veränderlichen abhängt, d.h., 


Ula,y) = X(e) Yly). (3) 
Diese Lösung setzen wir in unsere Gleichung ein: 


2 2 
yIr x 


z —=0. (4) 
dx dy 


Wenn wir diese Gleichung durch das Produkt XY dividieren, erhalten wir folgende 
Beziehung: 


(5) 


Wir bemerken, daß die eine Seite dieser Gleichung nur von der Veränderlichen x, 
die andere Seite nur von der Veränderlichen y abhängt. Also ist sowohl die eine als 
auch die andere Seite konstant. Beide Konstanten müssen den gleichen Wert besitzen. 
Unsere ursprüngliche partielle Differentialgleichung zerfällt in folgende zwei 
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gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


d?X d2Y 


—= —k2Y. 6 
Mr (6) 


Die Lösung dieser Gleichungen kennen wir bereits: 
X(x) = Asinh kx + B cosh kx; Y(y) =C sin ky + D cos ky. 


Der Wert der sogenannten Separationskonstante k kann sowohl reell als auch imaginär 
oder komplex sein, und infolgedessen kann sich der Charakter der beiden aufgestellten 
Funktionen in Wirklichkeit umkehren. Wir erhalten die allgemeine Lösung der 
Laplaceschen Gleichung, wenn wir die so entstehenden Lösungen summieren, d.h., 


U(z, y) = 3} (A, sinh kx + B, cosh kx) (C, sin ky + D, cos ky). (7) 
r 


Die Werte der hier vorkommenden Konstanten bestimmen wir mit Hilfe der Rand- 
bedingungen. | 

Wir können die zweidimensionale Laplacesche Gleichung auch in Polarkoordi- 
naten aufstellen: 


18 U 180 _, 
ra a ro 


(8) 


Diese Beziehung erhalten wir aus der in räumlichen Zylinderkoordinaten gegebenen 
Laplaceschen Gleichung, wenn wir die z-Abhängigkeit vernachlässigen. Diese Glei- 
chung wollen wir wieder durch die Separierung der Variablen lösen. Wir setzen an: 


Ulr,9) = Kir) Ep). (9) 
Setzen‘ wir diese Funktion in die Laplacesche Gleichung ein, so gelangen wir zu 


folgender Beziehung: 


rd | =) 1 dd (10) 


— Y — —— 
R dr dr ® de? 
In vollständiger Analogie zum vorangehenden Fall führen wir die Separations- 
konstante & ein und erhalten: 


=; — —=—. (11) 


Die Lösung der hier vorkommenden zweiten Differentialgleichung haben wir bereits 
gefunden. Die eine partikuläre Lösung der ersten Gleichung lautet R = r*, die andere 
R=r*, wovon wir uns durch Einsetzen sofort überzeugen können. 
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Entsprechend erhalten wir als allgemeine, sich den beliebigen Randbedingungen 
anschmiegende Lösung der in Polarkoordinaten angegebenen Laplaceschen Gleichung 


U(r,@) = 2 (Ar a3 n (C, sin kp + D, cos ko). (12) 


2.11. Lösung durch Reihenentwicklung 


Wir können. wichtige Aufschlüsse bezüglich der Potentialverteilung im Raum er- 
halten, wenn eine Symmetrieebene existiert und wir die Potentialverteilung in dieser 
Symmetrieebene kennen: Eine solche Symmetrieebene ist in Abb. 2.45 bei beiden An- 
ordnungen vorhanden: Es ist die x2-Ebene, d.h. die Ebene y = 0. Wir versuchen, 
eine Reihenentwicklung nach zunehmenden Potenzen der Veränderlichen y vorzu- 
nehmen. Da wegen der angenommenen Symmetrieebene das Potential für beliebige 
Werte von x an der Stelle +y denselben Wert annimmt wie an der Stelle —y, werden 
bei der Reihenentwicklung nur die geraden Potenzen von y vorkommen. Die Potential- 
funktion lautet demnach: 


U, y) = 2% Aula) y’". (1) 
n=0 
Setzen wir diese in die Laplacesche Gleichung ein, so folgt: 


ETAGE) y?t + Inn — 1) Aula) y]=0. (2) 
Di) 

Da diese Beziehung für sämtliche Werte von y gelten muß, müssen die zu beliebigen 
Potenzen von y gehörenden Koeffizienten verschwinden. Wir schreiben den Koef- 
fizienten von y?"-? in der Form 


AY_ (2) 


An1(2) + 2n(2n — 1) A,(a) = 0, A„(e) = Sn 


(3) 
Aus der ursprünglichen Reihenentwicklung können wir ersehen, daß der zur Null- 
potenz von y gehörende Koeffizient, also die F unktion A,(z), die Potentialverteilung 
auf der Symmetrieachse angibt; es gilt daher 


Ao&) = U(x, 0) = ule). (4) 


Bei ihrer Kenntnis können wir auch die übrigen Koeffizienten der Reihe nach 
bestimmen, und zwar 
U’(x,0) uw (x) 


Ele Saal =; 
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A re = 5 
2(X) 4-3 4! 9 ( ) 
Ayla) = (1 —— un) 
ö (2n)! 
Schließlich wird die Potentialverteilung folgende Form besitzen: 
1 1 
U(z, y) = u(«) or Wa) y?+ Te Way — + - 
= 1 
er — ir Ze (2n) an, 6 
PR Er TE (6) 


Die Bedeutung dieser Reihenentwicklung besteht darin, daß sie in einem beliebigen 
Punkt. der Ebene (x, y) den Potentialwert durch den auf der Symmetrieachse an- 
genommenen Potentialwert bzw. durch dessen Differentialquotienten ausdrückt. 
Dies bedeutet mit anderen Worten, daß das Potential in der Symmetrieebene das 
Potential für den gesamten Raum eindeutig bestimmt. 

Wir untersuchen jetzt, welche Form die Äquipotentialfläche in einem beliebigen 
Punkt dieser Symmetrieachse besitzen wird. Dazu entwickeln wir die Funktion 
U(x, y) in der Umgebung des Punktes x = x,, y = 0 in eine Reihe: 


OU. ou 1 U 
U(z,y) = U, 0) + (@ — %) e +7) Pr | ) 
T 0,0 öYy 20 2 02° 20 
U 1 U 
—  y 2 ... 7 
+ (2) Y = rs rt (7) 


woraus sich mit Hilfe von Gl. (6) folgender Ausdruck ergibt: 
’ 1 PL 1 2,1 
Ulx, y) z ua) + (0 — 80) wo) + 5 (8 — 20)” u (X) HU (20). (8) 


Die Gleichung der Äquipotentialfläche, die durch den Punkt x = x,, y = 0 hindurch- 
geht, lautet U(xz, y) = u(x,), d. h. nach Gl. (8) 


1 1 
(x —- 2%) ur) + 2 (x — 2)? u (X) = 2 "u" (&)- (9) 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. 
Die Potentialfunktion zeigt ein interessantes Verhalten im Sattelpunkt. Die 
Potentialänderung im Sattelpunkt ist nämlich Null, daher geht die Hyperbelgleichung 
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in die folgende Gleichung über: 
1 N [2 1 [A 
2 (x — x)” u (Ro) = 2 Yu’ (zo); yY=(r— 2), (10) 


die die Gleichungen von zwei einander rechtwinklig schneidenden Geraden darstellt. 
Somit sind also die Äquipotentialflächen im Sattelpunkt des Kraftfeldes von langen 
zylindrischen Elektroden, die auch eine Symmetrieebene besitzen, zueinander senk- 
recht. 


2.12. Elementare Eigenschaften der Funktion einer komplexen 
Veränderlichen. Die konforme Abbildung 


Die Lehre von den komplexen Funktionen ist, wie wir im folgenden sehen werden, 
das wirksamste Hilfsmittel zur Lösung des Randwertproblems in der Ebene. Wir 
werden auch. später noch einige Sätze der Funktionentheorie benötigen. Deshalb 
wollen wir jene Eigenschaften der komplexen Funktionen, auf die wir uns künftig 
berufen werden, kurz zusammenfassen. 

Die unabhängige Veränderliche sei 


z=ı+jy, 


wobei x den reellen Teil, y den imaginären Teil darstellt. Der Wertebereich dieser 
unabhängigen Veränderlichen ist die gesamte, durch die Koordinaten x, y aufge- 
spannte Ebene. Diese Ebene werden wir im folgenden z-Ebene nennen. Die komplexe 
Zahl z wird. durch den Vektor dargestellt, der den Nullpunkt des Koordinaten- 
systems mit dem beliebigen, durch die Koordinaten x, y gekennzeichneten Punkt 
dieser Ebene verbindet. Unter der Funktionsbeziehung | 


w= f(e) (1) 


verstehen wir, daß der komplexen Zahl z2=x-+jy irgendeine komplexe Zahl 
w= u + jv zugeordnet wird. Diese Zuordnung bedeutet also allgemein, daß sowohl 
der reelle Teil als auch der imaginäre Teil der komplexen Zahl von den Koordinaten 
x, y abhängig ist, also 


u= ul, y); v=vle, Yy). (2) 


Die der komplexen Zahl z zugeordnete komplexe Zahl w kann selbstverständlich 
auch in derselben Ebene dargestellt werden. Unsere Darstellung wird jedoch viel 
übersichtlicher, wenn wir die komplexe Zahl w in einer anderen Ebene, in der durch 
die Achsen u, v aufgespannten Ebene, darstellen. Diese werden wir stets w-Ebene 
nennen. Also stellt die Funktionsbezeichnung w= f(z) einen Zusammenhang 
zwischen den Punkten der z-Ebene und der w-Ebene her. Dies können wir auch so 
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ausdrücken, daß die Beziehung w = f(z) die z-Ebene (oder einen Teil derselben) auf 
die w-Ebene (oder auf einen Teil von ihr) abbildet. Wir können natürlich nicht all- 
gemein behaupten, daß diese Beziehung auch’umkehrbar eindeutig ist. 

Im folgenden werden wir uns ausschließlich mit solchen Funktionsbeziehungen 
befassen, bei denen die Zuordnung w = f(z) eindeutig ist und die ferner differenzierbar 
sind. Es existiert also der Grenzwert 
lim f{@ + Az) — fe) — f(e) (3) 
dı—0 Az 
unabhängig davon, in welcher Weise Az gegen Null geht. Die geometrische Deutung 
des Differentialquotienten sehen wir in Abb. 2.46. Es sei durch die Funktion w = f(z) 
ein beliebiger Punkt z, der z-Ebene auf den Punkt w, der w-Ebene abgebildet. Dann 
wird der dem Punkt 2, + Az entsprechende Punkt in der w-Ebene durch die komplexe 
Zahl w, + Aw charakterisiert. Wird die Differenz Az sehr klein, so können wir 
angenähert schreiben: 

MO pas Aw re) de. a) 
. Im allgemeinen ist auch der Differentialquotient eine komplexe Zahl. Multiplizieren 
wir eine komplexe Zahl mit einer anderen, so ergibt sich eine neue komplexe Zahl, 
deren Absolutwert durch Multiplikation der beiden Absolutwerte und deren Argu- 
ment durch Addieren der beiden Argumente gebildet wird. Wenn wir also den Wert 


Wo +Aw 


Ky=&,tarcf(z)) Abb. 2.46 Abbildung von zwei einander 
sehr nahe liegenden Punkten 


u 


des Differentialquotienten in einem Punkt kennen, so bestimmt dieser die Länge und 
den Neigungswinkel der Verschiebung Aw im Punkte w,, welcher der kleinen Ver- 
schiebung Az entspricht. Der Differentialquotient zeigt also, wie stark bei der Abbil- 
dung ein Linienelement zu strecken oder zu kürzen bzw. zu drehen ist. Hieraus 
können wir bereits einen sehr interessanten Schluß ziehen, wenn in dem betreffenden 
Punkt der Wert des Differentialquotienten nicht Null ist. Wir nehmen an, daß in 
einem beliebigen Punkt der z-Ebene, der durch z, charakterisiert ist, entsprechend 
Abb. 2.47 zwei Kurven zusammentreffen und der durch die Tangenten dieser beiden 
Kurven im Punkt z, eingeschlossene Winkel « sei. Nun bilden wir die z-Ebene mit 
Hilfe der differenzierbaren Funktion w = f(z) auf die w-Ebene ab. In diesem Fall 
entsprechen den beiden Kurven der z-Ebene zwei Kurven in der w-Ebene. Diese 
beiden Kurven werden sich selbstverständlich in der w-Ebene in einem ihrem in der 


13 Simonyi 
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2-Ebene befindlichen Schnittpunkt entsprechenden Punkt w schneiden. Vom Schnitt- 
punkt ausgehend, betrachten wir ein sehr kleines Kurvenelement der einen Kurve und 
ebenso ein Kurvenelement der anderen Kurve. Nach dem eben Gesagten wird der für 


Abb. 2.47 Konforme (winkeltreue und im 
kleinen verhältnistreue) Abbildung 


diesen Punkt bestimmte Differentialquotient zeigen, um wieviel dieses Kurven- 
element im Verhältnis zu seiner ursprünglichen Lage zu verdrehen und um welches 
Maß es zu strecken ist. Wir haben aber selbstverständlich auch das an der anderen 
Kurve angenommene Kurvenelement um ebensoviel zu verdrehen und zu strecken. 
Also geht das in der 2-Ebene angenommene Dreieck ABC in ein dem Argument des 
Differentialquotienten entsprechend verdrehtes, dem vorherigen jedoch ähnliches 
Dreieck über. Die Abbildung wird also in den kleinen Teilen ähnlich. Dies bedeutet, 
daß die in der. einen Ebene angenommenen sich schneidenden Kurven sich in der 
anderen Ebene unter demselben Winkel schneiden, ferner, daß die, von einem be- 
liebigen Punkt der 2z-Ebene ausgehend, klein angenommenen Kurvenelemente in dem- 
selben Maße länger werden oder zusammenschrumpfen. Wie auch aus der Ableitung 
hervorgeht, besteht diese Ähnlichkeit nur in der nächsten Umgebung eines Punktes 
und ferner nur dann, wenn der Differentialquotient von Null verschieden ist. Die in 
den kleinsten Teilen ähnliche und winkeltreue Abbildung eines Bereiches nennen wir 

_ konforme Abbildung. Also wird die differenzierbare oder, wie man auch sagt, reguläre 
Funktion w = f(z) sämtliche Bereiche der z-Ebene, in denen der Differentialquotient 
nicht Null (/'(z) + 0) ist, auf die w-Ebene konform abbilden. 

Gerade die Forderung, daß der Wert des Differentialquotienten von der Richtung 
unabhängig sei, während wir den Betrag von Az gegen Null gehen lassen, bestimmt 
die Beziehungen zwischen dem reellen und dem imaginären Teil der Funktion w, die 
die Lösung des Problems in der Ebene in der Elektrostatik ermöglichen. Wir nähern 
uns zunächst dem Punkt, in dem wir den Wert des Differentialquotienten bestimmen 
wollen, parallel zur reellen Achse. In diesem Fall ist der Wert des Differential- 
quotienten 


CE - 
42-0 % 
ii (er Zul y) | ‚vet Az y) = ot 9) 
42-0 Ax Az 
0 Br) 
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Nähern wir uns dem betrachteten Punkt dagegen parallel zur imaginären Achse, 
so wird Az = j Ay, und somit gilt für den Wert des Differentialquotienten 


ger 
fe@) = ut (6) 


Da nach unserer Annahme der-Wert des Differentialquotienten vom Weg, den wir in 
Richtung auf den untersuchten Punkt zurückgelegt haben, unabhängig ist, sind die 
beiden Werte gleich, also 


ou . . Mu 00 


eo ERPROBT 7 
0X 0X Oy oy 7 
Dies kann nur bestehen, wenn sowohl die reellen als auch die imaginären Teile für 
sich gleich sind, d.h. 


ou 0% 00 ou 
2 zu, (8) 


Diese Beziehungen werden die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ge- 
nannt. Wie wir sehen, sind diese notwendig, damit die Funktion in einem gegebenen 
Punkt einen Differentialquotienten besitzt. Es kann umgekehrt bewiesen werden, däß 
der Differentialguotient existiert, wenn der reelle und der imaginäre Teil der Funk- 
tion w die obige Differentialgleichung erfüllen. = | 
Differenzieren wir die erste Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung nochmals 
nach x, die zweite nochmals nach y, dann erhalten wir 
02u 0°V 08V eu 


0 Gy Gy ai 


Addieren wir die beiden so gewonnenen Gleichungen, so gelangen wir zu folgender 
Beziehung: 
2 2 
ZE (9) 
02° 0y® 


Jetzt differenzieren wir die erste der Gleichungen (8) nach y, die zweite nach x und 


erhalten nach Addition die folgende Gleichung: 
GV 53 0 
02?  oy: 


=(. (10) 


Wir sehen also, daß sowohl der reelle Teil als auch der imaginäre Teil einer beliebigen 
regulären. Funktion die Laplacesche Gleichung erfüllt. In dieser Tatsache liegt die 
große Bedeutung der Lehre von den Funktionen mit einer komplexen Veränderlichen 
in der Elektrostatik begründet. Wir können nämlich unendlich viele Funktionen 


13* 
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angeben, die die zweidimensionale Laplacesche Gleichung erfüllen, wir brauchen nur 
den reellen oder imaginären ‘Anteil einer Funktion mit einer komplexen Veränder- 
lichen zu nehmen. Die Schwierigkeit besteht im allgemeinen darin, die sich den vor- 
geschriebenen Randbedingungen anschmiegenden Lösungen der Laplaceschen 
Gleichung zu finden. Da wir aber eine große Anzahl von Lösungen kennen, läßt sich 
in vielen Fällen eine der jeweiligen konkreten Aufgabe entsprechende Lösung doch 
ohne große Mühe finden. 


2.13. Lösung des ebenen Problems mit Hilfe komplexer Funktionen 


Wir sahen eben, daß die zweidimensionale Laplacesche Gleichung sowohl durch den 
reellen als auch durch den imaginären Teil einer beliebigen regulären komplexen 
Funktion erfüllt wird. Untersuchen wir jetzt die Potentialverhältnisse für den all- 
gemeinen Fall etwas näher. Wir nehmen an, die Funktion 


w= fl) 


bilde die z-Ebene auf die w-Ebene ab. Dann entspricht dem durch .die Koordinaten 
x, y gekennzeichneten Punkt der z-Ebene in der w-Ebene der durch die Koordinaten 


um, y), vi Yy) 


charakterisierte Punkt. Nach unseren bisherigen Ausführungen wird die Potential- 
verteilung für sämtliche Punkte der Ebene durch die Funktion u(z, y) dargestellt. Wir 
‘hätten natürlich ebensogut auch den imaginären Teil für die Darstellung des Potentials 
wählen können. Die Leitlinien der räumlichen äquipotentiellen Zylinder ergeben in 
den Ebenen x, y die Kurven 


ur, y) = u = const. (1) 


Diese sind in Abb. 2.48 dargestellt. Damit erhalten wir die Lösung von solchen 
physikalischen Aufgaben, bei denen die Grundlinien der Elektroden mit den Grund- 
linien der Äquipotentialflächen zusammenfallen. In diesem Fall erhalten wir auf diese 
Weise z.B. das Kraftfeld der in der Abbildung schraffiert eingezeichneten. Elek- 
trodenformen. In der Ebene w entspricht den Kurven u(x, y) = u; nach der Gleichung 
u; = const eine der imaginären Achse parallele Gerade. Die Abbildung w = f(z) 
bildet also die Leitlinien der aufeinanderfolgenden Äquipotentialflächen auf die der 
imaginären Achse parallele Geradenschar ab. Betrachten wir nun, welche Kurven in 
der w-Ebene den Kurven v(x, y) = const entsprechen. Es sind die der reellen Achse 
parallelen Geräden. Da die Abbildung winkeltreu ist und in der w-Ebene die Geraden 
u = const bzw. v —= const das kartesische Koordinatennetz liefern, so ergeben die 
Kurven u(z,y) = u; bzw. v(x,y) = v; in der z-Ebene ebenfalls ein aufeinander 
senkrechtes, jedoch krummliniges Netz. Die Kurven v(x, y) = const stehen überall 
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senkrecht auf den Kurven u(z, y) = const. Die Kurven v(x, y) = const geben, mit 
anderen Worten, in allen Punkten die Richtung der Kraftlinien an, fallen also mit den 
Kraftlinien zusammen. | 
Das gleiche Problem liegt vor, wenn wir einen Plattenkondensator betrachten, der 
in der w-Ebene liegt; seine Äquipotentiallinien und die dazugehörigen Kraftlinien 
seien gegeben. Dieses die Laplacesche Gleichung offenbar erfüllende Potential- und 
Kraftfeld bilden wir auf die z-Ebene ab. Der Abbildung entsprechend, erhalten wir 
für die Äquipotentialflächen und für die Kraftlinien ein neues System, durch welches 
aber — wie wir bereits sahen — die Laplacesche Gleichung gleichfalls erfüllt wird. 
Es ist deshalb zweckmäßig, diese Tatsache in dieser Form auszudrücken, weil sie 


YA 


Abb. 2.48 Äquipotentialflächen werden in der z-Ebene durch die der imaginären Achse der 
w-Ebene parallelen Geraden erzeugt 


allgemein gültig ist. Kennen wir nämlich in einem beliebigen Bereich die gewisse 
Randbedingungen erfüllende Lösung der Laplaceschen Gleichung, so geheri bei der 
Abbildung dieses Bereiches mit Hilfe einer beliebigen regulären Funktion die Äqui- 
potentialflächen wieder in Äquipotentialflächen, die Kraftlinien wieder in Kraft- 
linien über, und die Laplacesche Gleichung wird auch durch diese neue Potential- 
verteilung erfüllt. 

Wenn wir das Potential in allen Punkten der Ebene kennen, so sind wir in der 
Lage, für die Feldstärke folgende Beziehungen anzugeben: 


ER,=-—; E=--. (2) 


Damit ergibt sich für die Feldstärke 


E=-JEH+R- Y&) + =). (3) 


2)  \&y 
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Setzen wir in diese Beziehung die aus der Cauchy-Riemannschen Beziehung 2.12.(8) 
folgende Gleichung 


2u\2 2 

gr (4) 
oy 0X 
ein, so erhalten wir 


(Du\ /(o\2 | 

ER, ya N. 

/ =) + | =) | 

woraus wir ersehen, daß der Betrag der Feldstärke überall mit dem Absolutwert des 
Differentialquotienten übereinstimmt. | 

Bevor wir noch die verschiedenen Abbildungen und die durch diese gelösten 


physikalischen Probleme behandeln, wollen wir untersuchen, wie groß die Gesamt- 
ladung zwischen zwei Punkten der Grundkurve eines beliebigen Leiters ist. Hierfür 


— +} 


an in f@l; (5) 


ou . 
x 


Abb. 2.49 Zur Berechnung der Flächen- 
ladungsdichte 


x 


können wir eine sehr einfache Beziehung aufstellen. Die Oberfläche des Leiters sei 
gemäß Abb. 2.49 mit der Äquipotentialfläche, die den Wert u(x, y) = u, besitzt, 
identisch. Durch Integration des Verschiebungsvektors zwischen den Punkten A und 
B erhalten wir die auf die Längeneinheit in z-Richtung entfallende Ladungsmenge 


B 


B B 
1= [aMd=a | Bäs= u | a (6) 
on 
A A 


A 


Der Ausdruck |öu/ön| ist nichts anderes als der Absolutwert des Differentialquotienten 
in jedem Punkt der Fläche, da wir gesehen haben, daß die Feldstärke dem Absolut- 
wert des Differentialquotienten gleich ist. Wir können dies aber auch direkt sehen. 
Bewegen wir uns nämlich senkrecht zu den Flächen u(r, y), so ändert sich der Wert 
der Veränderlichen v nicht, 9u/ön gibt also die gesamte Änderung an. Wir erhalten 
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aber denselben Wert auch dann, wenn wir uns in der Fläche u = const senkrecht zu 
den Kurven v(x, y) = const bewegen. In diesem Fall gibt die Änderung 2v/ds die 
Gesamtänderung der Funktion w an. Damit wird 


en Mm 


Dies ist übrigens die erste Cauchy-Riemannsche Gleichung, aufgeschrieben für die 
Richtungen (r, s). Die Ladung kann also wie folgt geschrieben werden: 


B 
or 
= —5 | — ds = gu(04 — dp). (8) 
8 08 
A 


Wir können somit eine zwischen zwei Punkten befindliche Ladung sehr einfach 
ablesen, wenn wir lediglich die zu den Grenzpunkten gehörenden Funktionswerte 
® 4, %p kennen. 

Die Verhältnisse mögen. vielleicht übersichtlicher erscheinen, wenn wir uns von der kom- 
plexen z-Ebene befreien und in den Raum mit den Koordinatenachsen e,, e, und €, zurück- 


kehren. Die Funktionen u = u(z, y) bzw. v = v(z, y) mit den Eigenschaften, die die Cauchy- 
Riemann-Gleichungen verlangen, seien gegeben. Dann gelten: 


ou 


R ou 4 Ov Ov 
gradu = 22 e;, + dy e,; gradv = at dy e, 


Bilden wir das Vektorprodukt e, x grad u, so erhalten wir 


d u ei ou ou u = d 
e,xgradu = 32 e,x ae y ax En 20 e,= + gr v, 


d. h., grad u und grad v AR Böhkrecht zueinander und den cn Betrag. 


2.14. Beispiele für die Anwendung von Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen 


Im folgenden werden wir nicht für eine gegebene physikalische Aufgabe die ent- 
sprechende Abbildung suchen, sondern umgekehrt die verschiedenen Abbildungen 
angeben und jene physikalischen Aufgaben suchen, die mit Hilfe dieser Abbildung 
gelöst werden können. In der Praxis versuchen wir dann aus der Vielzahl der so ent- 
standenen Lösungen diejenige auszuwählen, welche der gegebenen Aufgabe am besten 
entspricht. 


I. Beispiel. Wir untersuchen die Funktion w = In z. Da 


z=xc +jy=rer 
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ist, gilt die Beziehung 
utrp=lhz=-Irer -Inr+je, (1) 


und damit sind der reelle bzw. imaginäre Teil der Funktion w gegeben zu 


u=lIny@®?+y; v=Yp = areten I. (2) 
x 
Als Potentialfunktion wählen wir die Funktion 


u=In Ya? +. (3) 


Die Gleichung der Äquipotentiallinien, also der durch die Gleichung u = const 
bestimmten Linien, ist: 


In Ya? + y? = const; x? + y? = const. (4) 


Dies sind also konzentrische Kreise. Auf diese Weise erhalten wir das Feld der 
geladenen sehr langen Leiter mit Kreisquerschnitt. Die auf der Längeneinheit eines 
beliebigen Leiters mit Kreisquerschnitt befindliche Ladung ist auf Grund der 
Gl. 2.13.(8) 

q= Eo(V4 — v5) = &(O = 2re) = — re: (5) 


Gehört zur Ladung — 2re, die Funktion 


u=In Ve+y%, (6) 


so wird der Ladung g die Funktion 


I nye+pP=--— r=, Be (7) 


TEg TEg TEI Tr 


um — 


entsprechen. Da weiterhin In 1 = 0 ist, wird das Potential an der Stelle r = 1 Null 
sein. Wenn wir erreichen wollen, daß der Potentialwert nicht am Zylinder mit dem 
Einheitsradius, sondern an einer beliebigen Stelle r = r, gleich Null ist, so ergibt sich 
folgende Gleichung: 


BR, FEN. EL LG (8) 


Drey To IE 0 T 


Wenn wir also als Potential die Funktion u wählen, so gelangen wir zum Kraftfeld 
der elektrischen Linie, des Zylinders von endlichem Radius oder des konzentrischen 
Zylinders (Abb. 2.50). 
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Jetzt wählen wir die Funktion 
v=o = arctan 4 (9) 
x 


als Potentialfunktion. Dann erhalten wir das Potentialfeld der Halbebenen, die mit- 
einander einen gegebenen Winkel bilden und verschiedene Potentiale besitzen 
(Abb. 2.51). Die Äquipotentialflächen sind, hier vom Mittelpunkt ausgehende Geraden 


Abb. 2.50 System der Äquipotentialflä- Abb. 2.51 System der Äquipotentialflä- 
chen und Kraftlinien, das der Abbildung chen und Kraftlinien, das der Abbildung 
w = In z zugeordnet ist. Als Potentialfunk- w =: In z zugeordnet ist. Als Potentialfunk- 
tion wurde die Funktion % gewählt tion wurde die Funktion v gewählt 


(im Raum Ebenen). Die Kraftlinien ergeben die den Äquipotentialflächen des vor- 
herigen Beispiels entsprechenden Kreise. So können wir z.B. in Abb. 2.51 das 
elektrische Kraftfeld von zwei sehr nahe beieinander liegenden, verschiedene Poten- 
tiale besitzenden Halbebenen sehen (z. B. den Rand eines Kondensators). Unsere, 
Abb. 2.52 zeigt wiederum das Kraftfeld von zwei nebeneinandergelegten Halb- 


Abb. 2.52 Die Abbildung » =Inz überführt die 
Gerade v = 0 der w-Ebene in die positive reelle Achse 
der z-Ebene, die Gerade »% = r hingegen in die nega- 
tive reelle Achse der z-Ebene und: bildet somit das 
Kraftfeld des Kondensators auf das Kraftfeld zweier 
nebeneinanderliegender Halbebenen ab, die verschie- 
dene Spannungen besitzen 


ebenen mit verschiedenen Potentialen. Wir beachten bei dieser Abbildung, daß die 
Transformation w = In z die übereinander befindlichen Geraden v=0 bzw. v=r 
der w-Ebene in der z-Ebene nebeneinandergleiten läßt. Auf dieses Ergebnis kommen 
wir an späterer Stelle noch zurück. 
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2. Beispiel. Wir untersuchen die Transformation 
1 
w=—. (10) 
z 


Diese lautet in ausführlicher Schreibweise: 


i 1 c—] 
u + Ju = ee In. 
ty v+ry 
Daraus folgt: 
x? + y? aa + y® 


Die Gleichung u = const definiert eine Kreisschar, deren Mittelpunkte auf der 
x-Achse liegen. Sämtliche Kreise gehen durch den Anfangspunkt hindurch und 
berühren die y-Achse. Die Gleichung v = const dagegen bestimmt eine Kreisschar, 
deren Mittelpunkte auf der y-Achse liegen. Sämtliche Kreise gehen hierbei durch den 


Abb. 2.53 Die Abbildung w = 1/z ergibt 
das Kraftfeld eines Liniendipols mit dem 
Moment 2re, | 


Anfangspunkt hindurch und berühren die x-Achse. Dies ist das Kraftfeld von sehr 
nahe beieinander liegenden elektrischen Linien mit entgegengesetzten Ladungen, also 
eines Liniendipols. Diese Abbildung eignet sich für die Darstellung des Kraftfeldes 
von Leitungspaaren in großer Entfernung von den Leitungen. Die Formeln sind bei 
der Berechnung des Störkraftfeldes von Fernleitungen verwendbar, da die Ein- 
richtungen, die durch die Fernleitung gestört werden könnten, ohnedies von der Fern- 
leitung weit entfernt angebracht werden (Abb. 2.53). 
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Daß diese Kurven tatsächlich das Kraftfeld eines sogenannten Liniendipols dar- 
stellen, können wir aus Abb. 2.54 leicht ersehen. Wir denken uns im Abstand 1/2 über 
und unter dem Nullpunkt elektrische Linien mit einer auf die Längeneinheit ent- 
fallenden Ladung —+g angebracht. Das Potential wird in einem beliebigen Punkt der 
Ebene, falls die beiden elektrischen Linien unendlich nahe beieinander liegen, 
folgenden Wert haben: 


1 
Det I" - 1 |- 32 Be q 
r r 


l 
q Yy p Yy (12) 
43 


. 


Wenn wir hingegen die elektrische Achse nicht auf der y-Achse, sondern auf der 
x-Achse anbringen, so ist der Potentialwert: 


Abb. 2.54 Zur Ableitung des Kraftfeldes 
x eines Liniendipols 


PEN! OHREN. ABER (13) 
2rre, 2? + Y? 
Vergleichen wir die Gleichungen (12) und (13) mit Gl. (11), so sehen wir, daß letztere 
das Kraftfeld eines Liniendipols darstellt, dessen Moment 2re, ist, und in die Richtung 
der negativen y-Achse bzw. der positiven x-Achse zeigt. 


3. Beispiel. Nun untersuchen wir die folgende Abbildung: 
z=kcoshw. (14) 
Für diese gilt, durch reelle und imaginäre Anteile ausgedrückt: 
2 +jy = k cosh (u + jv). (15) 
Aus den Beziehungen für die hyperbolischen Cosinusfunktionen erhält man 
cosh (u + jo) = cosh vu cosv + jsinh u sinv. (16) 


Somit gelangen wir durch Gleichsetzen der reellen und imaginären Teile zu den 
Beziehungen 


x = kcosh u cosv; —ksinhvusinv. (17) 
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Lösen wir diese Beziehungen nach cos v bzw. sin v auf, 


cv = we sin v A EBEN. (18) 
k cosh u k sinh u 


so folgt nach Quadrieren und Addieren: 


x2 y° 


Ve A 9, 19 
k2 cosh? u a. k2 sinh? u \ ) 


Hiervon können wir ablesen, daß diese Abbildung die Gerade u = const in eine 
Ellipse überführt, deren Brennweite 


f = Yh® cosh? u — 2 sinh?u = k (20) 


konstant ist. Den verschiedenen u-Werten entspricht also ein System von konfokalen 
Ellipsen. Lösen wir die Gleichungen (17) nach den Ausdrücken sinh u bzw. cosh u auf 


T Yy 


. cosh u = ; sinh vu = ———, (21) 
k cos v k sinv 
so gelangen wir nach Quadrieren und Subtrahieren zu der Beziehung 
2 2 
bee ee en (22) 
k? cos? v k2 sin? v 


Dies wiederum ergibt eine konfokale Hyperbelschar, wenn wir für v nacheinander 
verschiedene Werte einsetzen. Somit geht das kartesische Netz der w-Ebene in 
konfokale, aufeinander senkrechte Ellipsen- und Hyperbelscharen über (Abb. 2.55). 
Diese Abbildung ist für die Darstellung solcher zylindrischen Felder geeignet, deren 
Grundkurven Ellipsen oder Hyperbeln bilden. Aus den Entartungsfällen ergeben sich 
die Lösungen nachstehender physikalischer Probleme. | 

Sollen die zueinander senkrechten Ebenen gemäß Abb. 2.56 im angegebenen 
Abstand voneinander verschiedene Spannungen besitzen, so wird die Potential- 
verteilung durch den Imaginärteil der Abbildung z=X coshw geliefert. Mit der Spiege- 
dieses Bildes können wir das Kraftfeld von zwei einander in einen bestimmten 
Abstand gegenüberliegenden Halbebenen erhalten (Abb. 2.57). Als Potentialfunktion 
wählen wir auch hier den Imaginärteil. 

Das Kraftfeld eines im Raum alleinstehenden Streifens ist in Abb. 2.58 auf- 
gezeichnet. Hierbei wird die Potentialfunktion durch den Realteil der Abbildung 
gegeben. 

Als konkretes Beispiel sollen das Feld und die Kapazität eines Zylinder-Konden- 
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Abb. 2.55 System der Äquipotential-- Abb. 2.56 Die einer unendlichen Ebene 

flächen und Kraftlinien der Abbildung gegenüberliegende Kante kann durch die 

z=kcosh w Abbildung z = k cosh w angenähert wer- 
den 


Abb. 2.57 Kraftfeld und System der Abb. 2.58 Kraftfeld eines unendlich 
Äquipotentialflächen des Spaltes, der sich langen Metallbandes mit einer auf eine 
zwischen zwei in einer Ebene liegenden sehr weit entfernt liegende Zylinderober- 
Halbebenen befindet. Auch sie kann man fläche bezogenen Spannungsdifferenz. Es 
mit Hilfe der Abbildung 2 = % cosh w er- kann ebenfalls mit Hilfe der Abbildung 
halten z = k cosh w ermittelt werden 


sators bestimmt werden, wenn die Leitkurven der Elektroden konfokale Ellipsen mit 
den Halbachsen a,, b, (für die innere Elektrode) bzw. a,, b, (für die äußere Elektrode) 
sind. Zwischen diesen Größen besteht wegen der Konfokalität der Zusammenhang 
a —bi=a3—b5 = Kk?2 = f2. Das Potential vw, der inneren Elektrode ergibt sich aus 
Gl. (19) durch Einsetzen der Werter =a,;y=0: 


2 
a, = fcosh u u, = arcosh 7 — In 7 + Ye) —_ | = In ae 


Auf ähnliche Weise erhalten wir: 


G9g = f cosh us; U, —= arcosh a,/f = In [(a, + b,)/f]. 
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Es wird also: 


U, — u, = In [(a, + b,)/(aı + 51)]- (23) 


Wenn die Spannung U, zwischen den Elektroden gegeben ist, muß jeder Span- 
nungswert mit U,/(ü, — u,) = U;/In [(a2 + d2)/(aı + b1)] multipliziert werden. So 
erhalten wir z. B. an Stelle von 


E = |dw/dz] = 1/|dz/dw| = 1/|k sinh w| = 1/|k Yeosh? w — 1| = 1/|Y2? — f2| 
den Wert 


Me Le nun. 
In [(az + b,)/(aı + bı)] v2— Pf 


Die Kapazität der Längeneinheit ergibt sich nach Gl]. 2.13.(8) und Gl. (23) zu 


DIE 


Ü m mm 
In [(a; A: b,)/(aı + bı)] 


2,15. Der Fundamentalsatz der konformen Abbildung 


Wir haben bereits erwähnt, daß, sofern wir für einen gegebenen Bereich das Problem 
der Elektrostatik gelöst, also das System der Äquipotentiallinien und Kraftlinien 
gefunden haben, dieses Liniensystem bei einer konformen Abbildung wieder in auf- 
einander senkrechte Systeme der Äquipotential- und Kraftlinien übergeht. Daraus 
folgt natürlich auch die Lösung eines anderen physikalischen Problems. Die Grund- 
kurve der zylindrischen Elektrode wird jetzt auf irgendeine Linie dieses neuen 
Systems der Äquipotentiallinien abgebildet. Unsere Aufgabe spezifiziert sich also 
dahingehend, daß wir einen bekannten Bereich — z. B. das Innere eines Zylinders, 
dessen Grundkurve der Einheitskreis ist — auf einen beliebigen, durch die Grund- 
kurve der gegebenen zylindrischen Elektrode bestimmten Bereich abbilden müssen. 
Ist dies aber immer möglich? Nach dem Riemannschen Fundamentalsatz der kon- 
formen Abbildung kann man jeden beliebigen einfach zusammenhängenden Bereich 
mit mindestens zwei Randpunkten umkehrbar eindeutig auf das Innere des Einheits- 
kreises konform abbilden. Hieraus folgt natürlich sofort,'daß jeder beliebige einfach 
zusammenhängende Bereich ebenfalls auf einen anderen beliebigen einfach zusammen- 
hängenden Bereich abgebildet werden kann. Die Abbildung wird eindeutig, wenn wir 
dabei einen zum gegebenen Innenpunkt gehörenden Bildpunkt und eine zur in jenem 
Punkt angenommenen Richtung gehörende Richtung angeben. An Stelle dieser 
Angaben ist auch die Angabe von beliebigen anderen drei reellen einander ent- 
sprechenden Zahlen hinreichend. Da die Punkte der Randkurve durch je eine Angabe 
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vollständig bestimmt sind, können wir also die Lage von drei auf dem Rande des 
Bereiches liegenden Punkten ohne die Gefahr einer Überbestimmtheit im Bild 
angeben. | 

Das praktische Auffinden der Abbildungen ist im allgemeinen Fall eine sehr 
schwierige Aufgabe. Für einzelne Spezialfälle dienen besondere Methoden, wie wir 
im folgenden Kapitel sehen werden. Bei diesen Aufgaben bereitet die Sonderstellung 
des unendlich fernen Punktes oft eine Schwierigkeit. Wir werden z. B. über den 
Neigungswinkel der dort zusammentreffenden Geraden sprechen. Es ist.dann zweck- 
mäßig, die Riemannsche Zahlenkugel einzuführen. Statt in der komplexen Zahlen- 


Poo 
N a 


Abb. 2.59 Polygonales Gebiet auf der Riemannschen Zahlenkugel 


ebene stellen wir die komplexen Zahlen auf einer auf den Nullpunkt gestellten Kugel 
(Abb. 2.59) so dar, daß wir den in der Zahlenebene angenommenen Punkt 2 mit dem 
über dem Nullpunkt liegenden ‚Nordpolpunkt‘“ P der Kugel verbinden. Wo diese 
Gerade die Kugel schneidet, liegt das Bild des Punktes z auf der Kugel. So entspricht 
dem unendlich fernen, Punkt der Ebene der Punkt P selbst. Einem in der Zahlen- 
ebene angenommenen Bereich entspricht auch auf der Kugel ein Bereich. Die Sonder- 
stellung des unendlich fernen Punktes ist auf der Kugel aufgehoben. Damit ist gleich- 
zeitig auch jener scharfe Unterschied aufgehoben, der zwischen dem Innern und dem 
Äußern eines Bereiches bestand. Die Kugeloberfläche wird durch jede doppelpunkt- 
freie geschlossene Linie in zwei einfach zusammenhängende Bereiche unterteilt, 
zwischen denen. nur der unwesentliche Unterschied zu verzeichnen ist, daß der 
unendlich ferne Punkt in dem einen enthalten, im anderen nicht enthalten ist. 
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Die Relation zwischen der Kugel und der Zahlenebene ist übrigens — wie leicht 
nachweisbar — winkeltreu. Zwei Kurven schneiden sich in der Ebene unter dem 
gleichen Winkel wie deren Bilder auf der Kugel. Im folgenden werden wir diese 
Eigenschaften benutzen. 


2.16. Das Feld von Elektroden mit polygonaler Grundkurve 


Wir begegnen in der Praxis häufig eckigen Elektroden. Diese können durch Zylinder 
mit polygonaler Grundkurve angenähert werden. Die Behandlung von Aufgaben 
dieses Typs wird durch die Schwarz-Christoffelsche Abbildung ermöglicht, mit der 
eine Halbebene in einen polygonalen Bereich überführt werden kann. Bevor wir die 
Abbildung selbst behandeln, untersuchen wir, von welcher Abbildung wir die Über- 


NW 77 
2 dw Abb. 2.60 Die Abbildung z = w?/2 bildet einen 


—— | sektorförmigen Teil der z-Ebene auf die obere 
| | Hälfte der w-Ebene ab 


führung einer unendlichen Geraden, z.B. der reellen «-Achse der w-Ebene, in eine 
gebrochene Linie erwarten können. Wir wissen, daß durch die Abbildung z = w" 
ein Sektor der w-Ebene, der durch den Winkel «,, bestimmt ist, auf einen Sektor mit 
dem Winkel na, vergrößert (n > 1) bzw. verkleinert (n < 1) wird. Somit wird die 
obere Hälfte der w-Ebene, deren Grenzlinie die reelle v-Achse ist, ebenfalls in einen 
Sektor, also in einen polygonalen Bereich, umgeformt. Als Beispiel untersuchen wir 
die Abbildung 


z = wel, (1) 


Der Verschiebung dw in der w-Ebene (Abb. 2.60) entspricht in der z-Ebene die Ver- 
schiebung 


dz = u wil® dw. (2) 
Die Abbildung führt die positive Hälfte der reellen «-Achse in die positive Hälfte der 
reellen x-Achse, die negative Hälfte von u, da a, = r ist, in eine um a, = (3/2) r 
geneigte Gerade und die obere Hälfte der w-Ebene in den aus der Abbildung ersicht- 
lichen schraffierten Bereich über. Bewegen wir uns jetzt entlang der (reellen) u-Achse 
von —oo nach +00, so wird der Winkel der so ausgeführten elementaren Bewegung dw 
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stets Null sein, und damit wird der zu de gehörige Winkel durch die Gleichung 


1 1 
a a a I (3) 


bestimmt sein. 

Da wir uns entlang der u-Achse fortbewegen, ist der Winkel von w gleich x, solange 
« und damit w negativ. bleibt, und er wird Null, wenn w positiv ist. Damit ergibt sich 
der Winkel der zur negativen reellen Achse gehörenden Verschiebung dz aus der 
Beziehung 


1. 
arcck=—r, 
2 
was wir bereits früher feststellen konnten. Wenn wir den Winkel von dieser letzteren 


Seite ab rechnen, so erhalten wir den Außenwinkel des sich nach obiger einfachen 
Abbildung ergebenden zweiseitigen Polygons: 


Abb. 2.61 Verschiedenen «- und 8-Werten entsprechende Abbildungen 


Aus Abb. 2.61 ersehen wir, welche Abbildungen mit Hilfe der Beziehung 


wr +1 
d&=wdw z=- (4) 
“+1 
zu verwirklichen sind. 
Wie nun leicht einzusehen ist, wird durch den Differentialquotienten 
d2: = (w — u)" dw, (5) 


der die reelle Zahl v, enthält, eine Abbildung definiert, bei der die v-Achse an der 
Stelle u, unter dem der Abb. 2.61 entsprechenden Winkel „bricht“. Die Abbildung 


dz = Alw — u)" dw, (6) 
bei der A eine beliebige komplexe Zahl darstellt, verdreht die Spitze des Polygons, 


14 Simonyi 
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und wir können über die Abbildung, die sich nach der Integration der vorherigen zu 


A = arl 
er (7) 
a H+l 
ergibt, sagen, daß diese die obere Hälfte der w-Ebene in einen sektorförmigen, also 
polygonalen Bereich der z-Ebene überführt, an dessen Spitze der Außenwinkel 


9 = —un 


auftritt. Die Lage der einzelnen Seiten hängt in bezug auf die reelle bzw. die imaginäre 
Achse der z-Ebene von A und Bab. 

Nach diesen Ausführungen können wir auch die auf die polygonalen Bereiche 
bezogene Schwarz-Christoffelsche Abbildung leicht verstehen. Unter einem poly- 
gonalen Bereich verstehen wir hier einen Bereich, der von beliebigen Geradenstücken 
endlicher Anzahl begrenzt wird. Diese Stücke können beliebige Geradenstücke 
endlicher Länge oder sogar unendliche Geraden sein. So umfaßt dieser Begriff auch 
die Halbebene, den parallelen Streifen, das Innere oder das Äußere eines Quadrats. 
Der Schwarz-Christoffelsche Abbildungssatz lautet für diese wie folgt: Auf der 
reellen Achse der w-Ebene sei das System der reellen Zahlen 


Ur, Ug, Ug, «+5 Ur, one, Un; uUu<u<r <uU (8) 


gegeben. In diesem Fall bildet die Transformation 


w 
z=4[ wu)" (w— up. (w— u,)en dw + B (9) 
c 

den oberen Teil (Im w > 0) der w-Ebene auf den polygonalen Bereich der z-Ebene ab, 
wobei dieser Bereich den Punkt z = oo als Innenpunkt nicht enthält. A und B sind 
hier beliebige Konstanten; w1, %a, Us, ---; 4, Sind reelle Zahlen, die einstweilen keinen 
Einschränkungen unterliegen. Aus den Punkten u,, %, us, ..., u, und eventuell 
w = oo ergeben sich die Eckpunkte 2,, 23, ..., 2„ des Polygons. Zu jedem Eckpunkt 
gehört ein Außenwinkel —u,r. Zu dem w = oo entsprechenden Eckpunkt gehört der 
Winkel 


2@+Lu)r. (10) 


Wenn dieser Null ist, d. h., wenn 
— m — Me — Ha — un = 2 (u) 
ist, entspricht dem im Unendlichen befindlichen Punkt kein Eckpunkt, sondern ein ° 
Punkt, der auf irgendeiner Seite liegt. 

Wir werden nachstehend beweisen, daß obige Abbildung die reelle Achse der 
w-Ebene tatsächlich in eine gebrochene Linie der z-Ebene überführt. Die Endpunkte 
der z-Ebene entsprechen den Bildern von %,, 4, -:., 4,, und die Außenwinkel der 


2.16. Das Feld von Elektroden mit polygonaler Grundkurve . 211 


einander folgenden Polygonseiten sind, in der positiven Richtung gemessen, gleich 


. —uTe 
Der Differentialquotient der Transformation lautet: 
dz 
— — Alw — u)" (w — u)": +-- (w — u,)"". (12) 


Nun bewegen wir uns entlang der reellen Achse der w-Ebene von —oo nach +. 
Wir stellen fest, welche Verschiebung dz in der z-Ebene der Verschiebung dw auf der 
reellen Achse der w-Ebene entspricht. 

Wir können sofort sagen, daß 
dz = A(w — u)" (w — u)" - (w — u,” dw (13) 
gilt, und wissen, daß der Winkel der Verschiebung dw, da diese jetzt eine positive 
reelle Zahl darstellt, stets gleich Null ist, also: 


arcdw =0. 


Da der Winkel eines Produktes durch Addition der Winkel der Faktoren, der einer 
Potenz durch Multiplikation des Winkels der Basis mit dem Exponenten bestimmt 
wird, ergibt sich für den Winkel von dz 


arc de = are A + u, are (w — U) + ware (w — %) + + u, are (w — u„).- (14) 


Zu berücksichtigen ist noch, daß das Argument der Differenz (w — u,) so lange Null 
bleibt, wie wir uns mit dem Laufpunkt w rechts von dem betreffenden Punkt u, 
befinden. So lange ist nämlich (w — u,) eine positive Zahl; dadurch verschwindet 
deren Argument. Dagegen wird das Argument von (w — u,) gleich x, wenn wir uns 
links von dem Punkt u, befinden, weil in diesem Fall (w — u,) eine negative Zahl ist, 
deren Argument gerade r beträgt. Wir können also schreiben: | 
0, wenn w>u,, 


arc (w— u) = | (15) 


r, wenn w<üu,. 


Das Argument von dz bezeichnen wir mit o, für den Fall, daß für den Laufpunkt 
folgende Ungleichung besteht: | 


Wir bewegen uns also auf dem in Abb. 2.62b dick eingezeichneten Abschnitt. Auf 
Grund unserer bisherigen Überlegungen können wir sagen, daß folgendes gilt: 


Gr = are A+ Flien Hr 4 + Un). na: 


Es entfallen natürlich sämtliche Werte von (w — u;), bei denen u; links vom Lauf- 
punkt liegt. Der Neigungswinkel , ist durch das gesamte Intervall u, <w< 4 
hindurch konstant. Somit geht dieses Intervall tatsächlich in ein Geradenstück über. 


14* 


212 . . a 2. Statische und stationäre Felder 


Wenn wir jetzt den Wert von 9,;, angeben, wobei $,;, das Argument von dz für den 
Fall bedeutet, daß u,;, <w< u,+s ist, so erhalten wir eine der vorherigen ganz 
ähnliche Beziehung 


Pr =are A + ltr 4° + Un)- (17) 


Die Differenz der beiden beträgt: 


Pr — 9 = dm = —Telen- (18) 


Abb. 2.62 Zur Ableitung der Schwarz: 
Christoffelschen Formel 


u U y "U Un  VeO 


Dieser 8,;,-Wert ergibt gerade den in der positiven Richtung gemessenen Außen- 
winkel. | | 

Die Potenzen u, können wir auch mit Hilfe der Innenwinkel ausdrücken. Die 
Summe des Außen- und Innenwinkels beträgt nämlich x. Dadurch wird 


Hr —- TE ZT, (19) 

woraus 

„= —i—-1 (20) 
T 

folgt. 


Wir sehen also, daß die Transformation (9) die einzelnen Intervalle «,, u,;, in der 
z-Ebene tatsächlich im Geradenstücke überführt und die durch die einander folgenden 
Geradenstücke gebildeten Winkelgerade —u,r betragen, wie wir es behauptet haben. 
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Die Bedingung dafür, daß dieses Polygon geschlossen ist, lautet, daß die Summe 

der Außenwinkel 2r beträgt, d. h., 

— TE — Hat —  — nr = 2 (21) 


oder noch einfacher geschrieben, 


-& Kr = 2. (22) 


Besteht diese Gleichung nicht, so wird auch der Punkt w = ©, wie wir es hier ohne 
Beweis angeben, in einen Eckpunkt mit dem Außenwinkel 


( +5 )r (23) 
1 
überführt. 
Drücken wir den Differentialquotienten der Abbildung durch die Innenwinkel aus, 
so gilt 


_ Aw ur ww wu. 4) 
dw 

Daraus folgt: 

z— A f (w — A: (w — a (WW — et dw + B. (25) 


Für die untere Grenze der Integration können wir einen beliebigen .Punkt in der 
oberen Hälfte der w-Ebene wählen. Der Integrationsweg soll aber ganz in der oberen 
Hälfte der w-Ebene liegen. Die eventuellen singulären Punkte der Abbildung liegen 
auf der reellen Achse gerade in den bezeichneten Eckpunkten, und somit hängt der 
Wert eines Linienintegrals in der oberen Halbebene nur von der oberen Grenze ab. 

Wir berechnen jetzt die Anzahl der in der Abbildung vorkommenden Konstanten 
unter der Voraussetzung, daß diese ein geschlossenes Polygon ergeben. Die Anzahl 
der u; sei n, die Anzahl der «; sein — 1 (infolge der Bedingungsgleichung (22) ver- 
ringert sich deren Anzahl um 1). Da ferner A und B komplexe Zahlen sind, erhalten 
wir also vier reelle Konstanten. Dies ergibt insgesamtn —n — 1+4=2n +3Kon- 
stanten. Zur Eindeutigkeit der Transformation können wir drei.beliebig angeben. Es 
verbleiben 22 unabhängige Bestimmungsparameter, gerade so viel,,um die Lage eines 
n-seitigen Polygons in der z-Ebene eindeutig anzugeben. 

Die Bestimmung der Konstanten stößt in konkreten Fällen auf Schwierigkeiten. 
Die Eckpunkte des -Polygons sind in der z-Ebene..gegeben..:Aus den gegebenen 
Außen- oder Innenwinkeln können wir auch den Wert von u; ablesen. Von den zu den 
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Eckpunkten gehörenden «;-Werten können wir aber höchstens drei frei wählen. Die 
übrigen Konstanten, auch die Konstanten A und B, ergeben sich zwangsläufig, aber 
gerade bei der Bestimmung dieser nichtwählbaren Konstanten stoßen wir auf die 
erwähnten Schwierigkeiten. 


2.17. Beispiele für die Anwendung 
der Schwarz-Christoffelschen Abbildung 


a0. werden wir einige Spezialfälle der Schwarz-Christoffelschen Abbildung 
behandeln. 


1. Beispiel. Wir bestimmen die Abbildung, die das in der z-Ebene liegende recht- 
winklige Parallelogramm in die reelle Achse der w-Ebene überführt (Abb. 2.63). 


@ 
Abb. 2.63 Abbildung eines rechtwinkligen 
Parallelogramms mit Hilfe der Schwarz-Christoffel- 
i schen Formel auf die reelle Achse der w-Ebene 
us] uwtl -a - +1 +4 


Die symmetrische Anordnung des Parallelogramms macht die Annahme plausibel, 
daß die den einzelnen Eckpunkten entsprechenden Punkte z; um den Nullpunkt der 
reellen Achse symmetrische Lagen einnehmen. Wir können die beiden Innenpunkte 
ohne jede Einschränkung der Allgemeinheit zu —1l und +1 wählen. Der Innenwinkel 
wird überall 


PL @=1,2,3,4) \ 
2 
0 1 
sein. Damit ist die gesuchte Transformation, da a pe 5 die folgende: 
T 
w 
2— A f (w + a) (w + 1)-12 (w — 17-12 (w — a) dw -+B. (1) 


Sie kann auch in folgender Form geschrieben werden: 
od 


2—A = : ———————— —+B. (2) 
Vo? — as) (we — 1) — a) (w u, er ) 


Wir können sehen, daß die gesuchte a durch ein elliptisches Integral aus- 
geführt wird. 
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Wir wollen nun untersuchen, welches elektrostatische Problem mit ihr gelöst wird, 
d. h., für welche Ladungsanordnung die Kurven & = const und v — const die Äqui- 
potential- bzw. Kraftlinien darstellen. Die physikalischen Überlegungen fördern auch 
die Lösungen von mathematischen Problemen und umgekehrt. Das Netz u — const 
und v = const der oberen Hälfte der w-Ebene ist das Feld einer im unendlich fernen 
Punkt angebrachten Ladung. Der unendlich ferne Punkt wurde aus Symmetrie- 
gründen in den Schnittpunkt der oberen Kante mit der y-Achse transformiert. Die 
Linien v = const und v = const gingen in der w-Ebene durch den unendlich fernen 
Punkt, gehen jetzt also durch den Bildpunkt des unendlichen fernen Punktes. Es 
ist im ersten Moment erstaunlich, daß die Potentiallinien verschiedener Werte in 
einem Punkt zusammentreffen, aber noch erstaunlicher, daß auch die Kraftlinien 
sich im selben Punkt schneiden. Dieser Tatsache sind wir aber schon begegnet. Das 
Feld des Dipols (ganz gleich, ob ein Punkt-, ein Linien- oder Flächendipol) besitzt 
die gleiche Eigenschaft. Obige Aufgabe ergibt also das Feld einer der Mitte der oberen 
Seite unendlich nahe gebrachten Linienladung. 

Die praktische Anwendung dieser Abbildung werden wir bei der Spiegelung sehen, 
wenn wir im Innern eines rechtwinkligen Zylinders eine Linienladung anbringen. Mit 
Hilfe von solchen Abbildungen kann das elektrische Feld einer beliebigen Anode 
polygonaler Form und der darin untergebrachten Katode behandelt werden. 


2. Beispiel. Wir betrachten weiterhin die Abbildung des durch die Linie ABCDE 
dargestellten Polygons gemäß Abb. 2.64 auf die w-Ebene. Wegen der Symmetrie- 
anöordnung ist es naheliegend, daß die Punkte B und D auf der reellen Achse der 
w-Ebene symmetrisch liegen. 


Abb. 2.64 Ermittlung der Abbildung, die das 
Kraftfeld einer aus der unendlichen Ebene 
herausragenden Kante darstellt, mit Hilfe der 
Schwarz-Christoffelschen Formel 


Also wird die Abbildung 


d | 
Fon — Alw + ayV? w(iw — a)-V2 (4) 
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sein. Daraus folgt 


w dw 


| +B=4 Ye -a-+B. (8) 
Yu: 02 


2—= A 


Dieses Integral kann also explieite ausgewertet werden. | | j 
Diese Lösung kann angewendet werden, wenn aus ‘einer Ebene von konstantem 
Potential eine Kante herausragt. Deren Kraftfeld ist aus Abb. 2.65 ersichtlich. 


Abb. 2.65 System der Äquipotential- 
flächen und Kraftlinien bei einer aus der 
unendlichen Ebene herausragenden Kante 


Abb. 2.66 Ermittlung der Abbildung zur 
angenäherten Berechnung eines am Kon- 
densatorrand auftretenden Streufeldes 


3. Beispiel. Als letztes Beispiel bilden wir in der z-Ebene die in Abb. 2.66 dar- 
gestellte gebrochene Linie ABO.DE auf die reelle Achse der &-Ebene ab. Dabei sollen 
den Punkten B, C der Punkt &=0, dem Punkt D der Punkt £ = 1 entsprechen. 
Die Innenwinkel sind der Reihe nach | 


Sc =0; n—=2t, 
damit wird die Transformation 


dz 1 h 
— =-A2UE—- 1)= All — 6 
z EUE— 1) | .) (6) 
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sein. Diese kann integriert werden, und das Ergebnis lautet: 

z=AE—md)+B. (7) 
Wir müssen uns nun noch erinnern, daß durch die Abbildung 

w=In$; £=e" (8) 


die Gerade v = x der w-Ebene in die negative Hälfte der reellen Achse der &-Ebene, 
die Gerade v» = 0 hingegen in die positive Hälfte überführt wird. Wenn wir also die 
Abbildungen £ 


z=AE— Ind) +B, w=in: (9) 


der Reihe nach anwenden, so werden schließlich die Gerade v = r der w-Ebene in 
die Gerade DE der z-Ebene und die Gerade v» = 0 in die Gerade AB transformiert. 
Also stellt der Imaginärteil der Abbildung 


z = Ale" — w+B 


jenes elektrische Feld dar, das durch eine Ebene mit dem Potential Null und durch 
eine über dieser in gegebenem Abstand befindliche Halbebene mit dem Potential r 


Abb. 2.67 Am Kondensatorrand auftretendes 
System der Aquipotentialflächen und Kraftlinien 


erzeugt wird. Der qualitative Verlauf dieses Kraftfeldes ist aus Abb. 2.67 ersichtlich. 
Konstruieren wir dessen Spiegelbild, so erhalten wir die Feldstärken- bzw. Span- 
nungsverhältnisse, die am Rand der Platten einesin der anderen Richtung unendlich 
ausgedehnten Plattenkondensators herrschen. Wir bemerken hier nur noch, daß die 
genaue Behandlung des Plattenkondensators endlichen Ausmaßes selbst im ein- 
fachsten kreissymmetrischen Fall auf große Schwierigkeiten stößt. 


D. Zylindersymmetrische Felder 


2.18. Berechnung des elektrostatischen Feldes 
zylindersymmetrischer Elektrodenanordnungen 
durch Trennung der Variablen 


Wenn die Elektroden zylindersymmetrisch angeordnet sind, ist es zweckmäßig, 
Zylinderkoordinaten einzuführen. In diesen Fällen ist nämlich zu erwarten, daß auch 
das Feld zylindersymmetrisch sein wird, also nicht vom Winkel 9 abhängt. Dies be- 
deutet eine beträchtliche Vereinfachung der Laplaceschen Gleichung. Wie wir wissen, 
besitzt die Laplacesche Gleichung in Zylinderkoordinaten folgende Form: 


10 1 2 
Be 7 ER a N a) 
or r? 092 022 


Als Symmetrieachse wählen wir natürlich die z-Achse. Da die Spannungsverteilung 
nicht vom Winkel g abhängt, also 2/dp = 0 ist, wird die Laplacesche Gleichung die 
folgende Form besitzen: 


1 0 ou U U 1 oU U 
Tr a == ——— — 0. (2) 
or 02? or? r er 022 


In dieser Gleichung ist das Potential U nur noch eine Funktion von r und z, d.h.: 
U=Dlr;2): (3) 


Die zylindersymmetrische Laplacesche Gleichung können wir am zweckmäßigsten 
durch Trennung der Variablen lösen, obgleich wir später noch andere Lösungs- 
methoden kennenlernen werden. Diese Methode, die bei der Lösung von partiellen 
Differentialgleichungen eine große Rolle spielt, besteht — wie wir schon wissen — 
darin, daß die Lösung als Produkt von zwei Funktionen angenommen wird, von 


2.18 Elektrostatisches Feld zylindersymmetrischer Elektrodenanordnungen 219 


denen jede nur von einer Veränderlichen abhängt. Also gilt: 
U(r,2) = R(r) Ze). (4) 


Durch Einsetzen dieser Funktion in die Laplacesche Gleichung erhält man 


+— Z—+R —0. (5) 


Dividieren wir durch X(r) Z(z), so ergibt sich 
1 d?R 11 dR 1 d2Z 


Rd Tv Rd Zd2' 


(6) 


Auf der linken Seite dieser Gleichung stehen lediglich Größen, die von der Koordi- 
nate r abhängen, während auf der rechten Seite alle Größen von z abhängen. Die 
beiden Seiten können einander nur gleich sein, wenn sowohl die eine als auch die 
andere Seite konstant ist, wenn also beide denselben konstanten Wert besitzen: 


1 @Z ” 1 der | 1 1dR_ aa rn 
Radar rRd 


’ 


Damit erhalten wir zwei gewöhnliche Differentialgleichungen zur Bestimmung der 
unbekannten Funktionen Z(z) und K(r). 
Die Lösung der ersten Differentialgleichung kennen wir bereits: 


Z(2) = Ae® + Bet. (8) 


Ist k reell, so ist es’ manchmal zweckmäßig, die Lösung in folgender Form anzu- 
geben: | 


Ziz) = A cosh kz + B sinh kz. (9) 
Ist k hingegen imäginär, also k? = —x?, wobei x reell ist, so wird 
Z(z) = A cos xz + Bsin xz. (10) 


Wir müssen noch hinzufügen, daß bei beliebigen k-Werten die allgemeine Lösung 
in einer beliebigen Form dieser drei Gleichungen aufgeschrieben werden kann, nur 
werden die Konstanten dann entsprechend anders gewählt. | 

Die zur Bestimmung der Funktion KR(r) dienende Differentialgleichung kommt 
ebenso wie die zur Bestimmung von Z(z) dienende Gleichung bei sehr vielen Pro- 
blemen der Physik vor. Die Lösungen der vorhergehenden Differentialgleichung 
untersuchte zuerst Besser. Deshalb wird diese Differentialgleichung die Besselsche 
Differentialgleichung genannt, während ihre Lösungen als Besselsche Funktionen be- 
zeichnet werden. Eine partikuläre Lösung der obigen Differentialgleichung ist die 
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Besselsche Funktion nullter Ordnung: Diese wird im allgemeinen mit. J, bezeichnet. 
Ihr Argument ist in der obigen Differentialgleichung kr. Also lautet die Lösung J,(kr). 
Um die vollständige Lösung zu erhalten, müssen wir noch eine von dieser unabhängige 
Lösung finden. Dies ist die Neumannsche Funktion nullter Ordnung, ebenfalls mit 
dem Argument kr. Ihre Bezeichnung ist: N,(kr). Damit wird die allgemeine Lösung 
unserer zur Bestimmung von £K(r) dienenden Differentialgleichung 


R(r), = CJ (kr) + DN (kr). (11) 


Sofern k rein imaginär ist, also A? = —x?, wird die Lösung J,(kr) = J oliaer). sein. 
Diese Funktion ist, wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, ebenfalls reell. 
Nach dem eben Gesagten gilt für die Potentialverteilung die Lösung 


U(z,r) = Z(z) R(r) = [A cosh kz +B sinh kz] [CJ (kr) + DN y(kr)]. (12) 


Dies ist die Lösung unserer ursprünglichen Gl. (2) im Fall beliebiger Konstanten k. 
Wir stoßen auf die verschiedensten Lösungen, wenn wir die Werte von k verschieden 
wählen. Eine Lösungsart der Probleme ist die, den Wert von k beliebig anzunehmen 
und zu untersuchen, auf welchen Flächen die sich ergebende Lösung einen kon- 
stanten Potentialwert annimmt. Damit können wir auch feststellen, für welche 
Elektrodenanordnungen diese Lösung verwendbar ist. 

Wir wissen, daß die Laplacesche Gleichung eine lineare Gleichung ist. Haben wir 
also zwei Lösungen gefunden, so wird auch deren Summe eine Lösung sein. Wollen 
wir eine allgemeine zylindersymmetrische Lösung mit den vorgeschriebenen Rand- 
bedingungen erhalten, so müssen wir diese unter den Lösungen 


U(z,r) = 3 [A, cosh kz + B, sinh kz] [O,J (kr) + D,N o(kr)] (13) 
k 


suchen und die in dieser Summe vorkommenden Werte von k und A; -- D, mit Hilfe 
der Grenzbedingungen bestimnien. 

Die Werte von k bilden sehr oft keine diskrete Zahlenmenge, sondern verteilen 
sich stetig. Wir werden die Lösung also in der Form 


U(z,r) = f [A(k) cosh kz + B(k) sinh kz2] [CO (k) Jo(kr) + Dik) Nalkr)] dk (14) 
k 
oder, falls Re = og, 
r) = [ [A(x) cos x2 + B(x) sin xz] [C(x) Jolizr) + Dix) N Gar) ds (15) 
erhalten. 


Bevor wir aber die bisherigen Lösungen auf konkrete praktische Aufgaben an- 
wenden, werden. wir im folgenden Kapitel kurz die Eigenschaften der Besselschen 
Funktionen erklären, wie wir sie für die Lösung dieser Probleme sowie für.die Be- 
handlung von späteren Aufgaben benötigen. 
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2.19. Die Lösung der Besselschen Differentialgleichung. 
Eigenschaften der Besselschen Funktionen [1. 23, 24] 


2.19.1. Bestimmung der Reihen der Besselschen Funktionen 
erster und zweiter Art 


Wir suchen die zylindersymmetrischen Lösungen der in Zylinderkoordinaten ge- 
gebenen Laplaceschen Gleichung. Dazu betrachten wir die folgende Differential- 
gleichung: 

dR 1dR- 

—+—- —+&KR=0. 1) 
dr? a r dr = M 
Unter Einführung der durch die Gleichung o = kr definierten neuen unabhängigen 
Veränderlichen und unter Berücksichtigung, daß 


erhalten wir folgende Gleichung: 
d?R(o) , 1.dKR(e) 


d® ode 


+ko)=0. (2) 
Diese Differentialgleichung bildet einen Spezialfall der folgenden sogenannten Bessel- 
schen Differentialgleichung: 


d 1 dy' & 
= Are +l1-5)u=0. (3) 


dr? x dt 


Es ist üblich, diese Gleichung auch in nachstehender Form zu schreiben: 


a — +2 +@-nd)y=0 (4) 


le) te mu=0. (5) 
x ß 


‘Da wir es später auch mit den Lösungen dieser allgemeineren Form zu tun haben 
werden, ist es notwendig, uns auch mit dieser zu befassen. n bedeutet hier vorläufig 
eine reelle positive, nicht notwendig ganze Zahl. 
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Wir versuchen nun, unsere Differentialgleichung mit Hilfe der folgenden unend- 
lichen Reihe zu befriedigen: | 


y=« Nat. (6) 
1=0 


In dieser Beziehung haben wir vorausgesetzt, daß a, #0. 
Wenn wir die vorgeschriebenen Operationen vornehmen, erhalten wir nach Ein- 
setzen der Identitäten 


ER EL AR — 1). (7) 
de dr? 


in die Differentialgleichung folgende Gleichung: 


2 [A + 9° + a — m)]aait = 0. (8) 
=0 


Da die linke Seite für alle Werte von x Null ist, folgt, daß sämtliche Koeffizienten 
der unendlichen Reihe für sich gleich Null sein müssen. So erhalten wir z. B. für 
den Koeffizienten der Potenz (A + s) folgende Beziehung: 


azl(A s)* n?] + a2 = (A — 0, 1, 2, ..). (9) 


Diese Beziehung ist für sämtliche Werte von A richtig. Damit haben wir eine Re- 
kursionsformel zur Bestimmung der einzelnen Koeffizienten, unter Berücksichtigung, 
daß 


ae; 

gefunden. Für den Koeffizienten a, gilt, da jetzt A = 0 ist, 

a — nn?) —=0, (10) 
und daraus folgt 

s-=-n, (11) 


da nach Voraussetzung a, #0. | 
Die zur Bestimmung des zweiten Koeffizienten dienende Gleichung lautet: 


all + Ss)? —n?]=0, (12) 


woraus die Beziehung a, = 0 folgt. Aus der letzteren Tatsache ist auch ersichtlich, 
daß wegen der Gültigkeit der Rekursionsformel sämtliche Glieder mit ungeraden 
Indizes verschwinden müssen: 


2.19. Die Lösung der Besselschen Differentialgleichung 223 


Wählen wir zuerst den Wert von s zu +n, dann wird die Rekursionsformel fol- 
gende Form besitzen: 


Ai-2 


a;[(A + n)* > n?] — GA; = 0; a, = mtr) 


(13) 


Aus dieser Beziehung können die Werte der einzelnen Koeffizienten ermittelt werden, 
da wegen 


7 


— = m 14 
u mn +4) 22m + 2) eo 
A 09 
= ———, Ag = -—— 
2(2n + 2) 6(2n 4 6) 4(2n + 4) 2(2n + 2) 
die Lösung der Differentialgleichung gegeben ist zu 
art? zn+4 
ya |" — — 4 —— 
| 22?(n + 1) 2in +1) (n+ 2) 2! 
(— 1)? gnt+2i 
MD as eh Di en en, 15 
2: Tamm EDmEH.. minaT 2 


Damit der Wert der Funktion vollständig definiert wird, ist es üblich, den Wert 
von a, folgendermaßen zu wählen: | 


4 
2” II(n) 


o = (16) 
wobei //(n) die Gaußsche //-Funktion darstellt, deren Wert, wenn n eine positive 
ganze Zahl ist, 


II(n) = n! (16a) 


beträgt, also mit der gewöhnlichen Fakultät übereinstimmt. Bei einer solchen Wahl 
der Konstante a, kann die eine partikuläre Lösung der Besselschen Differential- 
gleichung folgendermaßen angegeben werden: 


0 (—1)? 2 n +24 
RR RE. vi. SERBEER <a N 17 
M=2 TnuUmrAn (2) u 


Diese Reihe ist für sämtliche Werte von x konvergent und ergibt die .Besselsche 
Funktion n-ter Ordnung und erster Art. 

Unsere Überlegungen bleiben auch richtig, wenn wir den anderen durch GI. (11). 
definierten Wert von s, also —n, nehmen. So gelangen wir zur anderen partikulären 
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Lösung der Besselschen Differentialgleichung 


co (—1)? Ei 2a-n 
J_.(®) el R (18) 


Es kann leicht bewiesen werden, daß diese beiden Lösungen linear unabhängig sind, 
wenn n keine ganze Zahl ist. Also erhalten wir in diesem Fall die allgemeine Lösung 
der Besselschen Differentialgleichung in folgender Form: 


y=OhJala) + IR). (19) 


Falls n eine ganze Zahl ist, kommt in den ersten n Gliedern ‘der Reihe der Funktion 
J_„(2) der Ausdruck 


1 


Zr. EI (20). 
II(A —n) 


vor, der den Kehrwert der bei negativen ganzen Zahlen angenommenen Werte der 
Fakultätsfunktion bildet und als solcher verschwindet. Somit wird. 


_ oo (—1)? x 2ı—n 
ee) en 


Führen wir in diese Beziehung die Bezeichnung a =A—.n ein, so bekommen wir 
folgende Beziehung: 


-5. (3) erde 22) 
ee Ze zz n\%) 

„=o Il(u + n) Il(u) 5) 

woraus wir sofort sehen, daß die beiden partikulären Lösungen der Besselschen 
Differentialgleichung voneinander nicht unabhängig sind: 

Wenn also der in der Differentialgleichung vorkommende Parameter n eine ganze 
Zahl ist, muß neben der partikulären Lösung J,„(x) auch noch eine andere partikuläre 
Lösung gesucht werden, die von dieser linear unabhängig ist. Untersuchen wir des- 
halb nachstehende Funktion: 


cos vr - I (x) — J_ w 


sin vrr 
Sofern » keine ganze Zahl ist, wird diese Funktion ebenfalls eine Lösung der Glei- 
chung »-ter Ordnung sein, da sie eine lineare Kombination der beiden voneinander 
unabhängigen partikulären Lösungen der Besselschen Differentialgleichung dar- 
stellt. Wir erhalten jedoch einen unbestimmten Wert, falls » = n eine ganze Zahl 
ist. Dann wird nämlich 


Ja) = (-N" JR); 
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also 
cosnn-J,(&) =J_,@«) und sinne =0, 


und somit nimmt die Funktion N,(x) die unbestimmte Form 0/0 an. Deren Wert 
erhalten wir in der gewohnten Weise durch die nach » vorgenommene Differentiation 
des Zählers und Nenners. Dabei gilt also: 


(iz)  2J_,(x) 


—r sin vr - J (x) + c08 um —— — —— 


N.) = _ 2 
2 TT COS vr van 
A (we) _ cent (a8 EN 
Te öov )-n 2eB DV Maui 


Führen wir nun die bezeichneten Differentiationsoperationen durch, die bei Kenntnis 
der Reihenentwicklung von J,(x) keine prinzipiellen Schwierigkeiten bereiten, aber 
eine sehr langwierige und komplizierte Rechnung erfordern, so gelangen wir zu 
folgender Beziehung: 


2[, ya eh fer 
N „(&) = I" 2 | Jn(X) Rz 2 II(A) In +4) (2) 


Er 1 1 1 
Er 22 2265 222 | 


2 n+7 


1 "I In — 1-3) [e\-rt2 
-- I — —() 5 (28) 
T2=0 II) 2 


ud 


wobei der Wert der hier vorkommenden Euler-Mascheronischen Konstante 


1 l 1 

In y = linı ( + 2 + = + ..+— — In D) —= 0,57722 
Nn—>00 n . Rn 

wird. Die Funktion N „(2) wird Besselsche Funktion zweiter Art oder Neumannsche 

Funktion genannt. Damit erhalten wir die allgemeine Lösung der Besselschen Diffe- 

rentialgleichung für den Fall, daß n eine ganze Zahl ist: 


y=CJula) + C3N.(8). (26) 


Die Ordnung r der Besselschen Funktion haben wir vorläufig als positiv angenom- 
men. Aber. — wie wir schon wissen — ist durch die Reihe (17) J,(x) für beliebige 
reelle n definiert. Es sei nebenbei bemerkt, daß J„(x) im Punkt x = 0 für beliebige 
positive n, dagegen nur für ganze negative n endlich bleibt. 


15 Simonyi 
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Die durch die Reihe (17) definierte Funktion stellt für beliebige n, reell oder 
komplex, und für beliebige x, reell oder komplex, eine reguläre Funktion dar, mit 
Ausnahme der eventuell in x = 0 und x = oo vorhandenen Singularitäten. 

Im folgenden werden wir den Spezialfall n — 0 sehr oft benötigen. Die Differential- 
gleichung ist dann in folgender Form gegeben: 


(27) 
An 25 5 75 m 715 
Abb. 2.68 Bessel-Funktionen erster Abb. 2.69 Bessel-Funktionen zweiter Art 
Art mit ganzzahligem Index [1.24] mit ganzzahligem Index oder Neumannsche 


Funktionen [1.24] 


Die eine partikuläre Lösung dieser Gleichung ist die Besselsche Funktion erster Art 
und nullter Ordnung J,(x), während die andere partikuläre Lösung eine Besselsche 
Funktion zweiter Art und nullter Ordnung darstellt. Die Reihen dieser Funktionen 
in expliziter Schreibweise lauten: 


Au at 49 
Jo(®) At Ba“ (28) 
bzw. 
yx x\° Ei nr x \* 
Na) == I = Ile) + (3) Sr (2) 
1 1 
1+-+7-, 
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In Abb. 2.68 können wir das Verhalten der Besselschen Funktionen erster Art mit 
positiven ganzen Zahlen als Indizes, in Abb. 2.69 hingegen das Verhalten der Bessel- 
schen Funktionen zweiter Art mit ebenfalls positiven Indizes sehen. 


2.19.2. Das Verhalten der Besselschen Funktionen bei kleinen 
und großen Argumenten 


Es wird in der Folge ebenfalls sehr oft erforderlich sein, die Werte der hier vor-- 
kommenden Funktionen für sehr große oder sehr kleine x-Werte zu untersuchen. 
Für kleine x-Werte können wir bei Benutzung der Reihenentwicklung sofort folgende 
Näherung angeben: 


bzw 

wt Im = x|<1, (31) 
r| 2 

N.) » — u 1<1, (32) 


wenn 2 eine positive ganze Zahl ist. 

Um das Verhalten der Besselschen Funktionen auch bei sehr großen x-Werten be- 
stimmen zu:können, führen wir in unsere Differentialgleichung (3) die durch die 
Gleichung 


Vr 
definierte neue Veränderliche ’u(x) ein. Für diese neue Veränderliche gilt folgende 
Differentialgleichung: 


ud. (34). 


—+u=0 (35) 


über, deren Lösung 


u(x) = Vzy(x) — (, cosxz + (, sin x (36) 


15* 
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ist. Somit besitzen bei sehr großen x-Werten auch die allgemeinen Lösungen der 
Besselsehen Gleichung folgende Form: 
c08 X LA sin x (37) 


Se 


Die genaueren Betrachtungen ergeben sowohl die Werte der hier vorkommenden 
Konstanten C, und C, als auch die Zuordnung der Sinus- bzw. Cosinusfunktionen 
zu den entsprechenden partikulären Lösungen: 


Ja) ı yz COS 2-3 2). z2|>1 (38) 
RL 4 2 


N,.(&) & Vz sin (* _ 2 _n 2 1>1. (39) 


Vollkommen analog dazu, wie wir aus den Funktionen mit reellen Argumenten 
cos x bzw. sin x die komplexen Funktionen 


y(z) = 


e?—cosr-+jsinz; e’”=cosr — jsinz 


gebildet haben, können wir aus den Funktionen mit ‚reellen Argumenten J„(x) bzw. 
N ,„(z) die komplexen Funktionen 


HP) = Jul) + jN.®), (40) 
H% (x) == Jn(z) a IN „(z) (41) 


bilden. Es ist bei den Anwendungen oft sehr vorteilhaft, die Berechnungen mit den 
so eingeführten neuen Funktionen vorzunehmen. Diese werden Hankelsche Funk- 
tionen erster bzw. zweiter Art genannt. Für die Näherungswerte dieser Funktionen 
bei sehr großen x-Werten können wir auf Grund der bisherigen Überlegungen fol- 
gende einfache Beziehungen ermitteln: 


a les Or len 
HW(x) x = All "2 :). H®(x) z >» ı(- = ) 2]>1. (42) 
TEC 


TX 


2.19.3.: Die modifizierten Besselschen Funktionen 


In der Praxis gelangen wir nicht unmittelbar zu den Gleichungen (3), (4), (5), sondern 
müssen im allgemeinen die Differentialgleichung nachstehender Form lösen, wie wir 
es schon gesehen haben: 


2 2 
Pu ae Fin : (43) 
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Durch Einführung der neuen Veränderlichen 


gelangen ‚wir zu unserer ursprünglichen Differentialgleichung zurück. Wir können 
also die allgemeine Lösung dieser Gleichung folgendermaßen schreiben: 


y= Or Julkz) + C,I_„(kx) (45) 
bzw. 
y = C1J„(kz) + CoNn(ke). (46) 


Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung 


da 1 dı n? 


dx? x de 


Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gl. (43). Es gilt nur dabei 2 = —1. Die 
partikuläre Lösung dieser Differentialgleichung ist J„(jx). Es ist allgemein üblich, 
die Funktion | 


1.) = j"Ja(j%) (48) 


als die Grundlösung dieser Differentialgleichung zu nehmen. Die in dieser Weise 
definierte Funktion ist eine reelle Funktion und wird die modifizierte Besselsche 
Funktion erster Art genannt. Zur anderen partikulären Lösung derselben Gleichung 
‚gelangen wir durch die Definition | 


T 


K,(x) = 
” 2sin nr 


U-n(2) — Inl&)]- (49) 


Mit diesen partikulären Lösungen wird die allgemeine Lösung die folgende sein: 
y— Ola) + CoKule)- (50) 


Während die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art in ihrenı Verhalten 
den die gedämpften Schwingungsprozesse charakterisierenden Funktionen ähnlich 
waren, was sich auch schon darin zeigte, daß sie bei sehr großen Argumenten durch 
eine Sinus- bzw. Cosinusfunktion mit abnehmender Amplitude ersetzt werden 
konnten, verhalten sich die modifizierten Besselschen Funktionen ähnlich wie 
Exponentialfunktionen (Abb. 2.70). Für sehr große x-Werte können die modifizierten 
Funktionen durch folgende Näherung ersetzt werden: 


I) » —; Ka)» Ye; 1. (51) 
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Für kleine x-Werte hingegen gilt 


La)» —, jel<1. (52) 


n! 2m’ 


Kolz) ı - m 2 K,(z) & ee n#+0; Kkl<1. (53) 


get 
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Abb. 2.70 Modifizierte Bessel- 
Funktionen erster Art [1.24] 
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Neben den Besselschen Funktionen mit rein reellen oder rein imaginären Argu- 
menten begegnen wir auch Funktionen mit den Argumenten j1/2x bzw. j?/2x. Diese 
ergeben im allgemeinen komplexe Werte. Betrachten wir die Reihenentwicklung der 
Besselschen Funktionen erster Art 


oo (—1)2° £3 n+24 
er) ” 


so sind die Multiplikatoren der der Reihe nach durch A charakterisierten einzelnen 
Glieder bei den Argumenten von jl/2x bzw. j?/2z im Fall einer Besselschen Funktion 
nullter Ordnung 


i=12 34 56 
wem Zt) ee (55) 


Pr 


ar —; —1l Hi Se = il, 


Wir sehen also, daß die Realteile von «J,(j/*x) und J,(j?/?x) übereinstimmen, 
während die Imaginärteile entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Also ergibt sich 


J,(j?/?x) = Re J,(j1/?r) — j Im Ju(jtr). (56) 
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Wegen ihrer praktischen Bedeutung besitzen die Real- und 'Imaginärteile von 
J,(j?/2x) besondere Benennungen: 


Re J,(j?/?x) = Re Jo(j'’r) — berr, (57) 
Im J,(j?!%x) = —Im J,(j}l2x) = bei x. (58) 


Der Verlauf der Funktionen —bei x und ber x ist aus Abb. 2.71 ersichtlich. 


Abb. 2.71 Die Funktionen ber x 


Be \ | 
Re ee und —bei x 
12345678 9 9 


Nun wenden wir auf die Funktion J,(j?!?x) die für die modifizierten Besselschen 
Funktionen angegebene Näherungsformel 
ü | e® | 
Jr) = Io(&) N Th x1>1 (59) 
2rer 


an. Es sei x = j!!®, dann wird 
——,  'e>1. (60) 


Diese Formel werden wir bei der Behandlung des Skineffektes benutzen. 


2.19.4. Beziehungen zwischen den Besselschen Funktionen 
verschiedener Ordnung 


Die engen Beziehungen, die zwischen den Besselschen Funktionen verschiedener 
Ordnung bestehen, erscheinen in den durch die Reihenentwicklung nachweisbaren 
zahlreichen Zusammenhängen, von welchen als Beispiel angegeben werden soll: 


d d a \® 1 x \* 1 x \® 
te + 
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Es kann noch allgemeiner in ganz ähnlicher Weise bewiesen werden, daß folgende 
Beziehungen für beliebige Besselsche Funktionen Z,(x) gültig sind: 


d 
— Eu] = Zu), (63) 
und ferner 

d 
ee [x"Z,(2)] =r"Z,-1@). (64) 


Dies kann auch in der folgenden Form angegeben werden: 

[x"Z.-ı de = zZ (e). (65) 
Als Spezialfall dieser Gleichung erhält man 

f xJ (x) de = Jı(e). (66) 


Wir werden weiterhin die Beziehung 
2n 
= Z, — ZuJ + Zur (67) 


benötigen, die aus zwei bekannten, aufeinanderfolgenden Besselschen Funktionen 
die Berechnung einer Besselschen Funktion einer um 1 höheren Ordnung ermög- 
licht. 

Die Beziehung (63) kann auch in folgender Form geschrieben werden: 


2, = — Zu — Barı- 


Diesen Zusammenhang werden wir für die Besselsche Funktion erster Art beweisen. 
Da 


© (— n+24 
ne De u (68) 
in II) In + A) (2) 
ist, gilt also 
FE 2 BER 1)? (n + 3) - > (— 1)? (n + 22) ie \ 
ı=o IA) In +4) 2 ı=o ZIA) In + 4) 
ee) (—1)n n+22) - oo ar 1)324 3) 
= 5, 0 Im) H Ya mane+% 
TE Ge VE g\rn+21-1 
ER bt 9 
DEP Tamıy reg IIaA — 1) Ilm + A) En = 
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Es wird nämlich für A. = 0 


i Zu 
IK) 


Wenn wir nun den neuen Index 


vn=ıA—l 
einführen, so gilt 
A oo en _—_ 18 n—+-1+2u 
ee (3) ER DAR ER (70) 
a) In +1+a) \2 
woraus folgt: 
ne-hegg: (71) 
x 


Von hier aus gelangen wir zu einer weiteren interessanten Beziehung. Durch 
Differenzieren erhalten wir aus Gl. (71) 


„ n [4 n 12 
n=ch- Gh Fu (72) 


Wenn wir in diese Beziehung den Wert J’, aus Gl. (71) einsetzen, so ergibt sich 


2 
r rn N 
[72 : 
N d- Im — 


g2 


a I Far (73) 
Hingegen ergibt sich nach Gl. (64) 
J, = en Je 
x 
Diese lautet fürn + 1: 
nr +1) 


Sr — Sarı =—J, (74) 
oder, umgeschrieben, 
n 1 
— — Jar — Sr = Int — Jar: (75) 
2 % 
So wird endlich aus Gl. (73) 


Fe ren) Kb (76) 
g2 


x 
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2.19.5. Besselsche Funktionen mit Indizes in der Form 


k+1 
2 


Wir benutzen unsere bisherigen Beziehungen, um mit ihrer Hilfe die zum Argument 


5 3 1 135 
2’ 2 2. 9° 9. 92 


gehörenden Besselschen Funktionen durch elementare Funktionen auszudrücken. 
Es gilt nämlich nach der allgemeinen Definition 


oe) — 1 22+1/2 
PRRURg BES VER, 


es (77) 
. may (#+ 5) 


Unter Berücksichtigung der allgemeinen Eigenschaft der Fakultätsfuriktion, daß 
Ir) = rII(r — 1) (78) 


und mithin 


1 3 3 1 
al) m 
ist, folgt 
n(e+4) m) -3n@) 33 2() en 
2 2) 2 \2) 22 \2 


Wenn wir weiterhin noch berücksichtigen, daß 


IMG) =}! (81) 


(da A eine ganze Zahl ist), kann der Ausdruck J,js in folgender Form geschrieben 
werden: 


12 


2 £* 


Ji e() " 
ah 7 (5 


2 
Unter Verwendung der bekannten Reihenentwicklung 


sin x a? act 
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erhält man für die Besselsche Funktion der Ordnung 1/2: 


1 1 
J172(&) = ———- — sin?. (84) 


1 (5) Y2x 
2 
Den Wert von II (5) können wir mit Hilfe der Beziehung 


T& +1) = II) = [| etdt, (85) 
N) 


I, Zelt 
N) To) Aos 


Abb. 2.72 Die Gaußsche I/-Funktion und die 
I-Funktion. Auf der Ordinatenachse sind die Kehr- 


En werte von //(z) = I(x + 1) aufgetragen 


4x 


die die Fakultätsfunktion für jedes (nicht nur ganzzahlige) «> —1 definiert, be- 
stimmen (Abb. 2.72). Dieses Integral ergibt für die ganzzahligen Werte vn=z=n 
den Wert n!. Bilden wir das Integral mit dem Wert x = 1/2, so erhalten wir fol- 
genden Wert: | 


I (3) — [ Vte!d = Be (86) 


Schließlich erhalten wir 
Er 
J172(%) = —- sınT. (87) 


TX 


Auf ganz ähnliche Weise gelangen wir zu folgender Beziehung: 


2. 
J_172(2) = V- cos X. (88) 


Unter Zugrundelegung der Rekursionsformel (67) finden wir für die Besselsche 
Funktion der Ordnung 3/2 folgende Beziehung: 


1 
J372() = = J1j2() Zu J_172(2), (89) 
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die unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden Gleichungen wie folgt ge- 
schrieben werden kann: 


4‘ 


2 
J372(X) — (= | 


Tr 


nn cos ) 3 (90) 
x 


Wir sehen also, daß die Besselschen Funktionen, falls deren Ordnungszahl ein un- 
gerades Vielfaches von 1/2 ist, mit Hilfe der elementaren trigonometrischen Funk- 
tionen und der negativen Potenzen von x mit ganzzahligen und nichtganzzahligen 
Exponeaten in geschlossener: Form ausgedrückt werden können. 


2.19.6. Die Reihenentwicklung beliebiger Funktionen 
nach Besselschen Funktionen. Beweis der Orthogonalitätsrelation 


Es läßt sich beweisen, daß eine beliebige Funktion, die gewissen Bedingungen ge- 
nügt, z. B. stückweise differenzierbar ist, in nachstehender Form dargestellt werden 
kann: 


I)= 2 a Jr), 0zsrst, (91) 
v=1 

d.h. als die Sumnie unendlich vieler Besselscher Funktionen r-ter Ordnung. In 
diesem Ausdruck sind die der Größe nach geordneten Wurzeln der Funktion 
IE): En & nn &s... (NR > —1) enthalten. Die Werte der einzelnen Koeffizienten 
finden wir in der gewohnten Weise, indem wir beide Seiten der Gleichung mit einer 
solchen Funktion multiplizieren, daß auf der rechten Seite der Gleichung im Be- 
reich O< x < 1 gliedweise integrierend nur der Wert eines einzigen Integrals von 
Null verschieden ist. Damit kann der Wert des zu diesen Glied gehörenden Koeffi- 
zienten bestimmt werden. | 

Dieses Vorgehen ist tatsächlich möglich. Wir werden nachstehend beweisen, daß 


die Funktionen 
R } 


VIE), VIE), Valle), .. OS<esI (92) 


im Bereich 0 < x <1 eine orthogonale Funktionenfolge bilden. Dies bedeutet die 
Gültigkeit der Relationen | 


1 1 
N, &;x) VYrJ,(&x) de = / I (Er) I, Sa)de=0, itk. (93) 
Um dies einsehen zu können, untersuchen wir die Lösung der Differentialgleichung 
n? — = 
du 4 


=U0:; (94) 
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Diese Gleichung unterscheidet sich von Gl. (34) nur dadurch, daß an Stelle der Ver- 


änderlichen x die Veränderliche ax steht. Die Lösung dieser Differentialgleichung 
lautet also 


u= YzJ n(&X). (95) 
Analog ergibt sich die Lösung der Differentialgleichung 
d? mm i 

v 
er +1? — m v0 (96) 
zu 
v- YzJ.(Bx). (97) 


Multiplizieren wir die erste Differentialgleichung mit v, die zweite mit u und. sub- 
trahieren, so gelangen wir zu folgender Beziehung: 


deu dv 
(?—- oa) ur =v TE Au u das‘ (98) 


Nun integrieren wir beide Seiten dieser Gleichung: 


2 
— +?) | wdıe= (Er Be de. (99) 
dı? we: 


Da aber 


2 2, | 1% 
du d?r d | du = (100) 


da? red 


ist, folgt daraus 


£ "al cd dv d dv] 
Rn | war = le" Fr de > — U 21: (101) 
0 0 


Setzen wir die Werte von u bzw. v ein, so erhalten wir 


(B? — a) " x) (a2) J2(Br) de = a[0J (Br) Snlar) — BI nor) S(Br))- (102) 
; 
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Wenn wir in diesem Ausdruck die Integration zwischen den Grenzen 0 und 1 vor- 
nehmen, finden wir folgende Beziehung: 


(Pr — ar) | I n(ar) Jn(Px) dr = Fuß) Jul) — BIula) In(B). (103) 


0 


Die rechte Seite dieses Ausdruckes wird Null, wenn & und ß die beiden Wurzeln 
der Gleichung 


J.(E) —=0 
sind, d.h. = &;; $ = &,. In diesem Fall wird also 


1 
(EIER) Jular) de — 0, (104) 
0 
woraus wir zu der Orthogonalitätsrelation 
1 
SeIntEr) Ila)de=0, i-k (105) 
0 


gelangen. 
Mit Hilfe von Gl. (102) können wir auch den Wert des Ausdruckes 


1 1 
[VrIt&e) VrJuleir) de = [ Idee) de (106) 


0 0 


bestimmen. 
Gleichung (102) kann auch in der Form geschrieben werden: 


| 2 lo) In) de = 2 [8I,(Br) Tal) — Brlan) Ba) (107) 
| 


An der Stelle x = ß besitzt die rechte Seite die Form 0/0. Inden wir nach ß differen- 
zieren und dann den Wert $ = a einsetzen, gelangen wir zu | 


[es nlaz) Iulßz) de 
1) 


= 5 [aa (B2) Iulaz) — Inlaz) Fulda) — Br) (oa) Bo), (108) 
und so wird 


F xJ:(ax) de = En 02] (0x) — J (ax) [J,(ax) + ax), (&x)]} e (109) 
= 


0 
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Wenn wir in den Ausdruck 
J,(ax) + ax) (ax) (110) 
die bereits abgeleiteten Beziehungen (71) und (76) 


J,(&x) = en —J n(&x) — J n+1(&%); 
(ax) = 15 ein | J.(&x) + Jnrıla®) 
(ax)? X 
einsetzen, erhalten wir 
n? 
J,(ax) + axT (ax) = ax | | J.(ax). (111) 
(0x)? 
Hiermit wird unser. Endresultat 
r x? | 3.38 
[ 2) (ax) de = — Jar) + [1 J? (ax) (112) 
J 2 | (&x)? 


sein. Dieser Beziehung werden wir uns künftig noch öfter bedienen. 
Wenn wir nun zwischen den Grenzen 0 und 1 integrieren, dann den Wert ax = &;x 
einsetzen, gilt 


1 
[area de = - JE); (113) 
weil 
Jll6)=0. 
Schließlich erhalten wir die einzelnen Koeffizienten der Reihenentwicklung 
fiz) = aFulı2) + Taler) + + a Ink) + | (114) 


auf folgende Weise. Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit der Funk- 
tion xJ,(&,2) und integrieren 'gliedweise auf beiden Seiten im Bereich zwischen 0 
und 1. Berücksichtigt man die durch Gl. (105) ausgedrückte Orthogonalitätsrelation, 
so werden bis auf ein Glied sämtliche Glieder der rechten Seite verschwinden. Wir 
gelangen also zu folgendem Ausdruck: 


/ fa) 2.162) | ER)de= ade), (115) 
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woraus sich der v-te Koeffizient der Reihenentwicklung zu 


n(&,x) dx (116) 


Abb. 2.73 Veranschaulichung der Orthogonalität 
der Funktionen YzJ, (2,40x) und YxJ,(5,52x) 


Zur Illustration der Orthogonalitätsrelation wurde in Abb. 2.73 die Funktion 


YxJ (2,40x) und die ‚zu dieser senkrechte‘ Funktion VxJ (5,522) im Intervall 
0<r<leingezeichnet. Den Wert von 


1 
J xJ (2,42) J,(5,52x) dx (117) 
0 


veranschaulicht die schraffierte Fläche, er ist offensichtlich gleich Null. (Die erste 
bzw. zweite Nullstelle der Funktion J,(z) ist, wie aus Abb. 2.68 ersichtlich, bei 
& = 2,4 und &, = 5,52.) 


2.20. Beispiele für die Bestimmung 
zylindersymmetrischer Kraftfelder 


Wir sahen bereits, daß die allgemeine Lösung der Laplaceschen Gleichung die Fornı 
U(z, r) =2 [A, cosh kz + B, sinh k2] [C,Jo(kr) + DiN o(kr)] (1) 
bzw. 


U(z,r) = } [A, cos kz + B, sin kz] [C,Jo(jkr) + DiN oljAr)] (2) 
ko. 
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besitzt, wobei wir die Werte von kund A,, Br, C,, D; aus den Randwerten bestimmen 
konnten. | 


1. Beispiel. Als erstes Beispiel wollen wir untersuchen, welches elektrotechnische 
Problem wir unter Annahme eines bestimmten k-Wertes erhalten. ‚Wir nehmen eine 
reelle Zahl k = k, an und untersuchen die Lösung 


U(z, N — A sinh koz  Jo(kor). (3) 


Diese wird auf der Ebene 2 = 0 und auf dem Zylinder mit dem Radius r,, für den 
kor,g = 2,4 ist (wenn also kyr, mit der ersten oder einer beliebigen Wurzel der Bessel- 
schen Funktion der Ordnung Null übereinstimmt), verschwinden. Den Wert der 
Konstanten A ermitteln wir, indem wir für den Punkt 2 = z,, r =0 den Wert des 
Potentials angeben: 


U(z2,0) = U, =4 sinh kg2,; (4) 
ur 


= —— , 5 
sinh kozo \ ) 
Also können wir die Lösung auch wie folgt schreiben: 
U, 
U(z, r) en sinh koz * Jo(lkor) . (6) 
sinh ko2o 


Die Äquipotentialfläche U = 0 kennen wir bereits. Wir wollen jetzt feststellen, auf 
welcher Fläche das konstante Potential U(z, r) = U, herrscht. Die Meridiankurve 
dieser Äquipotentialfläche ist 


U(z,r) = PR sinh Az - Jo(kor) = Up: (7) 
sinh kg29 


Aus dieser Gleichung folgt 
sinh koz 


— Jılkır) = 1. 8 
sinh kg2o olKor) - 


Abb. 2.74 Durch den Ansatz U = A sinh k,2 - Jo(kor) 
gelöstes elektrostatisches Problem 


Bei Kenntnis des angenomnıenen Wertes von k, erhalten wir diese Äquipotential- 
fläche, wenn wir die entsprechenden r,xz-Werte mit Hilfe von Tabellen ausrechnen 
(Abb. 2.74). Damit erhalten wir das Feld eines unter Spannung stehenden Stabes 
in einem geerdeten Zylinder. 


16 Simonyi 
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Ähnlich kann auch eine zu einer beliebigen anderen speziellen Lösung gehörende 
Elektrodenanordnung ermittelt werden. Wie schon eingangs erwähnt, hat es wirklich 
einen Sinn, diese Lösungen zu berechnen, da wir-auf diese Weise aus den gelösten 
physikalischen Problemen eine Sammlung zusammenstellen können, aus der wir dann 
im konkreten Fall wählen können. 


U} U) 


Abb.2.75 Beschleunigungszylinder mit 
sehr kleinem Spalt 


Abb. 2.76 Potentialänderung an der 
Zylinderoberfläche 


Abb. 2.77 Änderung der Funktion 
U(r 2) wen U, 


2. Beispiel. Als nächstes Beispiel betrachten wir ein Kraftfeld, das von zwei ko- 
axialen Zylindern mit gleichen Radien (Abb. 2.75) erzeugt wird, wenn die Spannungen 
der beiden Zylinder verschieden sind (Abb. 2.76). Diese Anordnung ist in der Praxis 
beinahe in allen Elektronen- und Ionenbeschleunigern bzw. Fokussierungseinrich- 
tungen zu finden. Die Aufgabe können wir wie folgt formulieren. Es ist das zylinder- 
symmetrische elektrische Feld zu suchen, welches an dem mit 1: bezeichneten Zy- 
linder.das konstante Potential U, und an dem mit 2 bezeichneten Zylinder das kon- 
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stante Potential U, besitzt. In der Grenzebene zwischen diesen beiden Zylindern, 
die wir gerade als z= 0-Ebene wählen, ist die Spannung überall gleich: 


Die allgemeine Lösung lautet: 


Ur) —U,= f [A(k) sin kz + B(k) cos kz] [C(k) Joljkr) + Dik) Notikr)]dk. (9) 


0 


Es ist natürlich ohne besondere Bedeutung, daß wir die Spannung U, gesondert ge- 
schrieben haben. Wir stellen also eigentlich die Spannung U(z,r) — U, mit Hilfe 
der partikulären Lösungen dar. In dieser Form werden die Randbedingungen ein- 
facher. Da U(z, r) — U, in der Ebene z = 0 (unabhängig von der Veränderlichen r) 
gleich Null ist, muß der Koeffizient des den Cosinus enthaltenden Gliedes Null sein, 
d.h., B(k) =0. Ferner muß, da der Wert der Neumannschen Funktion N, für 
r=0, also entlang der Symmetrieachse, unendlich groß ist,. D(k) =0 sein. Also 
wird unsere Lösung nachstehende Form besitzen: 


U(z,r) —U, — | Alk) sin kz - J,(jkr) dk. (10) 
0 


In der hier auftretenden Konstanten A(k) ist die Konstante C(k) enthalten. A(k) be- 
sitzt also jetzt eine andere Bedeutung als vorher. | | 

Wir haben unsere Aufgabe gelöst, wenn wir die Funktion A(k) bestimmt haben. 
Dies kann folgendermaßen durchgeführt werden. Der Radius des Zylinders. betrage 
r =r,. Wenn wir jetzt die obige Beziehung für die Zylinderoberfläche anschreiben, 
gilt: 


Ule,r0) — U, = [ Alk) sin kz - Juljkro) dk. (11) 
0 


Die Änderung der Funktion U(z, r,) — U,, d.h. die Potentialänderung an der 
Zylinderoberfläche, ist in Abhängigkeit von der Koordinate z gegeben, und der Ver- 
lauf dieser Funktion kann aus Abb. 2.77 entnommen werden. Der Spannungswert . 
ist also vom Unendlichen bis zunı Anfangspunkt U,. Also beträgt der Wert des 
Spannungsunterschiedes U, — U;: | 


_U+%_U-B; 


2 2 2 


Ui 


16* 
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Die Spannung weist im Anfangspunkt einen Sprung auf, und zwar vom Wert U, 
auf den Wert U,. Dann bleibt die Spannung konstant, und zwar gleich U,. Also er- 
gibt sich der Wert von U(r,,2) — U, zu 


= U,+ 0, _Uı- U} 


U 
r 2 2 


(13) 
Diese Funktion können wir mit Hilfe des Fourier-Integrals darstellen, d.h., wir 
können diese Funktion aus unendlich vielen, verschiedene Amplituden besitzenden 
Sinusschwingungen zusammensetzen. Es ist bekannt, daß eine periodische Funktion 
als die Summe von unendlich vielen solcher Schwingungen gebildet werden kann, 


Us (Z)=Uso 1(Z) 


Abb. 2.78 Einheitssprung 


Abb. 2.79 Spiegelung des Einheitssprunges an der 
Ordinatenachse. Zweifache Spiegelung des Einheits- 
sprunges: zuerst an der Ordinate, dann an der Abszisse 


die diskrete Frequenzen und verschiedene Amplituden aufweisen. Ist die Funktion 
nicht periodisch, wie die Funktion U(r,, z) — U,, so können wir sie aus unendlich 
vielen Schwingungen verschiedener Amplituden und stetig veränderlicher Frequen- 
zen zusammensetzen. | 

Der in Abb. 2.78 dargestellte sogenannte Einheitssprung 1(z) wird später bei den 
instationären Erscheinungen sehr oft vorkommen, und wir behandeln ihn daher dort 
eingehend. Dieser Sprung entspricht dem Einschalten eines Gleichstroms. Sein 
Fourier-Integral ist, wie wir in Kapitel 3.5.2. sehen werden, 


1 2 Sr Re 
ee N 14) 
1:2 Te k 


„0 
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Kennen wir dieses, so können wir das Fourier-Integral der Funktion U(z, r,) — U, 
leicht bestimmen. Letzteres kann nämlich aus einer solchen Funktion, die von —oo 
bis zum Anfangspunkt einen negativen Wert besitzt und dann Null wird, und aus 
einer Funktion, die bei z > 0 einen positiven Wert ergibt, zusammengesetzt werden 
(Abb. 2.77). Das Fouriersche Spektrum der ersten Funktion erhalten wir, wenn wir 
die Gleichung der Funktion nach Abb. 2.79 — also des auf die U-Achse bezogenen 
Spiegelbildes des Einheitssprunges — angeben und mit negativem Vorzeichen ver- 
sehen. Die Fouriersche Darstellung des Spiegelbildes eines Einheitssprunges erhalten 
wir, wenn wir in dem Fourier-Integral des Einheitssprunges +z durch —z ersetzen. 
Damit wird 


1 1 [sink 
ER En ER [ a (15) 
Te k 


Also kann das Fourier-Integral unserer Funktion U(z, r,) — U, auch folgendermaßen 
geschrieben werden: 


09 


Un) - = U) - Un) = = ‘ nn dk. (16) 
| 0 


Die Funktion U (2, r0) — U, Können wir nach Gl. (10) bzw. (16) in den beiden Formen 


U(z,r0) — U, = [ Alk) Jolikr,) sin kz dk (17) 
1) 
und 
URS ER el: # —_ N: (18) 
TC ” 


0 
darstellen. Wie ein Vergleich zeigt, gilt für die gesuchte Funktion A(k) 


— 1 
—— — = A(k) J,(jkr,), woraus A(k) = a EEE 
= k ” kJ (jkro) 


folgt. 
Setzen wir diesen Wert in unsere Ausgangsgleichung ein, so gelangen wir zu fol- 
gender Beziehung: 


(19) 


— 9%,+U0ı ar U 2 = | John) sin kz dk 
Juljhr,) & 


U(z, r) (20) 


9) er 


dad iv 
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Wenn wir zur Bestimmung des Potentials in einem beliebigen Punkt die betreffenden 
Werte für r und 2 im Integranden einsetzen, so ist dieser nur noch eine Funktion 
von k. Die Integration kann ausgeführt werden, und das bestimmte Integral ergibt 
eine Zahl, deren Kenntnis das Potential bereits bestimmt. Die Durchführung der 
Integration ist keine einfache Aufgabe und meist-nur auf numerischem oder graphi- 
schem Wege möglich. Die Potential- bzw. Feldstärkeverteilung ist aus Abb. 2.80 
ersichtlich. | 


Abb. 2.30 Verlauf von Feldstärke und 
Potential in der Nähe des Spaltes 


Die Spannungsverteilung entlang der Achse, also in den durch die Gleichung r = 0 
charakterisierten Punkten, wird oft benötigt. Da J,(0) = 1 ist, wird die Spannungs- 
verteilung entlang der Achse durch die Beziehung 


& 
ER ae 2 sin Äz ., (21) 
' 2 er: Joljkr) 
gekennzeichnet. 


Bei der Lösung dieser Aufgabe haben wir vorausgesetzt, daß der zwischen den 
beiden Zylindern bestehende Spalt vernachlässigbar schmal ist. In Wirklichkeit ist 
der Abstand der beiden Zylinder endlich. Um die in der Lösung vorkommende 
Funktion A(k) bestimmen zu können, müssen wir die Funktion U(z, r,) im Ab- 
stand r, von der Achse überall kennen. Dies bedeutet, daß wir auch die Spannungs- 
änderung zwischen den beiden Zylindern im Abstand r = r, kennen müssen. Wir 
können in erster Näherung voraussetzen, daß die Spannung sich hier von einem Wert 
zum anderen linear mit z ändert, und damit die Funktion,schon bestimmen. Ein 
genaues Ergebnis erhalten wir, wenn wir das Feld zwischen den beiden Zylindern 
längs einer mit den Erzeugenden der Zylinder übereinstimmenden Linie ausmessen, 
was mit Hilfe eines elektrolytischen Trogs geschehen kann. Es genügt schon eine 
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einzige Meßreihe längs einer kurzen Strecke, um den Verlauf des Kraftfeldes im 
Raum überall genau berechnen zu können. 


3. Beispiel. Als nächstes Beispiel bestimmen wir die Verteilung des elektrischen 
Feldes bzw. des Potentials in dem in Abb. 2.82 dargestellten Fall, wobei das Po- 
tential auf einem Zylinder der Länge ! konstant ist und die beiden Enden des Zy- 
linders durch je eine Ebene mit dem Potential Null abgeschlossen sind (Abb. 2.81). 


Abb. 2.81 Gegebene Randwerte des Potentials für die 
Anordnung in Abb. 2.82 


Abb. 2.82 Zur Berechnung des Innenfeldes eines 
Zylinders mit konstantem Potential, der an beiden 
Enden durch geerdete Platten begrenzt ist 


Den zwischen dem Zylinder und der Ebene befindlichen Spalt nehmen wir im Ver- 
hältnis zu sämtlichen anderen Dimensionen als vernachlässigbar klein an. Da der 
Spannungswert unabhängig von der Koordinate r an den Stellen z=0 bzw. 2 = 
gleich Null sein muß, wählen wir die Abhängigkeit von z in der Form 


Z=(,sinkz =(, sinm T 2; (22) 


worin m eine beliebige ganze Zahl ist. Diese Funktion ergibt für beliebige ganzzahlige 
Werte von m an den beiden ebenen Grenzflächen tatsächlich Null. Dadurch ist 
k: = mre/l definiert, und so ist die Abhängigkeit von r in folgender Form zu wählen: 


R — C2J,(jkr) = OJo \ — ) .. (23) 


Aus diesem Grunde ist die Lösung, die die Randbedingung erfüllt, als die lineare 
Kombination folgender Lösungen darzustellen: 


U„(z,r) = C„ sinm 5 BT \ m 7 ). (24) 
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Die Lösung lautet also 


U(z, r) —=:C, in 2.4 (157) +0sin 272.7 (1277) +. 


= N OnJo (m?) sin m 2. (25) 
m=1 

Die auftretenden Koeffizienten CO, müssen so bestimmt werden, daß auch die 
noch nicht erfüllten Randbedingungen erfüllt werden, daß also der Potentialwert 
im Intervall 0 <z <! an der Zylinderoberfläche überall dem gegebenen Wert U, 
gleich wird, in den Ebenen z = 0 und z =! dagegen verschwindet. Uns interessiert 
das elektrische Kraftfeld nur in dem Raum zwischen den Elektroden. Daher genügt 
es, den Verlauf der Potentiale in Abhängigkeit von z an den Grenzen nur im Bereich 
von z=(0.bis z =! mit Hilfe einer Fourier-Reihe richtig darzustellen. Nehmen wir 
einen periodischen Verlauf mit der Periode 27 an, so können wir diese Funktion, 
wie leicht nachzuweisen ist, durch folgende Fourier-Reihe darstellen: 


1 
AN — 


02, = 0 DA sin (2n — 1) 5 (26) 


Diese Reihe ist mit Gl. (25) zu vergleichen. Setzen wir dort r = r, ein, so erhalten 
wir folgende Beziehung: 


U(z,r,) = 3 CnJo (im ) sin m 2 2: (27) 


m-=1l 


Da diese Beziehung für beliebige z-Werte gültig sein muß, müssen die beiden Reihen 
auch gliedweise übereinstimmen. Die einzelnen Glieder vergleichend, erhalten wir 


m —= in —1 


und für die Amplitude: 


OnJo (im ) = 2 = m=1,3, Dar (28) 


nm 
Daraus folgt für die Amplitude 


De m=1,3,5,.. (29) 
nmJ , (im z ) 
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und für die gesuchte Potentialverteilung 


I, (i3 Er) | 
U(,r) = — = sin—z-+ _ sin 3 z + (30) 
(Er) (8 Tr) 
oder 
u 1 (7 er) m—1 
Ul,r) = — 5 Ä sin I ——- x. (31) 
To n=1 In — 1 N In > 1 l 
Jo | Tero 


Die aus dieser Gleichung folgende Potentialverteilung entlang der Symmetrieachse 
können wir aus Abb. 2.83 ersehen. 


4. Beispiel. Bei unseren bisherigen Beispielen konnten wir die Randbedingungen 
erfüllen, indem wir in Abhängigkeit von 2 die an einer bestimmten Fläche bekannte 
Änderung der Potentialfunktion in eine Fourier-Reihe oder in ein Fourier-Integral 


U=Up U=0 


) ; % zZ z=10 EN zZ 
| ZZ 4 Z 7 


7. / / G 
Abb. 2.833 Äquipotentialflächen zu der Abb. 2.84 Zur Berechnung des im Innern 
in Abb. 2.82 dargestellten Anordnung eines Zylinders auftretenden Kraftfeldes, 


dessen Mantel und eine Abschlußfläche Erd- 
potential besitzen, dessen anderes Ende 
jedoch durch eine Platte mit konstanter 
Spannung abgeschlossen ist. 


entwickelten. Bei der Erfüllung der Randbedingungen war es wichtig, daß die vor- 
kommenden Funktionen als die Summen von diskreten Sinus- bzw. Cosinusfunk- 
tionen verschiedener Amplituden oder von solchen stetiger Frequenz dargestellt 
werden konnten. Im folgenden Beispiel benutzen wir die Tatsache, daß die Funk- 
tionen, wie wir es im vorherigen Kapitel sahen, auch als unendliche Reihen von 
Besselschen Funktionen mit entsprechend gewählten Koeffizienten dargestellt wer- 
den können. 
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Wir gehen von der aus Abb. 2.84 ersichtlichen Aufgabe aus. Das Potential des 
am Ende abgeschlossenen Zylinders sei überall Null. Das andere Ende des Zylinders 
denken wir uns durch eine ebene Scheibe abgeschlossen, deren Spannung den 
konstanten Wert U= U, besitzt, natürlich so, daß zwischen dem Zylinder und 
der Ebene ein Spalt vorhanden ist. Dieser Spalt kann jedoch im Vergleich zu den 
übrigen Dimensionen vernachlässigt werden. Da der im. Intervall zwischen 2 = 0 
und z =! von dem Wert z unabhängige Potentialwert an der durch r = r, definierten 
Zylinderoberfläche verschwindet, müssen. wir die Abhängigkeit von r in folgender 
Form wählen: 


R(r) =(CJ (kr) =CJ, 5 ). (32) 


Y) 


wobei wir die m-te Nullstelle der Besselschen Funktion mit &, bezeichnen. In 
diesem Fall wird nämlich der Wert der Funktion an der Stelle r = r, tatsächlich 


Re) 09, 6 ) zen (33) 
0 


Diesem Argument entsprechend, können für die Abhängigkeit von der Koordinate z 
nur die hyperbolischen Sinus- und Cosinusfunktionen in Frage kommen. Die Cosinus- 
funktion scheidet aus, da sie nirgends eine Nullstelle besitzt. Also ist unsere Lösung 
aus den partikulären Lösungen folgender Form zusammenzusetzen: 


Un(z,r) = BuaJo 6 ) sinh Em z. (34) 


To Y) 


Die Spannungsverteilung wird also durch die Funktion 


U(z, r) =} BuJo (= ) sinh Em 2 (35) 
m=1 ro. To 

dargestellt. Jetzt ist nur noch die Erfüllung der einen Bedingung übrig, daß die 

Spannung für den Wert z =! auf dem Zylinder Null und für sämtliche anderen 

Werte von r konstant ist, d.h.: 


Ul,r)=0, Un=T,. 


Der Spannungsverlauf in Abhängigkeit von r an der Stelle xz = ist der Abb. 2.85 zu 
entnehmen. Diese Funktion entwickeln wir jetzt in eine Reihe nach Besselschen 
Funktionen und finden 


Un) = bu, ” ) (36) 
m=1 


—r 
N) 


2.20. Beispiele für die Bestimmung zylindersymmetrischer Kraftfelder 251 


Die Werte der Koeffizienten b, ergeben sich aus 2.19.(116) zu 


Te 


2 En 20, 
Dun = Ul,r)rJ,I—rIid = B 37) 
rel EST e ) & Jen) \ 


0 


Ur, 


Ü 


Abb.2.85 Verlauf der Spannung an der rech- 
ten Abschlußplatte des Zylinders 


r=0 r-r) 


Zur Aufstellung dieser Formel benutzten wir die bereits bekannten Beziehungen 


f aJ,(2) de = xJı(z) (38) 

bzw. 

d 

Te Jo) = —Jıl®). (39) 
x 


Daher gilt nach (36) 


Ull,r) = 230, 3) —— J, Ir. 40 
an 2 EmJ (Em) i v ) en 
Setzen wir dagegen in Gl. (35) die Koordinate z = ein, so wird 
>  ı Im Em 
Ull,r) = } B„ sinn —1.J,I—r]. (41) 
m=1 To ro 


Da auch diese beiden Beziehungen für alle Werte von r gültig sind, kann ein glied- 
weiser Vergleich vorgenommen werden. So erhalten wir für die einzelnen Koeffizienten 
folgenden Ausdruck: 
Ba re au 

To = mJ ı (Em) 
woraus wir die endgültige Lösung gewinnen, indem wir die Werte von B,, in Gl. (35) 
einsetzen: 


(42) 


& >3U 

U(z, r) = 5 ET 

"12 J (&,) sinh = 
T 


0 


oh ers (= ) . (43) 


ro ro 
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Die Aufgaben, bei denen der Spannungswert in der durch z = ! gehenden Ebene nicht 
konstant, sondern als eine Funktion von r gegeben ist, können ganz analog gelöst 
werden. Dabei ist natürlich die so entstandene Funktion nach den Besselschen 
Funktionen in eine Reihe zu entwickeln und das Ergebnis der Reihenentwicklung im 
Sinne des oben beschriebenen Verfahrens zu verwenden. 


2.21. Berechnung des Potentials bei bekannter Potentialverteilung 
entlang der Symmetrieachse 


Wie bereits mehrmals betont, kommt der Potentialverteilung entlang der Symmetrie- 
achse zylindersymmetrischer Anordnungen besondere Bedeutung zu. Es ist daher 
wichtig, diejenige Lösung der Laplaceschen Gleichung zu kennen, die den Potential- 
wert in einem beliebigen Punkt des Raumes mit den Werten des Potentials entlang 
der Symmetrieachse verbindet. 

Wie wir weiter unten sehen werden, kann die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung 


U 10 „on 


—( (1) 
022 r ör ör 


in folgender Fornı geschrieben werden: 
BE EREEEE: 
‚Ul,r) = — | u(z + jr sin a) de. (2) 


Ire 
0 


Setzen wir den Wert r = O in diese Beziehung ein, so erhalten wir: 
Tr 
U(2,0) = — \ u(2) dx = u(2). (3) 
Ir 
0 


Dies bedeutet, daß u(z) die Potentialverteilung entlang der Symnietrieachse dar- 
stellt. Ist diese bekannt, z. B. durch Messungen, so kann der Potentialwert für einen 
beliebigen Punkt des Raumes durch obige Formel ermittelt werden. Diese Beziehung 
kann aber auch in folgender Weise benutzt werden. Wir nehmen entlang der Achse 
plausible Verteilungen an und untersuchen, nachden wir die Potentialverteilung mit 
Hilfe obiger Beziehung errechnet haben, auf welchen Flächen diese Verteilung einen 
konstanten Wert ergibt. Auf diese Weise können wir die Sammlung unserer Beispiele, 
denen die gegebenen konkreten Aufgaben unter Uniständen angepaßt werden können, 
bereichern. 
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Daß die obige Lösung die axialsymmetrische Laplacesche Gleichung tatsächlich 
erfüllt, können wir leicht einsehen. 

Da nämlich & von z und r unabhängig ist, können wir den Laplaceschen Ausdruck 
unter dem Integrationszeichen auf die Funktion u(z + jr sin) anwenden. Wir 
schreiben die Ableitungen nach r und z mit Hilfe der Ableitungen nach « auf. Unter 
Berücksichtigung der Periodizität von vu in x bekommen wir sofort: 


au =, | Au + irsina) da =0, (4) 
Ir 

) 

Die Darstellung 
27 

U(z,r) = | + jr sin «) d«& 

Zr ) 

0 


wenden wir nur auf zwei einfache Fälle an. 
Die Verteilung entlang der Achse besitze die Form U(z, 0) = Oz. Wir berechnen 
nun die Potentialverteilung an beliebigen Stellen des Raumes 


2n 


Den Le (5) 


2r }) z+ jrsina 
0 


Dieses Integral kann einfach gelöst werden, und zwar zu 


C 


U(z,r) = een 


(6) 


Aus dieser Gleichung ist zu ersehen, daß die Niveauflächen der Gleichungen 


a const; 2? + r? = const (7) 
Yz2 + r2 
entsprechend Kugelflächen sein werden. Wir erhalten also das Potential einer Punkt- 
ladung. | 

Das Potentialfeld eines geladenen Ringes kann analog berechnet werden. In diesem 
Fall führt zwar auch die direkte Methode zum Erfolg, es ist aber einfacher, den 
Potentialwert in einem beliebigen Punkt der Symmetrieachse zu bestimmen, unter 
der Annahme, daß die Verteilung der Ladung auf der Fläche des dünn gedachten 
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Ringes aus Symmetriegründen gleichmäßig ist. Die Potentialverteilung auf der 
Achse hat den Wert { 


eu 1 
ar? 


U(2,0) = (8) 


Abb. 2.86 
Elektrostatisches Feld eines aufgeladenen Kreisringes 


woraus sich die Potentialverteilung in einenı beliebigen Punkt des Raumes wie folgt 
ergibt: 


da 


27 
Den | (9) 
= VYr;+(@ +jr sin a)? 


Die entsprechende Potentialverteilung ist in Abb. 2.86 dargestellt. 


2.22. Die Lösung der zylindersymmetrischen Gleichung 
durch Reihenentwicklung 


-Wir versuchen jetzt, die zylindersymmetrische Laplacesche Gleichung 2.18.(2) durch 
die Reihe 


Ule,r) = I Ay) re" a) 


n=0 
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zu befriedigen. Wir berücksichtigen dabei, daß 


Sy a 
zer (2) 
und | 

= 2nA,(z) "1 (3) 


gilt. Wir multiplizieren den letzten Ausdruck mit r 


oo 


a P% 2nA,(z) y28 (4) 


und differenzieren die so gewonnene Beziehung: 


aA) =. 2n)? A,(2) rt. (8) 
ör Or 


Für das auf der linken Seite der Laplaceschen Gleichung vorkommende zweite Glied 
finden wir also die Beziehung 


ee =. (Zn)? A,(z) r2r-2 (6) 
und für die Laplacesche Gleichung selbst 
I Ayle) r?" + (An)? Aue) 0. (7) 


n=0 n=0 


Da diese Beziehung auch für einen beliebigen Wert von r gelten muß, müssen die 
. Koeffizienten, die auf der linken Seite zu einer beliebigen Potenz von r gehören, Null 
sein. Betrachten wir von beiden Summen die zu den (2n — 2)-ten Potenzen der Ver- 
änderlichen r gehörenden Koeffizienten, so finden wir die Gleichung 


An-1@) + u? A.) = 0. (8) 


Wir wissen aber aus unserer ursprünglichen Reihenentwicklung, daß der Wert des 
zur Nullpotenz von r gehörenden Koeffizienten gerade die Potentialverteilung an der 
Symmetrieachse ergibt; mit anderen Worten 


U(0, 2) = Aue) = uf). (9) 
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Durch Anwendung der vorstehenden Gleichung können wir auch die übrigen Koef- 
fizienten der Reihe nach bestimmen. Der Wert des zur zweiten Potenz von r gehören- 
den Koeffizienten A,(z) ist 


u 2) 
Ad)=-— (10) 
Der Wert der zur vierten Potenz gehörenden Funktion A;(2) wird: 
A”(z ud z ud (z 
A) = nen = a) 
(2 . 2)2 (2. 2)? 64 
Allgemein beträgt der Wert der zur-2n-ten Potenz gehörenden Funktion 4,(2): 
—j}n 
4,2) = EN ei ur) (2). (12) 
220 (n!)® 
Also gilt für die Reihe 
oo ER 12 
an 
U(z, r) -2° = u'2r)(z) 3] : (13) 


Wir haben also die Potentialverteilung für den ganzen Raum gefunden, falls wir den 
Verlauf des Potentials an der Achse kennen. 

Diese Reihenentwicklung wenden wir jetzt an, um über den allgemeinen Verlauf 
der Äquipotentialflächen an der Symmetrieachse ein Bild zu gewinnen und um das 
Verhalten der Äquipotentialflächen im Sattelpunkt bestimmen zu können. Berück- 
sichtigen wir die ersten beiden Glieder obiger nach r entwickelten Reihe, entwickeln 
diese in der Umgebung des Punktes z = z, in eine Reihe und vernachlässigen die 
Glieder höherer Ordnung, so gelangen wir zu folgender Beziehung: 


1 
U, r) = ul) + Wo) [2 — 20] +2 U" (zo) [2 — 20)” reloe (14) 


Die Gleichung der Fläche, auf der das Potential überall gleich dem Potential im 
Punkt z =z,, r = 0 ist, wird in unmittelbarer Nähe der Achse 


Ur) = u) (15) 


oder, ausführlicher geschrieben, 


1 
u2o) + Wlzo) [2 — 20] +2 a) 2 ar - U) ul). (16) 
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Hieraus erhalten wir für die Gleichung der Fläche folgende Beziehung: 


1 1 
gt wrisuiwW)k-alt Zul 2. (17) 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. Aus ihr können wir in der bekannten Weise den 
Krümmungsradius dieser Hyperbel in. dem mit der Symmetrieachse gebildeten 
Schnittpunkt bestimmen: 


ER ACH (18) 


Die Potentialänderung ist im Sattelpunkt Null: «’(z,) = 0. Dadurch reduziert sich die 
Gleichung der Äquipotentialfläche auf folgende Form: 


ur? = > u” (20) [2 — 20)”; (19) 


Abb. 2.87 | | 
Öffnungswinkel der Niveauflächen, die sich im singulären 
Punkt des zylindersymmetrischen Kraftfeldes schneiden 


woraus wir ersehen, daß die Hyperbel zu einem Geradenpaar entartet ist. Für den 
durch das Geradenpaar und die Symmetrieachse gebildeten Winkel gilt die Beziehung 


2 
tan?y = BES. MEERE 2, y = 54° 44’ (20) 
(2 — 20)° 


(Abb. 2.87). Wir sehen also, daß im Sattelpunkt der Verlauf der Äquipotential- 
flächen, von der weiteren Gestalt des Feldes unabhängig, immer gleich ist. Diese 
überraschende Tatsache wurde auch experimentell nachgewiesen. 


1 7 Simonyi. 
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2.23. Die allgemeine Lösung der Laplaceschen Gleichung 
in Zylinderkoordinaten 


Wie schon erwähnt, ist die Anwendung von Zylinderkoordinaten unbedingt zweck- 
mäßig, wenn die Spannungsverteilung auf einem Zylinder bekannt ist. Die Zylinder- 
symmetrie besteht aber im allgemeinen Fall natürlich nicht. Die Laplacesche Glei- 
chung lautet: 


| 2 2 
se ) er —=0. 
Nun versuchen wir, diese Gleichung durch die Lösung 
U = Rir) Z(e) ©(p) (2) 
zu befriedigen. Nach Einsetzen und Dividieren ergibt sich 


ı 1 d/(dR 118 1dZ 
R rdr dr 


ee 3 
Or: do? Z d2 (a) 


Das letzte Glied kann ohne weiteres separiert werden: 
— m, m=+V®. (4) 


Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet 
Z = A, cosh mz + A, sinh mz. (5) 
Für R und Ö bleibt uns folgende Gleichung: 


11dyjdR . 
ES OL N en 6 
7 hi en 0 


die wir mit r? multiplizieren: 


leer (7) 


Diese Gleichung kann wieder separiert werden: 


_— — = —n, n +0 (8) 


‚Ihre allgemeine Lösung ist 


® = B,sinnp + B, cosno. (9) 
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Wir gewinnen schließlich für die Funktion R(r) die Gleichung 


ı1d/ dR on? 

rege —- 2 _ — R = 0, 10 
r al) + m ” en 
deren allgemeine Lösung schon bekannt ist: 

R(r) = C,J,„(mr) + C3N „(mr). (11) 


Durch die spezielle Wahl von rn und m können wir sowohl den zylindersymme- 
trischen Fall als auch das Problem in der Ebene erhalten. 
Wählen wir m = 0, so bedeutet dies, daß die Potentialverteilung in Richtung 2 


nach Gl. (4) durch 

Z(z) = A,2 + As 

beschrieben werden kann. Die Gleichung für R(r) besitzt jetzt die Lösung 
R(r) = C;r" + Or". 

Sind 2 und m Null, so finden wir auch für © einen linearen Zusammenhang: 


®=(Be+B,) und RKr)=Chihnr +0. 


U=U/(r) 


Abb. 2.88 Probleme, die durch Gl. (12) behandelt werden können 


U=U(z) 


Also gilt für die Lösung der BLaplateschen Gleichung 
U(r, 9,2) = (A, cosh mz + A, sinh mz) (B, sin np + B, cos np) [C}J „(mr) 
+ 0, N,(mr)], (12) 
Ulr, 9,2) = (Aız + As) (Bı sinnp + B, cos np) (Or + Cor"); (m=0), (13) 
U(r,9,2) = (A + A) Bp+B)(Cılar +0); m=n=0. (14) 


Die im Innern eines zylindrischen Ringes auftretende Potentialfunktion kann. 
z. B. durch die Superposition dieser Lösungen berechnet werden. Der äußere oder 
innere Mantel und die Stirnseite des Ringes können verschiedene Spannungen 
besitzen (Abb. 2.88). 


17* 


E. Lösung der Laplaceschen Gleichung in Kugelkoordinaten 


2.24. Behandlung der zylindersymmetrischen Felder 
mit Hilfe der Kugelfunktionen 


Besitzen wir eine Angabe über die Potentialverteilung an einer Kugeloberfläche und 
ist außerdem bekannt, daß wir es mit einem zylindersymmetrischen Feld zu tun 
haben, so ist es zweckmäßig, die Laplacesche Gleichung in Kugelkoordinaten anzu- 
schreiben. Eine solche Aufgabe ist in Abb. 2.89 dargestellt, in der zwei durch einen 
unendlich kleinen Spalt voneinander getrennte Halbkugeln auf den konstanten 


um 


Abb. 2.89 Zur Berechnung des elektrischen Abb. 2.90 Spannungsverlauf an der 
Feldes von zwei Halbkugeln Kugeloberfläche gemäß Abb. 2.89 


Spannungen U = O und U = U, gehalten werden. Die auf der Spaltebene senkrecht 
stehende Achse ist die Symmetrieachse. Gesucht ist das Feld innerhalb oder außer- 
halb der Kugel. Da das Feld nicht von der Koordinate p abhängt, nimmt die in 
Kugelkoordinaten geschriebene Laplacesche Gleichung folgende Form an: 


KAP ERBE en (1) 
or or sin d 09 
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Wir versuchen wiederum, die Variablen zu trennen. Die Lösung habe folgende Form: 


U(r,d) = Kir) O(9). (2) 
Setzen wir diese in die Gleichung ein, so gelangen wir zu 

1d(„ar__1 1 dl zdo) n 
R dr dr © sind dd dd 


Wir können nach der schon bekannten Argumentation, nach der die linke Seite 
dieser Gleichung nur von r, die rechte Seite nur von # abhängt, auch hier schließen, 
daß die Werte der beiden Seiten nur konstant sein können. Damit zerfällt die Glei- 
chung in zwei gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Id „ar = k, (4). 
R dr dr 

BEL AI. 00 2 VERBER N (5) 
O0 sin®# dd d# 


Die partikuläre Lösung der Gl. (4) können wir sofort angeben. Sie lautet R = r". 
Setzen wir nämlich diese Funktion in (4) ein, so folgt 


r"[rm(m — 1) r"-? + 2rmr" 1] = k. (6) 
‚Daraus erhalten wir für die Konstante k einen bestimmten Wert 

mm+1)=k. (N) 
Schreiben wir diese Beziehung in 

k= (m) (-m—-D=- (m) (m—1+1), (8) 
um, so sehen wir, daß Gl. (4) auch durch die Funktion 

ER (9) 


erfüllt wird. Somit haben wir eine weitere, von der vorherigen linear unabhängige 
partikuläre Lösung gefunden. Die allgemeine Lösung wird also folgende, Form 
besitzen: 


R=Ar" + B 


ya+L" 


(10) 


-Da wir den Wert von k kennen, können wir unsere zur Bestimmung der Funktion 
(9) dienende Differentialgleichung (5) entsprechend umschreiben: 


ı d/, „do 
9 sin #40 (ir e ie) u 11) 
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Diese ist die Legendresche Differentialgleichung, und ihre partikulären Lösungen 
sind, wenn m ganzzahlig ist, die Legendreschen Polynome. Dem Index m entspricht 
das Legendresche Polynom m-ter Ordnung. Dessen Wert beträgt, wie wir im folgenden 
Kapitel sehen werden, " 


Pm(cos #9) = En Kerr, (cos? d — on | r (12) 
2”! | d(cos 9)” 
Die so gewonnenen Polynome bilden eine partikuläre Lösung der Legendreschen 
Differentialgleichung. Wir benötigen hier, ebenso wie bei der Lösung der Besselschen 
Differentialgleichung, noch eine weitere Funktion, um die allgemeine Lösung angeben 
zu können. Bei den Besselschen Ditfferentialgleichungen wurde diese durch die 
Neumannsche Funktion N„(kr) gegeben. Es kann bewiesen werden, daß diese andere 
Lösung auch hier in sämtlichen Punkten, in denen # = 0 ist, d.h. entlang der 
Symmetrieachse, unendlich wird. Sie kann also immer ausgeschlossen werden, wenn 
in dem untersuchten Bereich die Symmetrieachse vorhanden ist. Die Funktion 
Pn(c0s 9) heißt zonale Kugelfunktion. | 
Wenn wir den allgemeinen Verlauf der Funktion A(r) betrachten, so sehen wir, daß 
ihr Wert sowohl an der Symmetrieachse als auch im Unendlichen unendlich groß ist. 
Daher müssen wir, wenn wir die Lösung im Innern unseres Bereiches untersuchen, 
um den unendlichen Wert des Potentials zu vermeiden, für die Konstante B den 
Wert Null wählen. Untersuchen wir aber das äußere Feld des Bereiches, so ist die 
Konstante A gleich Null zu setzen. Somit wird die Potentialverteilung im Innern des 
Raumes durch die Funktion 


Ü(r, = > Anr"”Pm(C0S 9) (13) 


m=0 Z 


und außerhalb der Kugelfläche durch die Funktion 


U(r,d) = } B„ur "TYP „(cos ®) (14). 
m—0 
gegeben. | 
Unsere Aufgabe ist gelöst, wenn wir die in diesen Beziehungen vorkommenden 
Koeffizienten bestimmt haben. Dies wird mit Hilfe der vorgeschriebenen Rand- 
bedingungen durchgeführt. Der Potentialwert auf der Kugeloberfläche sei als Funk- 


tion des Winkels gegeben, d.h., 
Ulr,d) = U). (15) 


Wir entwickeln die so gegebene Funktion in eine Reihe nach den Kugelfunktionen. 
Im folgenden Kapitel sehen wir, daß wir analog zu Fourier-Reihen ansetzen können: 


U(r,d) = U(d) = ayPo(C0s #) + a,Pı(cosd) + --- + a„P„(C0Ssd) + --- 


— B> AmPm(Cos d), (16) 


m=0 
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[ U(d) P„(cos 9) sind dd (17). 


0 


ist. Unsere ursprüngliche Reihenentwicklung (13) bzw. (14) ergibt für denselben 
Potentialwert: 


U(r,®) = AyPo(cos 9) + AırsPılcos®#) + --- = 5 Anry Pm(c08 d) (18) 


m=0 


und außerhalb des Bereiches: 


U(r,®) = U) = Bo P,(cos 9) + & P,(cos®) + --- 
= BA Br; "PP (cos d). (19) 
m=0O 


Da die beiden Reihen für sämtliche P,„(cos #)-Werte übereinstimmen müssen, müssen 
sie auch gliedweise gleich sein. Wir erhalten für die einzelnen Koeffizienten folgende 
Beziehungen: 


r 


rn 2, 
1) 
bzw. 
Bm eg; Bent ul U(9) P„(cos 9) sin #d#. (21) 


0 
Sind diese Koeffizienten bekannt, dann kann der Potentialwert sowohl im Innern als 
‚auch außerhalb des Bereiches angeschrieben werden. 

Als Beispiel lösen wir die in Abb. 2.89 dargestellte und schon erwähnte Aufgabe. 
Die Potentialverteilung in Abhängigkeit von der Veränderlichen # ist aus Abb. 2.90 
ersichtlich. Wir gelangen, wenn wir die einzelnen Koeffizienten der Reihenentwick- 
lung nach der allgemeinen Methode bestimmen, zu folgendem Ergebnis: 

[2 
” 2m +1 


An = 0. | Put 9) sind d#. (22) 
2ry 


Also gilt für die Potentialverteilung innerhalb der Kugel mit Berücksichtigung der 
Gleichungen 2.25.(2) und 2.25.(11) 


712 
Uhr, d) =U, 6 I z Er P,(cos®) — 7: Dr P;(cosd) + — | r<n (23) 
u) Tr, 


264 2. Statische und stationäre Felder 


und außerhalb der Kugel 


r 3 r T1ert Ä | 
U(r,d) =U, E+ 22 As — 3 2 „ Palcos 9) + — | r>n. (24) 


Die in den Beziehungen (18) und (19) auftretenden Koeffizienten können wir sehr 
einfach bestimmen, wenn wir die Potentialverteilung entlang der Symmetrieachse 
kennen. Diese kann in vielen Fällen, wie wir es auch bisher vorausgesetzt haben, 
durch Messung oder Berechnung ermittelt werden. 

Setzen wir voraus, daß es uns gelang, mit der z-Achse als Symmetrieachse das 
Potential in der Nähe des Punktes z = 0 in der Form 


u) = 2, bmz", z<rg (25) 
m=V 


in eine Reihe zu entwickeln. Nun wählen wir die Symmetrieachse als Achse des 
sphärischen Koordinatensystems. Die Werte von z fallen für $ — 0 mit den Werten 
von r zusammen. Da in diesem Fall 


cos® =1; 2.1; (26) 


ergibt sich also aus der Reihenentwicklung nach den Legendreschen Funktionen 
folgende Beziehung: 


ul) ='U(r,0) = 3» Aur®. (27) 
m=0 


Wir sehen, daß diese beiden letzten Reihenentwicklungen bei sämtlichen r-Werten 
den gleichen Wert liefern. Das ist nur möglich, wenn auch die Koeffizienten über- 
einstimmen, d. h., wenn 


Am — Um» 
und somit ist der Potentialwert in einem beliebigen Punkt 


U(r,d) = }) b„r"P (cos d), T<TV (28) 
m=0 


Suchen wir hingegen die Lösung außerhalb des Bereiches r < r,, so bemühen wir 
uns, die Spannungsverteilung auf der Achse durch folgende Reihe darzustellen: 


u) = Nom "HV), z>n. (29) 


m=0 
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In diesem Fall liefert die nach den Legendreschen Funktionen vorgenommene 
Reihenentwicklung die Beziehung 


U(r,0) = B> Ba Kam (30) 


m=0 


Diese beiden Reihen vergleichend, erhalten wir 
2 


Daher muß die Spannungsverteilung in einem beliebigen Punkt des Raumes folgende 
Form besitzen: 


U(r, d) -2: CmPm(cos d) rn, r>r. (31) 


M= 
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Im vorangegangenen Kapitel fanden wir folgende Differentialgleichung: 


an le ++ no ” 
Führen wir die neuen Veränderlichen 

x= 08%, de = —sin®9 d, 9=y (2) 
ein, so geht unsere Differentialgleichung in folgende Form über: 

d diy 

ZU) yI+nm+y=(l-2) 5 — 22 7 + min + 1)y=0. (3) 


Diese Differentialgleichung wird in der Literatur allgemein die Legendresche Differen- 
tialgleichung genannt. Wir versuchen, sie mit Hilfe einer unendlichen Reihe zu 
lösen. Die unendliche Reihe laute 


va) ar I ae, (4) 
r=0 r=0 

Wir differenzieren sie gliedweise, setzen sie in die Differentialgleichung ein und 

suchen die zu gleichen Potenzen gehörenden Koeffizienten. Diese müssen alle gleich 

Null sein, da unsere ursprüngliche Gleichung für sämtliche x-Werte gilt. Der Koef- 

fizient der Potenz x*+’? ergibt sich zu 


mtr) mtr Da +m-m-r+Yn+m+r-1)a,=0. (8) 
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Wenn wir in diese Beziehung den Wert r = 0 einsetzen und berücksichtigen, daß alle 
Koeffizienten mit einem negativen Index Null ergeben, gelangen wir zu folgender 
Beziehung: 


nm - 1),=0. (6) 
Setzen wir hingegen den Wert r = 1 ein, so gilt 
(m + 1) ma, =. (7) 


Aus der vorherigen Gleichung (6) ergeben sich bei beliebigem a, die Werte m = 0 bzw. 
m = 1. Wählen wir für m den Wert 0, so kann die letätere Gleichung bei einem 
beliebigen a,-Koeffizienten erfüllt werden. Bei.der Wahl eines solchen m-Wertes 
lautet die zur Bestimmung der Koeffizienten dienende Rekursionsformel: 


r(r— 1)a. +n—- r+2)(n+r—-1)as=0, (8) 
1 _hker+ta3ntr—d G.25% (9) 
r(r — 1) 


Durch ihre Anwendung gelangen wir, vom Wert der Konstante «a, bzw. a, ausgehend, 
zu folgender unendlichen Reihe: 


vmufi- BED; euere... 
2! 4! 
BT En a u ES u 2 2 +]. (10) 


Es kann leicht nachgewiesen werden, daß im Intervall zwischen —1 und 1 beide 
Reihen konvergieren. Da in diesem Ausdruck zwei beliebige Konstanten a, und a, 
vorkommen, liefert diese Lösung die allgemeine Lösung der Legendreschen Differen- 
tialgleichung. Wir können sofort ersehen, daß sowohl die erste als auch die zweite 
unendliche Reihe für sich allein eine Lösung darstellt. Gleichzeitig können wir sehen, 
daß die erste unendliche Reihe sich zu einem endlichen Polynom reduziert, falls 
eine gerade Zahl ist. Im Fall eines ungeraden n reduziert sich die zweite unendliche 
Reihe zu einem Polynom. Die so entstandenen Polynome werden Legendresche 
Polynome genannt. Ihre Werte sind aus der Reihenentwicklung bestimmbar, wenn 
wir noch den Wert der Konstanten so wählen, daß bei x = 1 auch P,(1) = 1 wird: 


Pı&) =1, Pa)=?, 

u ai I 58 _ 
P;(&) = 2 (32° — 1), P;(&) = 2 (dx? 37), 11) 
Pı(&) = n (3524 — 302? + 3), P;(&) = z (6325 — 70x23 + 15x). 
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Diese Polynome können in folgender Form geschrieben werden: 


gen —2r (12) 


’ 


| 2n — 2r)! 
P,(&) = (1) POESERR 07.1, SUOREEER 
7 2rr'(n — r)!(n — 2r)! 
wobei die Summation, wenn n eine gerade Zahl ist, von Null bis n/2, wenn n eine 
ungerade Zahl ist, von O0 bis (n — 1)/2 vorgenommen werden muß. In Abb. 2.91 sehen 
wir die Werte der Legendreschen Polynome im Intervall —1 bis +1. 


Abb. 2.91 Legendresche Polynome 


Abb. 2.92 
a) Die zonale Funktion P,(cos®).b) Die 
tesserale Kugelfunktion P%(cos ®) sin 39 


Die allgemeine Lösung der Legendreschen Differentialgleichung können wir wie 
folgt schreiben 


wobei A und B beliebige Konstanten und Q,(x) die Legendreschen Funktionen 
zweiter Art sind. Wenn wir nur den Bereich (—1, -+1) betrachten, können wir auch 
die Werte dieser Funktionen angeben. Die hier vorkommende Funktion Q,(x) ist, 
wenn n eine gerade Zahl ist, die zweite unendliche Reihe von Gl. (10), wenn n eine 
ungerade Zahl ist, die erste unendliche Reihe derselben Gleichung. 

Es ist üblich, die Legendreschen Polynome auch in einer anderen Form zusschreiben. 
Dazu untersuchen wir die Funktion: 


u=(#— Mr, (14) 
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die wir nach x differenzieren: 


2 2nztz? — 1)", (15) 
dx 


woraus sich der Ausdruck 
(1 — x?) En + 2nzeu = 0 (16). 
dr 


ergibt. Wenn wir diese Differentialgleichung (n + 1)-mal nacheinander differenzieren, 
gelangen wir zu folgender Beziehung: 


d”: 


7] "u 1 am 17 
— ++ =0, a7) 


d 
m X — 
dr 


woraus wir sehen, daß durch die Funktion 


d"u d" R R 
ee Te (x 1) (18) 
ebenfalls die Legendresche Differentialgleichung erfüllt wird. Dieser Ausdruck ist 
ein Polynonı n-ten Grades, und da die Legendresche Differentialgleichung nur eine 
solche Lösung besitzt, kann sich dieser Ausdruck von der Legendreschen Funktion 
P,(&) nur durch eine Konstante unterscheiden. Die Bestimmung dieser Konstante 
ergibt sich anı einfachsten aus dem Vergleich des Legendreschen Polynoms P,(x) mit 
einen zur gleichen Potenz gehörenden Koeffizienten obigen Ausdrucks. Auf diese 
Art gelangen wir zur sogenannten Rodriguezschen Darstellung der Legendreschen 
Polynome: 


I de 


rt! da" 


Pı(a) = (a — N". (19) 


Die Bedeutung der Legendreschen Polynonıe besteht nicht nur darin, daß sie die 
J.ösung einer in der Physik oft vorkommenden Differentialgleichung ergeben, 
sondern die Funktionen P,(x), Pı(z), ..., P„(x) bilden außerden in Intervall von 
—1 bis +1 ein orthogonales Funktionensystem, d.h. 


+1 

f P„(x) P,\a)de=0 für mHn. (20) 
—1ı 
Mit ihrer Hilfe kann in diesen Bereich jede beliebige Funktion, die gewissen, nicht 
zu strengen mathematischen. Bedingungen genügt, in eine Reihe entwickelt werden. 
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Später (Kap. 28.) werden wir sehen, daß wir zu den Legendreschen Polynomen 
auch durch die Reihenentwicklung der Funktion 


1 


 —  —— (21) 
Yı — 2xu + u? 
gelangen können. Es gilt nämlich 
ee ee Pig (22) 
yı — 2ru+u = 
und 

1 {ee} 
——— = $ P,(&)v (23) 
yı — 2xv + v? n=0 


für die Veränderlichen «u bzw. v. Wir multiplizieren beide Seiten der beiden Glei- 
chungen miteinander und integrieren im Bereich zwischen —1 und +1: 


+1 


ea en nn SE [| Pal) P,(a)daeumor. (24) 
yı — 2ru + u? yı — Zrv +v2 m=0n=0 
u | A 
Die Integration auf der linken Seite kann ohne Schwierigkeiten durchgeführt werden 
und Bi folgendes Resultat: 


dr ae 


za, 


I Yı— Zu + ui — 2ru + u? Yi — 2xv + v2 Yıv 


Die so gewonnene Funktion kann nach Potenzen von wv in eine Reihe entwickelt 
werden, und wir erhalten als Ergebnis 


(25) 


—_h 1 + Yav — > = u"v®. (26) 
Yıv 1-Yw n-o2n+1 


Wenn wir dies in die Gl. (24) einsetzen, erhalten wir 
+1 


2 23 [Pre x) P,(x) deu”v” -2; 


urypr 


en 


Wir sehen, daß auf der linken Seite der Gleichung alle Glieder verschwinden müssen, 
wennm=#n,d.h.,, 


J Pm{&) Palz)de =0, (27) 
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und weiterhin, daß 


+1 
[ [Px@)P dx = 


Nach diesen Überlegungen können wir nunmehr die Koeffizienten der nach den 
Legendreschen Polynomen vorgenommenen Reihenentwicklung angeben. Es läßt 
sich nämlich beweisen, daß, falls f(x) im Intervall (—1, +1) stückweise stetig ist 
und in diesem Intervall auch die Ableitung stückweise stetig ist, diese Funktion 
folgendermaßen dargestellt werden kann: 
fx) = %Po(&) + aPı(@) +@Pxla) + +a,Pı&) + = a,Pıle). (29) 


m IT (28) 


Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit P,„(x) und integrieren im Inter- 
vall (—1, +1), so gilt nach (27) und (28) 


+1 +1 : 
[ro rw ara. [PP da = (30) 
—1ı —ı 
Entsprechend folgt der Wert eines beliebigen Koeffizienten zu 
+1 
a, = | He) Pl) de. 1) 


a | 


2.26. Die allgemeine Lösung der Laplaceschen Gleichung 
in Kugelkoordinaten 


Im vorangegangenen Kapitel suchten wir die von p unabhängigen Lösungen der in 
Kugelkoordinaten gegebenen Läplaceschen Gleichung und erhielten die zonalen 
Kugelfunktionen P,(cos 9). Jetzt suchen wir die von allen drei Veränderlichen ab- 
hängige Lösung der Laplaceschen Gleichung 


2 
le) + 2 le) 2 ih; (1) 


dr r® sin d Fr, r? sin? 9 2g® 
Wir betrachten die Lösung 
U = Kr) $(®, 9). (2) 


2.26. Allgemeine Lösung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten 271 


Setzen wir diese Lösung in die Laplacesche Gleichung ein, so gelangen wir zu fol- 
gender Beziehung: | 


2 
or ör sind 0% 0% sin? # 09? 


Wenn wir die Gleichung durch das Produkt RS dividieren, so erhalten wir als Er- 
gebnis die Beziehung 


10 oR 1 oe /[. „08 10% 
— — [r! — — — [sin d —| + ——— — = 
R or ör Ssin® 0% 08 S sin? 9 Op? 


oO! 


(4) 


Hierbei hängen das erste Glied nur von r, die restlichen Glieder nur von den Winkeln 
p und 9 ab. Ihre Summe kann selbstverständlich nur dann verschwinden, wenn 
beide Teile konstant und entgegengesetzt gleich sind. Also spaltet sich unsere obige 
Gleichung in folgende zwei Gleichungen auf: 


a „dr —=K, (5) 
Rdr\ dr 

5 
BEENDEN EEG (6) 
Ssinda 08 00 S sin? 9 09° 


Die allgemeine Lösung der ersten Gleichung kennen wir schon aus Kapitel 24: 


R= Ar" + 2 (7) 


ya+ı' 


Durch die zu dieser Lösung gehörende Funktion S wird die Differentialgleichung 


1 0 08 1 98 
sind 09 (sn ne sin?d Op? a (9) 
befriedigt. 


Bezeichnen wir die Lösung mit $,, so wird die Laplacesche Gleichung durch die 
folgende Funktion gelöst: 


U= RS, = (A"+-) Sp« (9) 
ya+l 


Die Benennungen für die hier vorkommenden Funktionen sind folgende: 

Alle Lösungen der Laplaceschen Gleichungen nennen wir harmonische Funktionen. 
Die Lösung der Laplaceschen Gleichung, die in kartesischen Koordinaten x, y, z 
homogen r-ter Ordnung ist, also die Form 


=) A, yet, r+s+ti=n (10). 
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besitzt, nennen wir sphärische harmonische Funktion oder räumliche Kugelfunktion 
n-ter Ordnung. Ihre Form ist stets r"F(#, 9), da r sowohl in x als auch in y und z 
als ein Multiplikator in erster Potenz vorkommt, also vor die Summe gezogen werden 
kann. F(#, p) ist dagegen eine Lösung der Differentialgleichung für 8,(d, 9), also ist 
F(8, 9) mit S,(9, 9) identisch. 

Die Funktion 8,(9, @) wird Kugelflächenfunktion n-ter Ordnung genannt. Zu dieser 
gehört nicht nur r"S,(#, 9), sondern auch r-”-18,(9, 9) als räumliche Kugelfunktion. 

Separieren wir Gl. (8) noch weiter durch die Lösung 


S = 00) dp), (11) 


so erhalten wir 


1 1 d do 1 18 
0 sind do (on 10) Erre Pr - 
Mit sin? d multipliziert, folgt daraus 
2 

zn lin) +n(n +1) ent = (13) 
Dies kann wieder separiert werden: 

2 
En jan —= —m?, (14) 
D do? 
8 = ( cosmp + Dsinmp. (15) 


Zur Bestimmung von @ benutzen wir die Gleichung 


1 dd do m? 
— (sin a I )- —-10=0. 16 
sind dd (in 1) is [ron er ;| | = 


Ihre stetige und endliche Lösung an der Einheitskugel ist die zugeordnete Legendre- 
sche Funktion 


0 = P”(cosd). (17) 


Diese reduziert sich für m = 0 auf eine gewöhnliche Legendresche Funktion. Damit 
gilt also 


8,.%,9) = (C cosmp + D sin mp) P"(cos 9). (18) 
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Wir können ohne Beweis hinzufügen, daß die allgemeine Kugelflächenfunktion 
n-ter Ordnung in folgender Form dargestellt werden kann: 


8,(9, 9) = > (C,, cos kp + D, sin kp) P*(cos ). (19) 


k=0 
Die Kugelflächenfunktionen 
cos mpP”(cosd), sinmpP” (cos d) (20) 


nennt man tesserale Kugelfunktionen (Abb. 2.92b). 
Es kann also behauptet werden, daß jede Kugelflächenfunktion n-ter Ordnung 
‚durch eine endliche Summe aus tesseralen Kugelfunktionen ausgedrückt werden kann. 
Die allgemeine Lösung der Laplaceschen Gleichung in Kugelkoordinaten wird sich 
aus folgenden Lösungen zusammensetzen: 


U,(r, 9,9) = (Ar + =) > (C, cos kp + D, sin kp) P*(cos 9). (21) 
k=0 


yr+l 


Mit den Eigenschaften der zugeordneten Legendreschen Funktionen befassen wir 
uns im nächsten Kapitel. 
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Im vorigen Kapitel erhielten wir zur Bestimmung der Funktion © folgende Diffe- 
rentialgleichung: 


1 d d® m? 
—— — (sin 9 — 1) — O=0. 1 
sind dd (in )* K Bl "N “ 
Führen’wir die neue Veränderliche 
c=c089; dr — —-sindd® 
ein, so gilt 

d?9(x)  dA(z) .: 

1 — 22) —— — 2r — 1) — — 0. ü 

1-29) -# = + [nn + - —| 0 & 


Um die Lösung dieser Differentialgleichung zu finden, gehen wir von Gl. 2.25.(3), 
der Legendreschen Differentialgleichung, aus: 


dP,(®) | 
— x*) = s € 
dr Fr E = + nn +1) P,(&) = 0 (8) 
18 Simonyi 
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Die Lösung dieser Differentialgleichwng ist, wie bereits erwähnt, das Legendresche 
Polynom n-ter Ordnung. Differenzieren wir obige Gleichung »-mal, so erhalten wir 
folgende Beziehung: 
| d? | d Ä 
(1 — 22) Een PW\x) — 2x(v +1) 7 PoX&) + [nn +1) —- ve +1)] Pe&) =0, (4) 
23. x 


wobei 


Ä d’ | 
Py(@) = dr P.@). (5) 


Führen wir jetzt die durch die Gleichung 
P,(®) 


Pa =U-ey" Pa; Pia am 


definierte Funktion P%(x) ein, so geht unsere Differentialgleichung (4) in folgende 


Form über: 


| Ps) „ dPua) | .v 
(1 — 2?) Ze 2x a Ex x +1) 


E a) Pı@) =0. (6) 


Wir sehen, daß diese Gleichung eine mit der Differentialgleichung (2) identische 
.Form besitzt. Die Lösung der Gl. (6) lautet: 


P*'(&) = (1 — z2)’l2 Se bzw. P’(a) = (1 — z2)Pll2 De 3 (7) 
n de N, dr" 


Diese 1 (x)-Funktionen werden die zugeordneten Legendreschen Funktionen genannt. 
Untersuchen wir nun den Fall v = 1 ein wenig ausführlicher: 


Pıa) = 1 m, (8) 
Führen wir durch die Beziehungen . 

x = 0089; 1-2 —= sind 

die neue Veränderliche ® ein, so lautet die Lösung der Differentialgleichung 


(6) = Pi(cos #) = sin d dP,(cosd) _ _dP,(cos 8) 


R (9) 
dcos»# dd 
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Aus Abschnitt 2.25. kennen wir schon die Ausdrücke der einzelnen Legendreschen 
Funktionen. Mit deren Hilfe finden wir für die Werte der zugeordneten Legendre- 
‚schen Funktionen verschiedener Ordnung folgende Beziehungen: 


Py(cos 9) = 0, 
Pi (cos d = sind, 
P!(cos9) = 3sin# cos 9, 


Pi(cos d) = > sin 9(5 cos? 9’— 1), (10) 


Pi(cos 9) = _ sin 9(7 cos?# — 3. c08 9). 


Aus diesen Ausdrücken können wir folgendes ersehen: Die Funktion P}(cos ®) ist 
an den Stellen ® = 0 und %?=xr Null. Ist n eine gerade Zahl, so verschwindet der 
Wert der Funktion auch an der Stelle # = r/2. Ist n jedoch eine ungerade Zahl, so 
besitzt die Funktion ander Stelle % = r/2 ein Maximum. Aus (8) können wir auch 
die Differentiationsregel erkennen: 


d p1 = A 1 er 1 
18 [P}(cos 9)] = And [nP„+1ı(cos 9) — (n + 1) cos dP, (cos d)]. (11) 


Es kann — ähnlich wie schon bei den Legendreschen Polynomen gezeigt — be- 
wiesen werden, daß | 


+1 
f P&) Pa)da=0 fü mtn (12) 
=: 
bzw. 
+1 0 
i 2 a4! | 
[re P'(2)de = ee (13) 


—1 


ist. Wenn wir die Veränderliche x = cos d einführen, geht dieser Ausdruck für» = 1 
in folgende Form über: 


| f P!(cos 9) P!_ (cos #) sin # d9 — 0 (14) 
0 
bzw. 
[ [P!(cos $)P ein d da — MR TI (15) 
2n +1 | 
0 


18* 
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In dieser Weise kann also eine in dem Bereich (0, x) definierte, weitgehend beliebige 
Funktion genauso :wie mit Legendreschen Polynomen auch mit zugeordneten 
Legendreschen Polynomen in folgender Form dargestellt werden: 


fi) = J’ a„P! (cos 8), (16) 
n=1 


wobei wir die Koeffizienten a, nach der Orthogonalitätsrelation erhalten, indem, wir 
beide Seiten der Gleichung (16) mit P}(cos 9) sin multiplizieren und im Inter- 
vall (0, x) integrieren. Auf diese Weise werden die Werte der einzelnen Koeffizienten 


 2n+1 ; Pr : 
1 — Inn £1) PET jo P!(cos 9) sin 9 dd (17) 
0 


sein. Auf der rechten Seite sind nämlich die Multiplikatoren sämtlicher Koeffizienten 
Am (m == n) gleich Null. Den Wert des zum Koeffizienten a, gehörenden Integrals 
liefert Gleichung (15). 


2.28. Entwicklung der Funktion 1/r nach Kugelflächenfunktionen 


Wir gelangen zu einer sehr wichtigen Klasse der Kugelflächenfunktionen r-ter Ord- 


nung auf folgende Weise: 
Wie wir bereits wissen, wird die Laplace-Gleichung durch die Funktion U = I/r 
erfüllt, d. h., 


ef ee ee r=0. (1) 
Va)? + WW + 2° 


Wir schreiben diese Funktion 1/r in Kugelkoordinaten an, wobei wir den Abstand r 
von einem durch die Koordinaten 0’, 9, 9° bestimmten Punkt Q aus rechnen. Die 
Koordinaten des veränderlichen Punktes P, für den wir den Potentialwert berechnen 
wollen, sind o, d, g. Aus Abb. 2.93 kann durch Anwendung des Cosinussatzes sofort 
entnommen werden, daß 


r? = 0® + 0"* -- 200’ 008 y (2) 


ist, wobei y der durch die Geraden OQ und OP gebildete Winkel ist. Aus Abb. 2.93 
können wir auch cos y leicht bestimmen. Der in die Richtung von OP zeigende 
Einheitsvektor kann nämlich wie folgt geschrieben werden: 


r% = sind cospe,+sindsinpe,+ cos#e,. (3) 
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Der nach OQ gerichtete Einheitsvektor ist vollständig analog: 
r& = sin ®’ cosp’ e, + sin®’ sing’ e, + cos e,. (4) 


Der Cosinus des durch diese Vektoren eingeschlossenen Winkels ergibt sich als das 
skalare Produkt der beiden zu 
cosy = sin 9 cos @ sin 9’ cos’ + sin 9 sin 9’ sin osin@’ + cos #9 cos 9° 

— sin ® sin #’(cosp cos’ +.sinpsin 9’) + cos# cos d' 


— c0s®# cos®’ + sin # sin 9° cos (p — P'). (5) 


Abb. 2.93 Zur Herleitung von Gl. (2) 


Nach unseren bisherigen Ausführungen können wir die Funktion 1/r auf folgende 
Weise schreiben: | 


1 
Ve? — 200 cosy to? 
Wir klammern aus dem Nenner o’ aus, so daß 


1 


0’ Yı= 22m + (2) 
0 0 


(6) 


1 
r 
1 — 
> 
wird, und führen die Bezeichnungen 


uU=c0Sy und —=gq (8) 


ein. In diesem Fall gilt 
1 


ee I an. 1) 
oe yl—2gu+g ”) 


_ 
= 
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Nun entwickeln wir mit Hilfe des binomischen Satzes den Ausdruck 
1 


Y1— 2qu + 


in eine Reihe. Fassen wir diesen Ausdruck als eine Funktion der komplexen Ver- 
änderlichen q auf, so hat diese ihre singulären Stellen bei den Wurzeln der Gleichung 
1— 2 u +qQ=0,d.h.an den Stellen 


Ze 2u + Y4u? — 4 
ee 


(10) 


—= 6089 + jsiny = etir, (11) 


Dies bedeutet, daß innerhalb des Einheitskreises |q| = 1 = je*”| die Reihen- 
entwicklung konvergent ist. Die Bedingung |g| < 1 gewährleisten wir dadurch, daß 
wir für q den Ausdruck o/e’ bzw. o’/jo wählen, je nachdem ob wir den inneren oder 
äußeren Raum der Kugel des Radius o’ untersuchen. 

Wir wissen, daß 


1 1 1\ 
a-Je=-| 2)+4| 2) H+| 2) + 
0 1 2. 
Be 
+ 2 I)" + (12) 
n 


gilt. Dies kann auch in folgender Weise geschrieben werden: 


3 +++ (2n — 1) za 


1 1-3 1 | 
1—.rU2 -1+ — BER? IE EREE a, 13 
Lu I ae = 
Daraus folgt 

1 


1 1-3 
——— =1+ — (2qu — 4) + — (2qu— PB)’ + 
1-3-5-- (2r — 1) 


— g2\R RUF 
TER 2qu - "+. (14) 


Wenn wir. diese Beziehung nach wachsenden Potenzen von g ordnen, so gelangen 
wir zu nachstehender Beziehung: 


1 


Terra un 
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mit 


i (15) 
P,w)=u, Pu) = 5 (" —_ r7 e): 
Die einzelnen Glieder der Reihenentwicklung stimmen also mit den uns schon 


bekannten Legendreschen Polynomen überein. 
Wir können also auf Grund der bisherigen Ausführungen schreiben : 


1 ee) n 5 

—— } P,.(cosy) — für o<oe (16) 
r n=0 0 

und 

L 00 | o'" 5 

— — } P,„(cosy) SE für o>o. (17) 
r n=0 14 


Setzen wir jetzt die vorstehenden Beziehungen in die Laplacesche Gleichung ein und 
führen wir die vorgeschriebenen Operationen durch, so gewinnen wir folgende Be- 
ziehung: ne 


oo n . 92 
) 1 KZ ae oP,„(cosy)\ _ 1  0P,„(cosy) 
08 sin? d 09? 


+ n(n + 1) P,(cos | -0. | (18) 


Da dies für alle Werte von g"/o’”*! gilt, muß der in der eckigen Klammer befindliche 
Ausdruck verschwinden, d. h., 

103 . oP „(cos y) 1 &P,(cosy) | 
— — [sind —— — ———+n 1) P„(cosy) =.0, 19 
sind 29 (on FF, )+ a N 


woraus wir ersehen, daß die erhaltenen P',„(cos y)-Funktionen. tatsächlich Kugel- 
flächenfunktionen n-ter Ordnung sind. Die Größen 9, ® und @, 9 kommen in der 
Funktion P,„(cos y) symmetrisch vor, d.h:, daß Gl. (19) auch in bezug auf @’ und 9° 
durch P„(cos >) befriedigt wird. 

Die Differentialgleichung der P,(w)-Funktionen von einer Veränderlichen, also der 
Legendreschen Polynome, erhalten wir so, indem ‚wir in Gl. (19) den Winkel y als 
Funktion einer einzigen Veränderlichen betrachten, d.h. 2/&p = 0 nehmen. Weiter- 
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hin gilt 9° = 0,d. h., cos y = c089.In diesem Fall lautet die Laplacesche Gleichung: 


1 d /[. dP„(cos ®) | m 
de (sn ® u + rin + 1) P„(cosd) =. (20) 


Wenn wir in dieser Gleichung die Substitutionen 
cs®=xr; de= —sin®dd (21) 


vornehmen, finden wir die bekannte Legendresche Differentialgleichung 


— [U 2) Po] + min +1) Pı@) = 0. (22) 


In dieser Weise können wir die enge Verbindung einsehen, die zwischen den Legendre- 
schen Polynomen und den Kugelfunktionen besteht. 

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, daß jede Kugelflächenfunktion n-ter Ord- 
nung als die lineare Kombination der tesseralen Kugelflächenfunktionen dargestellt 
werden kann, also auch die Funktion 


S8,(9, 9) = P,„(cos y) = P,[cos # cos 9’ + sin # sin 9° cos (9 — ')]. (23) 


Es gilt nämlich das sogenannte Legendresche Additionstheorem, das wir hier ohne 
Beweis angeben wollen: 


P,„(cosy) = P,„(cos 9) P„(cos 9) 


Er 


mn Pk(cos 9) P*(cos 9) cos k(p — '). (24) 


2.29. Reihenentwicklung mit Hilfe der Kugelflächenfunktionen 


Wir sahen an Hand einer ganzen Reihe von Beispielen, daß die Lösung eines kon- 
kreten elektrostatischen Problems dadurch ermöglicht wurde, daß es uns gelang, eine 
gegebene Funktion mit Hilfe der Lösungen der betrachteten Differentialgleichung 
in eine Reihe zu entwickeln. So benutzten wir die Lösungen der Differentialgleichung 


ee (1) 
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in der Form y = a cos kx + bsin kx, um eine Funktion einer Veränderlichen in der 
Form 


fx) = 2 (a, cosne +b,sinne); (V<xr< 2r) (2) 
n=0 
darzustellen. 


Wir benutzten weiterhin die Lösungen J,(x) bzw. P,„(x) der Differentialgleichung 
d? 1 dı n? 
tz a+lı-5)r- 
x 
bzw. 
— +nn+Dy=0, (2) 
um eine Funktion, die bestimmte Bedingungen erfüllt, in der Form 
‚=0 
ke) = I amPıl@); (-1<e< Hi) (4) 
=0 


darzustellen. Diese Funktionen bilden nämlich vollständige Orthogonalsysteme. 
Nachstehend wollen wir die Lösungen der nach den Veränderlichen , # separierten 
Form der Laplaceschen Gleichung, die Kugelflächenfunktion, dazu benutzen, um 
eine beliebige, an der Oberfläche der Einheitskugel definierte Funktion in ähnlicher 
Form darstellen zu können. 

Wir beweisen zuerst, daß die Orthogonalitätsrelation auch hier besteht, d. h., daß 
‘das über die Fläche A, der Einheitskugel erstreckte Integral zweier Kugelflächen- 
funktionen verschiedener Ordnung Null ergibt, also 


$ SS, dA =0. (5) 
Ao 

Diese Beziehung beweisen wir mit Hilfe des Greenschen Satzes, obwohl wir durch An- 
wendung der Orthogonalitätsrelation der trigonometrischen bzw. der zugeordneten 


Legendreschen Funktionen schneller zum Ziel gelangen würden. Die hier verfolgte 
Methode ist aber des öfteren anwendbar. Wählen wir nämlich im Ausdruck 


fer -vamao- gl 7) 4 (6) 
on on 


Vo As 
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die Funktionen. 
U=rs; Vers, für k+l, (7) 
dann wird, da diese die Lösungen der Laplaceschen Gleichung darstellen, 


AU=-A/=Dd. 


Ferner gilt 

U 0 
1 = go — Ir!-18,; 22 — krt-18,. (8) 
on ör en 


Das Raumintegral verschwindet, und wir erhalten folgende Beziehung: 


Pikrt+ 18,8, — Irtt-18,8,) dA = 0, (9) 


4o 


und da nach unserer Bedingung! + k, 
(IrkHl-1 _ Krl+k-1) ® S,8,dA =0,d.h., 


do 
SS, dA= 0. (10) 
As 

Die Orthogonalitätsrelation gilt also für die Kugelflächenfunktionen verschiedener 
Ordnung; ausführlicher geschrieben: 


er vr 


f 5.8, 9) 8.8, o)sin®ddde =0; (nm). (11) 


0.0 | 
Nach den bisherigen Betrachtungen ist leicht einzusehen, daß die folgende Glei- 

chung gilt: 

Mr 

in +1 


® P„(cos y) 8,9, 9) dA’ 8.8, 9). (12) 


4s 


Setzen wir nämlich für P,„(cosy) den sich aus dem Additionstheorem ergebenden 
Wert ein und drücken $8,(8, 9) durch tesserale Kugelflächenfunktionen aus, so ergibt 
sich obige Beziehung als Folge der Orthogonalitätsrelation der trigonometrischen 
und zugeordneten Legendreschen Funktionen. 

Die für die Einheitskugel definierte Funktion f(®, ) kann nunmehr als eine un- 
endliche Reihe von Kugelfunktionen dargestellt werden: 


fd, 9) = 3. 5,00, 9). (13) 
n=0 


Multiplizieren wir sowohl die rechte als auch die linke Seite dieser Gleichung mit 
P„(cos y) und integrieren über die Einheitskugel, so wird wegen der Orthogonalitäts- 
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relation (11) und der Gl. (12) 


. 2Zn+1 
(9, ®) == 4 


® 0’, 9’) P.(cos y) dA’. (14) 
As 


Damit gilt also 
er Tr 
fd, 9) = =. a Zr +1) [ar zZ o') P„(cos y) sin 9° dV’. (15) 
. 0 0 


Wenn man $,(®, x) durch die tesseralen Kugelflächenfunktionen in der Form 


3 


8,8, 9) = I) (Anm 608 mp + Ba, sin mp) PiR(cos 8) (16) 
m=0 

ausdrückt, so findet man mit Hilfe der Gl. (14) und des Additionstheorems 2.28. (24) 

die Werte der Koeffizienten A,n, Bam: 


en P I, 9) P.(cos 8) dA’, (17) 
Arm = — . ar —_ :$ f(9', 9’) P'(cos 9’) cos mp dA’, (18) 
Te 
Bam = au 0 Per. I, 9’) Pf (cos 9°) sin mp’ dA’. (19) 
2 (n-+ n+m!, 


Mit. diesen Werten kann die Reihenentwicklung von- I@; d) wie folgt geschrieben 
werden: 


fd, = P I, (Aym 608 MP + Bym sin mg) P(cos 9) (20) 


n=0 


2.30. Anwendung der Kugelfunktionen zur Lösung 
elektrostatischer Probleme [II] 


Durch Verwendung der Kugelfunktionen lassen sich vor allem solche Probleme der 
Elektrostatik lösen, bei denen die Elektrodenoberflächen zum Teil oder ganz mit 
der Oberfläche einer. Kugel zusammenfallen. Gesucht sei z. B. jene Lösung der 
Laplaceschen Gleichung, die auf einer Kugel. vom Radius r, die gegebenen Werte 
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von U,(d,p) annimmt. Das ist die erste Randwertaufgabe der mathematischen 
Potentialtheorie für eine Kugel. Entwickeln wir die gegebenen Funktionen U,(d, p) 
nach Kugelflächenfunktionen in eine Reihe, so gilt 


U,, 0) =, nd, p)-. (1) 
0) 


In diesem Fall beträgt die gesuchte Potentialfunktion im Innern der Kugel 


Und) = N (= 


n=0 u) 


) 8,9,9),, r<r (2) 


und außerhalb der Kugel 


oo r +1 
Ur, v, 9 = 2 (®) 3,8, ©) ’ r>ro. (3) 


n=0 


An der Stelle r = r, ergibt sowohl die eine als auch die andere Reihe gerade den 
vorgegebenen Wert. Gleichzeitig wird die Laplacesche Gleichung sowohl durch die 
eine als auch durch die andere Reihe erfüllt, da r"S,(d,9) und DS, (d, @) 
Lösungen der Laplaceschen Gleichung sind. Das Potential besitzt auf der Fläche 
einen stetigen Übergang, aber die Ableitung nach der Normalen hat einen Sprung. 
Somit treten auf der Kugeloberfläche Flächenladungen auf. Ihre Größe beträgt: 


ou, eu; sIin-+t1/r,\”r n {r\" 
=— — — == — — I 5.(d, 
. = | cr or )_, 02 | r (®) au r (2) IL, (4,9) 


u 5 (22 +1)8,(8, 9). (4) 


To n=0 


Dieses Ergebnis ist sehr interessant. Nehmen wir an, daß der Potentialwert auf 
der Kugel von Radius r, durch die Kugelflächenfunktion S8,(d, @) dargestellt wird, 
d.h., 


U,9,)=8,(d, 2). (5) 


Aus unserer vorherigen Beziehung folgt, daß die Flächenladungsdichte auf der Kugel- 
oberfläche, die zu diesem Potential gehört, oder die Ladungsdichte, die dieses Po- 
tential erzeugt, von einem Zahlenfaktor abgesehen, mit dem Potential überein- 
stimmt. Der trivialste Fall ist, daß die auf die Kugeloberfläche gebrachte konstante 
Ladungsdichte auf der Kugel ein konstantes Potential erzeugt und umgekehrt. 

Es ist auch leicht einzusehen, daß unsere Lösung im Unendlichen wenigstens mit 
1/r verschwindet. 
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Die Störwirkung einer leitenden Kugel, die in ein Kraftfeld eingebracht wird, 
kann ebenfalls nach dieser Methode berechnet werden. Dazu entwickeln wir das un- 
gestörte Potential an der Kugeloberfläche bzw. in deren Umgebung in eine Reihe 
nach Kugelflächenfunktionen. Das Einbringen der Kugel verändert das Feld so, daß 
der Potentialwert an der Kugeloberfläche nun entweder verschwindet (wenn die 
Kugel geerdet ist) oder irgendeinen anderen konstanten Wert annimmt. War die 
Reihenentwicklung der ursprünglichen Funktion 


U, == U, Ei U, A U, re 3 r"8,(0, 9), (6) 


n=0 


so kann das durch die Kugel verursachte Potential in folgender Form ausgedrückt 
werden: 


= 


Dies ergibt mit dem ursprünglichen Potential zusammen an der Stelle r = r, tat- 
sächlich Null. Wieder haben wir die Potentialfunktion durch Kugelflächenfunktionen 
n-ter Ordnung ausgedrückt. Während in der vorangegangenen Reihenentwicklung 
das n-te Glied 


U,=r’S, (8) 
lautete, gilt nun die Beziehung 
yenıı yanıl 
Drau VE 
I ers, 9) 


‘die ebenfalls eine harmonische Funktion darstellt. Das Potential wird also in der 
Umgebung der Kugel 


os W 


Danach können wir die Verteilung der Ladungsdichte auf unserer Kugeloberfläche 
bereits angeben: 


oe (eV U & af, re 

— 1 —— — = 0 == 3 SD, d, ER n 2 11 
& = m | r ), 2, k a4 I., Eh 
Dies ergibt den folgenden Wert: 

-— = -n"2@r +8,09) = —-— 2 (2r+1) U, p)- (12) 


&9 n=0 Ton=0 


F. Besondere Lösungsmethoden 


2.31. Elektrische Spiegelung 


Die bisher behandelten analytischen Lösungen sind nur in einer beschränkten Zahl 
_von praktischen Fällen anwendbar. Einen neuen Lösungsweg bietet die Tatsache, 
daß das elektrostatische Feld eindeutig definiert ist, wenn wir an der Oberfläche 
der Leiter den Potentialwert angeben und fordern, daß die Laplace-Poissonsche. 
Gleichung durch das Potential überall erfüllt ist. Wir können behaupten, wenn wir 
irgendwie eine solche Lösung finden, daß diese die einzige Lösung ist. 

Dieses Verfahren zeigen wir an Hand eines konkreten Beispiels: eine Punktladung 
stehe einer unendlichen Leitungsebene gegenüber (Abb. 2.94). Die Punktladung und 


die Ladung eines Leiters seien gegeben; sie sind gleich groß, haben jedoch entgegen- 


Abb. 2.94 Ermittlung des Kraftfeldes einer der 
unendlichen Ebene gegenüberliegenden Punktladung 
durch Spiegelung 


gesetztes Vorzeichen. Somit ist die Aufgabe eindeutig bestimmt. Auf der ebenen 
Fläche ist das Potential konstant. Wir zeichnen das auf die Fläche der Leitungs- 
ebene bezogene Spiegelbild der Punktladung ein, d. h., wir bringen im gleichen Ab- 
stand von der Fläche des Leiters eine Ladung gleicher Größe, jedoch mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen an.: Wenn wir jetzt das bekannte Kraftliniensystem dieser 
Anordnung und die Äquipotentialflächen einzeichnen, entsteht Abb. 2.94. Dabei 
denken wir uns die beiden Ladungen als im Vakuum befindlich und lassen die 
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metallische Leitungsebene völlig außer acht. Die Verbindungsgerade der beiden 
Punktladungen wird durch die Spiegelungsebene, die eine Äquipotentialfläche ist, 
halbiert. Wenn wir jetzt die rechte Seite des Bildes durch einen Metalleiter ausgefüllt 
denken, so erfüllt die verbleibende linke Seite sämtliche Forderungen, erfüllt also 
überall im Raum die Laplace-Poissonsche Gleichung. Die Metalloberfläche ist‘ eine 
Äquipotentialfläche, und ihre Ladung besitzt die gleiche Größe wie die Punktladung. 
Damit haben wir unsere Aufgabe gelöst. 

Die Methode der räumlichen Spiegelung können wir auch etwas allgemeiner an- 
setzen. Die Ebene z = 0 sei ein unendlich guter Leiter, ihr Potential also konstant. 
Wir nehmen außerdem an, daß in dem Halbraum z > 0 eine beliebige Ladungs- 
verteilung herrsche. In diesem Fall suchen wir zuerst eine solche Lösung der Laplace- 
Poissonschen Differentialgleichung 


AU, = _ em 9:2) (1) 
&0 

die im Unendlichen den Wert Null liefert, die aber der Grenzbedingung, daß in der 
Ebene z=0 ein konstanter Potentialwert resultieren müßte, nicht genügt. Wir 
bilden jetzt das Spiegelbild der Ladungen mit entgegengesetzten Vorzeichen. Dies 
bedeutet, daß wir die in den Punkten x, y, +2 befindliche Ladung oder Ladungs- 
dichte mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Punkte x, y, —z bringen. Für diese 
Ladungsverteilung gilt die Gleichung 


LEN 122 Dee] (2) 
&0 


Ihre Lösung lautet 
U,®, 9,2) = — Ulm, y, —2). (3) 


Wir mußten in unserer Ausgangsgleichung nur die Verkausähuneen +2 — —z und 
+o — —o vornehmen. 
Die Gleichung 


U=U,+U, (4) 


ergibt an der Stelle z= 0 Null, da U,(z, y,0) = —Uy(z, y, 0) gilt. In dem Halb- 
raum 2 > 0 erfüllt also dieser Potentialwert die Laplace-Poissonsche Gleichung mit 
der ursprünglich gegebenen Ladungs- bzw. Ladungsdichteverteilung, da in diesem 
Raum keine fiktive, d.h. gespiegelte Ladung vorhanden ist. Die Gleichung für das 
Potential erfüllt auch die entsprechende Grenzbedingung, d. h., der Potentialwert 
ist in der Ebene z = 0 gleich Null. 

Wollen wir auf einer beliebigen Fläche den Potentialwert durch Spiegelung als 
Null oder gleich.einem konstanten Wert setzen, so bedeutet dies im allgemeinen, 
‚daß wir zwei solche Potentialfunktionen finden sollen, die auf der Fläche gerade 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen und von denen die eine nur in einem, die 
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andere aber nur im anderen Raumteil Quellen aufweist. Die Lösung für eine Ebene 
haben wir bereits betrachtet. Für eine Kugel können die Werte dieser Potentiale 
explieite angegeben werden. Die Lösung kann aber im allgemeinen Fall — wenigstens. 
im räumlichen Fall — in dieser Weise nur schwer durchgeführt werden. 

Die Abb. 2.95 und 2.96 zeigen .einfache Fälle, die durch Spiegelung lösbar sind. 
In der Praxis sind z. B. die über der Erde entweder nebeneinander, übereinander 
oder in verschiedenen Höhen nebeneinander angeordneten zylindrischen Leitungen 
als solche Fälle anzusprechen. In dieser Weise können auch die durch unendliche 
Ebenen begrenzte Ecke oder die in Abb. 2.97 gezeigten zwei parallelen ebenen 
Flächen mit zwischen ihnen angebrachter Punktladung behandelt werden. Wenn 
wir die Spiegelung in diesem Fall für eine Ebene durchführen, erreichen wir auf dieser 


-q +9 


+ 


messe Ne-senuuuin 
---- — - —- 00 


& 6 

-g +q E. 
Abb. 2.95 Ermittlung des Kraftfeldes von Abb. 2.96 Ermittlung des Kraftfeldeseiner 
parallelen Leitungen, die in einer zur un- Leitung, die in einer von zwei aufeinander 
endlichen Ebene parallelen Ebene liegen, senkrecht stehenden unendlichen Ebenen 
SEOIEDEES UNE 2. gebildeten Ecke liegt, durch Spiegelung: 


tatsächlich ein konstantes Potential. Gleichzeitig wird aber der Potentialwert auf 
der anderen Ebene veränderlich sein. Also müssen sowohl die wirkliche Ladung als 
auch deren Spiegelbild an der zweiten Ebene gespiegelt werden. Damit erhalten wir 
auf dieser einen konstanten Potentialwert, komplizieren aber gleichzeitig die Ver- 
hältnisse auf der ersten Ebene. Dieses Verfahren können wir ad infinitum fortsetzen; 
es ist nachweislich konvergent und führt schließlich auf den Potentialwert, der auf 
"beiden Ebenen tatsächlich konstant ist. Der Wert des Potentials im Punkt (o, z), 
wo o den senkrechten Abstand von der eingezeichneten Achse bedeutet, ergibt sich zu 
+00 1 + 1 
Eu ae ———— PA, (5) 
: n=—- 0 Yo? + (2 — h.+ 2nc)? a=- Yo? + (2 ++ 2nc)? 

Ebenso wie die Lösung der Probleme in der Ebene durch die Einführung der kom- 
plexen Funktionen im Vergleich zu den räumlichen Problenien sehr stark erleichtert 
wurde, können wir auch das Prinzip der Spiegelung mit Hilfe der komplexen 'Funk- 
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tionen viel allgemeiner formulieren und lösen. Das Schwergewicht liegt auch hier, 
wie bei der allgemeinen Behandlung, auf der gegenseitigen Abbildung gewisser kom- 
plexer Bereiche. 

In der z-Ebene sei nach Abb. 2.98 eine beliebige Kurve gegeben, in deren Innern - 
eine Punktladung vorhanden sei. Unsere Aufgabe ist es jetzt, das Potentialfeld dieser 
Punktladung für den Fall zu suchen, daß das Potential auf der gegebenen Kurve 
überall den Wert Null hat. Wir setzen eine Funktion 


w=u+j=fl) 


N 


IL 


7=0 
Abb. 2.97 Ermittlung des Kraftfeldes Abb. 2.98 Ermittlung des Kraftfeldes 
einer zwischen zwei parallelen Ebenen einer Leitung, die in einem beliebigen 
befindlichen Punktladung durch Serien- Metallzylinder verläuft, durch Spiegelung 
spiegelung 


als gegeben voraus, die den von der Kurve umschlossenen Bereich in die obere Hälfte 
der w-Ebene, also in die durch die Gleichung Im (w) > 0 charakterisierte Hälfte, 
überführt, während die Randkurve in die reelle Achse übergeht. Diese Abbildung 
überführe den Punkt z,, in dem wir unsere Punktladung angebracht haben, ent- 
‚sprechend unserer Abbildung in den Punkt w, der w-Ebene. In diesem Fall können 
wir unsere Aufgabe wie folgt lösen. Wir suchen — nun bereits in der w-Ebene — die 
Potentialfunktion, die auf der reellen Achse dieser Ebene einen konstanten Wert, 
und zwar den Wert Null, besitzt. Das Potential soll lediglich an der Stelle w, einen 
singulären Punkt aufweisen. In: diesem einfachsten- Fall einer. durch Spiegelung lös- 
baren Aufgabe ist das Ergebnis leicht zu finden. Das gesuchte Potential erhalten 
wir durch‘ Superposition des Potentials der im Punkt w, befindlichen Ladung +9 


:19 Simonyi 
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und der im Spiegelungspunkt ws befindlichen Ladung —q: 


rL (6) 


Wir rechnen hier mit dem „komplexen“ Potential und gehen erst später zum Realteil 
über. Transformiieren wir nun die so gefundene Potentialfunktion auf die z-Ebene 
zurück, so haben wir die gesuchte, die Grenzbedingungen erfüllende Potential- 
verteilung: 


2reaW = —qIn Fe) (7) 
fz) — F*(2o) 
Diese Funktion können wir auch so schreiben, daß der Einfluß des Randes oder 


— sagen wir — der in dem Spiegelbild angebrachten Ladung offensichtlicher wird. 
Es ist nämlich 


12) — f(x) 


es ZI), us 8 
(z — 20) Lf(z) — F*(2o)] = 


2reoW = —qIn (@ — 2%) — qIn 
“ ©) 


Abb. 2.99 Ermittlung des Kraftfeldes einer 


: u Leitung, die zwischen zwei miteinander einen 
= T gegebenen Winkel einschließenden Halbebenen 
4 Sen liegt, durch Spiegelung | 
LE 


72 X 


Gleichzeitig sehen wir auch, wo wir die gespiegelte Ladung anzubringen haben, wie 
viele anzubringen sind und ob es überhaupt möglich ist, diese Aufgabe als eine 
Spiegelungsaufgabe aufzufassen. 

Als erste Aufgabe wollen wir die in Abb. 2.99 dargestellte Ecke und die darin 
untergebrachte Ladung betrachten und untersuchen, wie sich in diesem Fall das 
Potential verteilt. Wir haben bereits gesehen, daß der wesentliche Teil der Lösung 
dieser Aufgabe das Auffinden der Funktion ist, die die gegebene Kurve in die reelle 
Achse der w-Ebene überführt. Diese Funktion lautet in unserem Fall 


w— 2" =.0" eine, (9) 


Wir wählen n so, daß 


Wer; n=—- (10) 
» 


2.31. Elektrische Spiegelung 291 


gilt. Diese Funktion läßt die eine Seite unberührt, dreht dagegen die andere Seite 
in den negativen Teil der reellen Achse der w-Ebene, während die durch die beiden 
Geraden eingeschlossene Fläche in die obere Hälfte der w-Ebene übergeht. Damit 
ergibt sich der gesuchte Potentialwert 


2regW — —gln — nn (11) 
w-— w Ze 
und dessen Realteil zu 
1 an _ Ip%y u : n?n 
2reU = ——gin 7 — Ze"gg cos n(p = Po) +" (12) 


2 2"? — 2p"oR cosn(p + 90) + 02" | 


Für zueinander senkrechte Geraden, für die 9 = r/2 und somit n = 2 ist, gilt also 


| 2 — 22 (2 — 2) (2+ 20) 
IneW = gl De re “ 
TTEg q ze) 1 "e@_z) (2+25) ee 


Dies bedeutet, daß wir in diesem Fall das entstandene Potential tatsächlich als das 
gemeinsame Potential der ursprünglichen Ladung und der drei in den Punkten 
— 29, 2% und —2* angebrachten Ladungen +9, —q und —q auffassen können. 

Dies ist aber nicht immer möglich. Ist n eine ganze Zahl, so gilt für diesen Fall 


2" — z— (2 — 20) (2 — ze) (2 — Ze?) ... (2 — 2, er Dip), (14) 


Daher kann das Potential als das Potential der Ladung und der: (2n— 1) Spiegel- 
bilder dargestellt werden. Ist n keine ganze Zahl, so ist eine solche Darstellung nicht 
möglich. Wenn wir z.B. eine Ladung über einer Halbebene anordnen, die als ein 
Keil betrachtet werden kann, dessen Winkel gerade 2rx beträgt, d.h. n = 1/2, so 
folgt der Potentialwert 


Fa “ 


und dessen Realteil 


2ne,W = —qIn 


— 1 
n a 2 Yoo 08 — (P — Po) + & 
In = — gl —— —  — (16) 
0 — 2 Yo 608 — (P + Po) + % 


In dieser Weise kann auch eine in einen beliebigen, von Ebenen unıgebenen Raum- 
teil gebrachte Ladung behandelt werden. Die geeignete Transformation liefert die 


19* 
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Schwarz-Christoffelsche Formel. Wir wissen, daß die Abbildung 


0 
die obere Hälfte der w-Ebene in den rechteckigen Bereich der 2-Ebene überführt. 
Die gleiche Transformation bildet die untere Hälfte der w-Ebene auf den in Abb. 2.100 
gezeigten, ebenfalls rechteckigen Bereich ab. Wir zählen nach Abb. 2.100 die u-Achse 
in der w-Ebene als Leitlinie eines Metall-,‚Zylinders‘‘ mit dem Potential Null und 


-g0o01l0+9 J -gelo:q l 


Abb. 2.100 Linienladung in einem recht- 
eckigen metallischen Hohlzylinder 


Abb. 2.101 Spiegelung an einer Kugelfläche 


bringen irgendwo in der Ebene eine Punktladung an. Dann können wir das sich so 
ergebende Problem durch Spiegelung lösen. Dieses Kraftlinienfeld wird durch die 
Transformation (17) in das Kraftfeld einer in einem solchen Metallzylinder an- 
gebrachten Linienladung, dessen Grundkurve durch ein rechtwinkliges Viereck ge- 
bildet wird, überführt. Diese Abbildung ist mehrwertig: zu einem w-Wert gehören 
unendlich viele z-Werte. Es kann bewiesen werden, daß die so gewonnene Lösung 
als aus den in Abb. 2.100 gezeichneten unendlich vielen Spiegelbildern entstanden 
angesehen werden kann. 

Im Raum haben wir bisher nur die Spiegelung an einer Ebene betrachtet. In der 
Praxis hat auch die Spiegelung an einer Kugel eine Bedeutung (Abb. 2.101). Es sei 
eine Punktladung in einer Kugel mit metallischer Fläche gegeben. Gesucht wird die 
‚Feldverteilung. Es kann leicht bewiesen werden, daß die ursprüngliche Ladung mit 
ihrem Spiegelbild der Größe 

ro 


S-7 (18) 


Tr 
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in einer Entfernung R = r?/r auf der Oberfläche der Kugel gerade den konstanten 
Potentialwert Null ergibt. r, bedeutet hier den Radius der Kugel. 


2.32 Ermittlung der zu den gegebenen Ladungsverteilungen 
gehörenden Äquipotentialflächen 


Wir betrachten eine beliebige Ladungsverteilung mit einem leicht berechenbaren 
Potential, z. B. eine Punktladung, zwei Punktladungen mit gleichen oder entgegen- 
gesetzten Vorzeichen, eine auf einer geraden Linie endlicher Länge angebrachte 
Ladung oder eine auf einem Kreisumfang angebrachte Ladung. Wir berechnen das 
Kraftfeld dieser Ladungsverteilung sowie die Äquipotentialflächen. Die so erhaltenen 
verschiedenen Arten der Äquipotentialflächen können wir dann mit praktischen 
Elektrodenformen vergleichen. Wenn wir eine solche Äquipotentialfläche als Fläche 
eines Leiters wählen oder, mit anderen Worten, das Innere der Äquipotentialfläche 
mit leitendem Material ausfüllen, so wird sich das Kraftfeld außerhalb des Leiters 
nicht ändern. Wir beherrschen also die Lösung jener Leiterform, welche die an- 
gegebene Gesamtladung besitzt. In dieser Weise kann man z. B. das Kraftfeld eines 
geladenen gestreckten Rotationsellipsoids und zugleich dessen Kapazität bestimmen. 
Es kann nämlich leicht bewiesen werden, daß die Äquipotentialfläche eines geladenen 
Linienabschnittes endlicher Länge ein solches Rotationsellipsoid darstellt. Wenn 
also eine entsprechende Äquipotentialfläche mit der gegebenen Metalloberfläche zu- 
sammenfällt, so wird außerhalb dieser das elektrische Feld mit dem elektrischen Feld 
des endlichen Linienabschnittes übereinstimmen. Ebenso wenden wir auch oft das 
bei der Spiegelungsmethode bereits erwähnte Kraftfeld zweier Punktladungen zur 
Berechnung des Kraftfeldes von zwei sich gegenüberliegenden Kugeln verschiedener 
oder gleicher Radien an. 


2.33. Numerisches Näherungsverfahren in.der Ebene 


Ein numerisches Näherungsverfahren ist die Liebmannsche Methode. In der Ebene 
sei eine beliebige geschlossene Kurve sowie die Potentialverteilung entlang dieser 
Kurve gegeben. Wir verlangen also nicht, daß der Potentialwert entlang dieser Kurve 
konstant sei. Wir versehen die von dieser Kurve begrenzte Fläche (Abb. 2.102a) mit 
einem rechtwinkligen Netz und wählen fünf beieinanderliegende beliebige Punkte, 
deren Abstände gleich dem Abstand d zwischen den Netzlinien sind. Wir können 


leicht einsehen, daß 
RU\ 
d RU (1) 
0x: )o 


U, U, WU; [EU ou 
d d u 0x Jıo dx 


294 2. Statische und stationäre Felder 


und 


U,— U, _ U,—U, 2 (5) (4) d (=) 2) 
d d 0/20 oy Joa oy? Jo 


gilt, unter der Voraussetzung, daß d sehr klein ist. Die Addition der rechten bzw. 
linken Seiten dieser beiden Gleichungen führt zu 
RU U 
0x° Eö oy? 


i = 
+++ wl=al (3) 


I LI I ta 
ATTTReN 
a ER EI 
BEER 
N 


Abb. 2.1024 Numerische Methode von LIEBMANN 


Da nach der Laplaceschen Gleichung 
277 ABIT 

RU 0 U = 4) 
0x2 oy® 


gilt, finden wir also 
1 
7,01% 0 +0; +U. (9) 


Sind die von dem betrachteten Punkt gemessenen Abstände einander nicht gleich 
(dies muß bei der Potentialermittlung der Randpunkte ebenfalls untersucht werden), 
so gilt 


dd.dzd ı (w .U) 1 (ww. U 
EL v2 Bu a re en (6) 
dıd3z + dad, (dh + ds \dı ds a +dh\h dd, 


Wir haben also wie folgt zu verfahren. Wir nehmen in sämtlichen Punkten des 
Netzes den gegebenen Umfangswerten entsprechende, sonst beliebige Potentialwerte 
an und korrigieren danri mit Hilfe des erwähnten Verfahrens die in den einzelnen 
Punkten angenommenen Potentialwerte. Dadurch finden wir eine neue Potential- 
verteilung. Jetzt korrigieren wir diese neuen Werte weiter, bis die geänderten Werte 
von den ursprünglichen Werten nur so wenig abweichen, daß diese Abweichung 
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innerhalb der gewünschten Genauigkeitsgrenze liegt. Diese Methode eignet sich: zur 
Programmierung auf Rechenmaschinen. 

Die Potentiale der einzelnen Gitterpunkte werden durch ein Netzwerkmodell auto- 
matisch eingestellt. Schalten wir nämlich identische Widerstände entsprechend 
Abb. 2.102b zusammen, SO gilt nach dem Knotenpunktgesetz für ein herausgegrif- 
fenes Element: 

U-U, %-U,  G%-U, U-V 
ke a ch mas al ne aut U) 
oder 


1 | 
ele 0, +U:+UV). (8) 


J u % 


Abb. 2.102b Bestimmung des Potentials mit 
Hilfe eines Gleichstromnetzwerkes. Ein heraus- 
gegriffenes Element des Netzwerkes 


Wenn die Randwerte durch Generatoren festgelegt werden, befriedigen die ge- 
messenen Potentiale der Gitterpunkte die Laplace-Gleichung mit den gegebenen 
Randwerten, stellen also die richtige Lösung dar. 


2.34. Die Monte-Carlo-Methode 


Wie schon der Name andeutet, hängt die „Monte-Carlo“-Methode mit der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zusammen. In der letzten Zeit hat sich diese Methode sehr 
verbreitet und wurde für verschiedene Probleme angewendet. Die Methode wird am 
‚Beispiel der Laplaceschen Gleichung mit gegebenen Randbedingungen erläutert. 
Wir beschränken uns einfachheitshalber auf ebene Probleme. In den Rand- 
punkten £;, n; eines durch eine gegebene Linie begrenzten ebenen Gebietes sei das 
Potential U(£,, n;) gegeben. Es soll das Potential in einem beliebigen inneren Punkt 
x,y bestimmt werden (Abb. 2.102c). In diesen Punkt stellen wir eine Puppe. Ver- 
wirklichen wir jetzt irgendwie vier Möglichkeiten mit der gleichen Wahrscheinlich- 


2396 | | 2. Statische und stationäre Felder 


keit 1/4, z.B. durch Würfe mit zwei Münzen, wobei die elementaren Ereignisse 
Kopf-Kopf, Kopf-Schrift, Schrift-Schrift, Schrift-Kopf die gleiche Wahrscheinlich- 
keit haben, oder durch Würfeln mit einem Tetraeder. Den vier Möglichkeiten ordnen 
wir der Reihe nach die Richtungen +2, —x, +y, —y zu und verschieben die Puppe 
entsprechend dem jeweils eintretenden Ereignis um eine Einheit in der betreffenden 
Richtung, bis wir in irgendeinem Punkt des Randes ankommen. Dann stellen wir 
die Puppe zurück in den-Punkt x,y und werfen oder würfeln aufs neue, bis wir wieder - 
zu einem Randpunkt gelangen. Im allgemeinen wird das natürlich ein anderer Rand- 
punkt sein. Dieses Spiel wiederholen wir viele Male. 


E17 
SESEuND- 


Abb. 2.102c Zur Monte-Carlo-Methode 


Wenn wir insgesamt N-mal (wobei N eine große Zahl bedeutet) von dem Punkt x,y 
ausgehen, gelangen wir n,-mal zum Randpunkt £,, 1; 2z-mal zum Randpunkt &,, ns; 
n;-mal zum Randpunkt £;, n;. Dabei ist 


N, + nt nn; ++ = 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir vom Punkt x, y ausgehend auf den Rand- 
punkt £,,n; treffen, ist 


N; 


px, Y; En n) ==, N‘ 


Jetzt können wir schon den interessanten Satz aufstellen: das Potential U(x, y) des 


Punktes x, y wird durch den gewichteten Mittelwert der Randwerte gegeben, wobei 
als Gewichte die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu nehmen sind, d.h. 


1 
Us, y) = N — [U (&, m) + n2Ü(&,, n)+ + m U(E;,n:) + +] 


== 2 [J62 Y; Ei ni) U(E,n). 
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Um das einzusehen, genügt es zu zeigen, daß das so erhaltene Potential U(x, y) 
die Laplacesche Gleichung näherungsweise befriedigt. Man kann leicht zeigen, daß 
das Potential im Punkt x, y das arithmetische Mittel der Potentiale der vier Nachbar- 
punkte ist. Dies folgt aus der Tatsache, daß die Puppe aus dem Punkte x, y mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit einen der Punkte 


+dYy); (y+d; (-d,y); (9 —d) 
erreichen kann. Es wird also 


| | N 
na +d,y&,n)= Una, y+d;&,n)=" = re 


Dabei bedeutet n(x +d,y; &,,n;) beispielsweise die Anzahl der Spaziergänge, die 


ausgehend von dem Punkt xz,y durch £ +d,y zum Randpunkt 8;, n; führen. Es 
kann also das Potential des Punktes x, y wie folgt geschrieben werden: 


| 1 1 
Tey=- 72 nenn) em) = Ti tRetayim) 


+ n(x, Y + d; es n;) + n(x — d, Y; ei; 7) +.n®, y— d; ei n:)] U(E,, 7) 
Znetdye,n) Un) Ink, y+d;d,n) Ulm) 
aln@tdyem)  Aynayrdam) 


2, n(x = d, Yy; Ei n) TE; N:) 2 n(X, yY— d; Bi N:) U(E, ni) 


+ 4) n(xz — d,y; &,n;) a 45 n(x,y— d;&,n;) 
1 
= TIEREN EISEN FIR SINFVEN EN) 


"Diese Gleichung kann umgeformt werden in: 


2 [2® +4, )-U@y) Umy)-U@-d, u 


d d d 
Re I@y td -Uay) Im W)-Umy-NM|_, 
d | d d m 


was eine Näherung der Laplaceschen Gleichung AU = 0 darstellt. 
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2.35. Graphische Ermittlung ebener und 
zylindersymmetrischer Kraftfelder 


Wir erwähnen die graphische Methode, weil sie in der Praxis sehr häufig zur vor- 
läufigen Orientierung verwendet wird. Mit ihrer Hilfe kann man ebene Kraftfelder 
verhältnismäßig leicht ermitteln; etwas schwieriger, aber durchaus noch brauchbar 
ist sie bei zylindersymmetrischen Feldern. 

Wir nehmen an, daß wir das ebene Kraftfeld zylindrischer Elektroden, welche die 
in Abb. 2.103 dargestellte Grundkurve besitzen, schon so eingezeichnet haben, daß 
zwischen sämtlichen Äquipotentialflächen der gleiche Spannungsunterschied be- 
steht. Gleichzeitig setzen wir voraus, daß die Anzahl der Kraftlinien, d. h. der elek- 
trische Kraftlinienfluß AY, in dem Rohr, das durch die eingezeichneten, neben- 


Abb. 2.103 Ermittlung des ebenen Kraftfeldes 
zylindrischer Leiter durch ein graphisches Verfahren 


einanderliegenden Kraftlinien und durch die beiden zur Papierebene senkrechten, 
im Abstand von 1 m eingezeichneten Kraftlinien umgrenzt wird, überall gleich ist. 
Wir können also die Feldstärke auf zwei Arten erhalten, als Gradienten des Potentials 
und als den Quotienten von Kraftlinienfluß und Fläche, also 


AU AV 
ae ab , (1) 
An As-1 


Da AU und AY überall konstant sind, folgt, daß auch das Verhältnis An/4s konstant 
ist. Zur Vereinfachung der Konstruktion ist es amı zweckmäßigsten, dieses Ver- 
hältnis gerade gleich 1 zu wählen, d.h. so, daß sämtliche kleinen Flächen, die sich 
aus dem durch die Äquipotentiallinien und die Kraftlinien gebildeten krummlinigen 
Koordinatennetz ergeben, annähernd quadratisch werden. Das können wir natürlich 
nur durch langes Probieren erreichen. Wir nehmen zuerst eine der Leitungsoberfläche 
naheliegende, sich ari diese anschmiegende Äquipotentialfläche an, zeichnen die Kraft- 
linien auf beiden Flächen senkrecht ein, so daß wir ein quadratisches Netz erhalten. 
Dann deformieren wir die Äquipotentialflächen in der Weise, daß diese sich schließ- 
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lich dem anderen Leiter oder eventuell auch den übrigen Leitern anschmiegen. 
Gleichzeitig zeichnen wir auch die Kraftlinien. Wir sehen schon nach der ersten An- 
nahme, wo die Zeichnung zu ändern ist. Das Aufzeichnen des quadratischen Netzes, 
und damit die richtige Lösung der Aufgabe, gelingt selbst bei einer verhältnismäßig 
einfachen Elektrodenanordnung nur nach langwierigen Versuchen. Aus dem Bild des 
so konstruierten ebenen Kraftfeldes können wir folgendes ersehen: 

Dort, wo die Äquipotentialflächen dicht sind, ist das Kraftfeld stark, wo sie von- 
einander weit entfernt sind, ist das Kraftfeld entsprechend schwächer. Dasselbe gilt 
auch für die Kraftlinien. Die Dichte der eingezeichneten Kraftlinien ergibt in allen . 
Punkten die Feldstärke. 


Abb. 2.104 Konstruktion rotations- Abb. 2.105 Ausgewähltes Kraftrohr des 
symmetrischer Kraftielder rotationssymmetrischen Kraftfeldes. 


Bei einem rotationssymmetrischen Kraftfeld ist weder das Konstruieren noch das 
Auswerten des Bildes einfach. | 

Wir zeichnen wie in Abb. 2.104 in einem zylindersymmetrischen Kraftfeld die 
Äquipotentialflächen so ein, daß ihr Unterschied AU überall konstant ist. Für ein 
ebenes Kraftfeld war die andere Ausdehnung des durch zwei Kraftlinien bestimmten 
Kraftrohres, nämlich die auf. der Papierebene senkrecht stehende Ausdehnung, 
überall konstant. Dies gilt aber bei einem zylindrischen Kraftfeld nicht. Hier wächst 
die Ausdehnung des Kraftrohres in der Richtung, die zur Papierebene senkrecht steht, . 
dem von der Symmetrieachse des Kraftfeldes gemessenen Abstand proportional an 
(Abb. 2.105).. Während wir vorher den Kraftlinienfluß des Kraftrohres, das durch 
zwei andere, im Abstand von 1 m befindliche Kraftlinien umgrenzt wird, für sämt- 
liche Kraftrohre als konstant betrachtet haben, nehmen wir jetzt den Fluß als kon- 
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stant an, der in dem Kraftrohr existiert, das durch die in der Papierebene dar- 
gestellten zwei Kraftlinien und durch zwei Kraftlinien derselben Form, aber um 
einen bestinimten Winkel gedreht, bestimmt wird. Dieser Winkel kann sowohl 1 als 
auch 2r sein, d. h., wir können den Kraftlinienfluß der Fläche, die sich aus der Um- 
drehung der in der Papierebene angenommenen beiden Kraftlinien ergibt, als kon- 
stant annehmen. Die Feldstärke ergibt sich daher zu 

AU AP 


Bez 
An As Zrer 


(2) 


da der Kraftlinienfluß AY, wie der Abbildung. zu entnehmen ist, durch die Fläche 
As - Zrr hindurchgeht. Aus dieser Beziehung folgt 

Anm Irre ı const - r, (3) 
As Av 

woraus zu ersehen ist, daß sich im richtig gezeichneten Kraftfeld die Grundflächen 
der einzelnen Elemente des senkrechten Koordinatennetzes mit dem Abstand von 
der Symmetrieachse verändern. Wir erhalten die Feldstärke in dem so gezeichneten 
zylindersymnaetrischen Kraftfeld, wenn wir die Potentialdifferenz durch den Ab- 
stand der Äquipotentialflächen dividieren. Wo also diese Flächen dicht beieinander 
liegen, dort wird die Feldstärke groß sein, wo aber die Flächen weit voneinander 
entfernt sind, dort ist die Feldstärke kleiner. Für die Kraftlinien gilt dies aber nicht. 
Zwar liefert die Dichte der Kraftlinien überall die Feldstärke, aber wir betrachten 
die räumliche Dichte der Kraftlinien. So ist z. B. in Abb. 2.105 im Punkt 4 der 
Oberfläche der in der Symmetrieachse befindlichen zylindrischen Elektrode die Feld- 
stärke größer als im Punkt B der äußeren Elektrode, obwohl in der Zeichnung die 
Kraftlinien im letzteren Punkt dichter verlaufen. Würden wir die Dichte der Kraft- 
linien im Raum betrachten, so würden wir tatsächlich finden, daß diese im Punkt A 
größer ist als im Punkt B. Wenn wir uns in der zur Papierebene senkrechten Richtung 
im Punkt A um einen kleinen Betrag fortbewegen, finden wir neue Kraftlinien, 
während wir im Punkt B diese Kraftlinien nur dann finden, wenn wir uns dem von 
der Drehachse gemessenen Radius proportional weiter fortbewegen. 


2.36. Theorie des Gummimodells 


Können wir in der Elektrostatik ein Problen mit den bisherigen. Methoden nicht 
‚lösen, so untersuchen wir die Möglichkeit der Lösung durch die verschiedenen Modell- 
versuche. Leider führen auch diese besonderen Methoden in erster Linie nur in Spezial- 
fällen zum Erfolg, z. B. bei Problemen, für die wir auch ziemlich brauchbare ana- 
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lytische und numerische Methoden kennen. Bei komplizierteren ebenen Elektroden- 
anordnungen ist das Gummimodell jedoch sehr erfolgreich anwendbar. 

Die Brauchbarkeit des Gummimodells beruht auf der Tatsache, daß die Fläche 
z = U(&z,y) einer ausgespannten elastischen Membran in der Ruhelage folgende 
Differentialgleichung erfüllt: 


nu U _, n 
0x? oy? | 
Dies ist nichts anderes als die Laplacesche Gleichung. 

Um dies einsehen zu können, untersuchen wir zuerst die auf eine aus ihrer Gleich- 
gewichtslage ausgelenkte Saite wirkenden Kräfte. 

Die Saite wurde in ihrer Ruhelage durch die Zugkraft F gespannt. Ihre Auslenkung 
aus der Ruhelage sei jedoch so klein, daß die dabei auftretende Dehnung nur eine 
vernachlässigbare Kraftänderüng hervorruft. 


x x+dx X Abb. 2.106 Auf eine aus der Gleichgewichtslage 
ausgelenkte Saite wirkende Kraft 


. Die Zugkraft wirkt auf der gesamten Länge der Saite. Ein kleines herausgegriffenes 
Saitenelement dr wird (näherungsweise) durch die Kraft 


dy 
— _ Ft 92 
dr ana (2) 


nach unten und durch die Kraft 


dy : d fdy\ „| 
Ftana = FI — [—Z)d 
a: E EZ dt ) ] (3) 


nach oben gezogen (Abb. 2.106). Die Resultierende in der Vertikalebene ergibt sich 
zu 


dy dy  d /dy\ .: d2y : 
— —- FI—= + — I—)de! = —F — de. 
dr % « dr (5) ] z (“) 
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Wirkt nur die Zugkraft der Saite, so kann die Saite nicht in dieser Lage verharren, 
sondern wird sich mit der durch die Beziehung 


92 2 
Be eh (5) 
Ox? öt? 
ey 6 Ay 
Pr 7 (6) 


bestimmten Beschleunigung bewegen; ö ist die Masse pro Längeneinheit. 

Wegen der starken und gleichmäßigen Vorspannung besteht in sämtlichen Punkten 
der Oberfläche der elastischen Membran eine ebenfalls gleichverteilte Spannung. Wir 
bezeichnen die auf die Linieneinheit entfallende Zugkraft mit 7. Nun schneiden wir 
aus der Membran das aus Abb. 2.107 zu ersehende Flächenstückchen aus und unter- 


Abb. 2.107 Auf ein ausgeschnittenes 
Flächenelement einer elastischen Membran 
wirkende Kräfte 


suchen, wie die Bedingung seiner Gleichgewichtslage lautet. Die Resultierende der auf 
der Seite AD wirkenden Zugkraft und der an der Linie BC wirkenden Zugkraft wird, 
wenn die Gleichung der Menıbran als einer Fläche U(x, y) = z lautet: 


U oe AU RU 
T dy | — — I— de)| = -Tdxedy —. 7 
Ar: = = Ox? 2] are M 


Ganz analog können wir auch die auf die Seiten AB bzw. CD wirkenden Kräfte bzw. 
die Resultierende dieser beiden berechnen. Als Resultierende finden wir den Aus- 
druck 
| 27 
—T dx dy a E (8) 
oy® 
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Wollen wir jetzt erreichen, daß unser Flächenstückchen sich in Ruhe befindet, so 
müssen diese beiden Kräfte entgegengesetzt gleich sein: 


2 2 
Be —T A —= U; 

0x? oy? 
U MU 
—+—=|(. (9) 
0x? oy? 


Die Laplacesche Differentialgleichung wird durch die Funktion U(&,y) =z, also 
durch die Gleichung der elastischen Membran, tatsächlich befriedigt. Diese Be- 
ziehung bedeutet übrigens auch, daß die Gaußsche Krümmung in sämtlichen Punkten 
der Membran negativ sein muß. Das ist auch verständlich, wenn wir in Verbindung 
mit Abb. 2.107 den Kräfteverlauf betrachten. 

Die hier festgestellten Tatsachen können wir zur Lösung elektrostatischer Pro- 
bleme folgendermaßen verwenden. Wir spannen eine elastische Gummimembran in 
einen Rahmen ein und betrachten den Potentialwert dieses Rahmens als Null. Ist 


> 


Mo) Abb. 2.108 Bestimmung des Kraftfeldes mit 
Hilfe eines Gummimodells 


der Rahmen genügend groß, so können wir annehmen, daß der Potentialwert im Un- 
endlichen Null ist. Nun fertigen wir den beim ebenen Problem angegebenen Zylinder 
mit konstantem Potential auch wirklich an und drücken mit ihm die Gummi- 
membran an einer entsprechenden Stelle bis zu der Höhe hoch oder drücken sie bis 
zu der Tiefe ein, die dem gegebenen konstanten Zylinderpotential gerade entspricht. 
Damit haben wir schon die von uns benötigte Lösung der Laplaceschen Gleichung, 
da die Höhe des Gummimodells den Potentialwert für alle Punkte angibt. Außerdem 
werden durch diese auch die vorgeschriebenen Grenzbedingungen erfüllt (Abb. 2.108). 

Diese Methode ist auch deshalb sehr nützlich, weil die Elektrodenanordnungen 
zumeist zur Elektronenbeschleunigung dienen. Wenn wir unseren Gummirahmen 
horizontal anordnen und auf ihn kleine Metallkugeln (z. B. Lagerkugeln) legen, so 
bewegen sich diese auf der gegebenen Fläche ähnlich wie die Elektronen im elektro- 
statischen Feld. Daher können durch die Herstellung des Modells auch die Elek- 
tronenbahnen experimentell untersucht werden. Wenn wir aber gleichzeitig die die 
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Elektronen ersetzenden Metallkugeln während ihrer Bewegung mit Glimmröhren 
beleuchten — diese Röhren besitzen nämlich eine impulsartige Lichtemission — und 
die Bahn des Metallkügelchens photographieren, so ergibt sich eine gestrichelte Linie. 
Die Längen der einzelnen Linienstückchen sind dann den augenblicklichen Geschwin- 
digkeiten der Metallkügelchen direkt proportional. So erhalten wir also sofort dic 
Bahnen und die Geschwindigkeiten. | 


2.37. Der elektrolytische Trog 


Füllen wir einen Trog mit einem Elektrolyten, bringen die Elektroden in der dem 
gegebenen elektrostatischen Problem entsprechenden räumlichen Anordnung’ an und 
legen an diese eine Spannung, so fließt zwischen den Elektroden ein Strom durch den 
Elektrolyten. Die so in jedem Punkt des Elektrolyten meßbare Spannung — sie 
kann prinzipiell mit einem Voltmeter gemessen werden — ist der in dem Punkt 
entstandenen elektrostatischen Spannung direkt proportional. Wie wir wissen, ist die 
Stromdichte in allen Punkten 


Ä —=yE, (1) 


wobei y die Leitfähigkeit des Elektrolyten bedeutet. Da. der Strom im Innern des 
Elektrolyten überall quellenfrei ist, gilt | 


divJ=0. (2) 


Wir wissen, daß das elektrische Kraftfeld auch hier von einem Potential abgeleitet 
werden kann, d. h., 


E= -—gradÜU, (3) 
woraus 

divJ =divyE= —-ydivgrad U=0, (4) 
d.h. 

AU =0 (5) 


folgt. Dies bedeutet, daß der Spannungsabfall die Laplacesche Gleichung tatsächlich 
erfüllt. Gleichzeitig ist die Spannung an den Elektroden konstant und gerade gleich 
der vorgeschriebenen Konstanten, erfüllt also auch die vorgeschriebenen Grenz- 
bedingungen. Daß die Stromdichtevektoren auf den Elektrodenoberflächen senkrecht 
stehen, folgt aus dem Brechungsgesetz dieser Vektoren 


J 
1 _ (6). 
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Beachtet man, daß die Leitfähigkeit der Metallelektrode die Leitfähigkeit des 
Elektrolyten vielfach übertrifft, so bedeutet dies tatsächlich einen senkrechten 
Austritt. 

Der Einfluß der Wandung, des Bodens und des Deckels des Gefäßes, also der den 
Elektrolyten umgebenden Flächen, erfordert eine besondere Überlegung. Bestünden 
sie aus einem Material mit guter Leitfähigkeit, so würde dies für das elektrische Feld 
eine ganz bestimmte Randbedingung bedeuten. Diese Wände würden nämlich außer 
den gegebenen Elektroden ebenfalls die Rolle von Elektroden spielen. Die aus Isolier- 
stoffen hergestellten Grenzflächen stellen aber ebenfalls bestimmte Grenzbedingungen 
dar. In der unmittelbaren Nähe dieser Ebenen kann der Strom offenbar nur parallel 
zu diesen Ebenen fließen. Also werden die Äquipotentialflächen senkrecht zu den 
Gefäßwänden verlaufen. Wenn wir uns dieses Einflusses der Wandungen entledigen 


Abb. 2.109 Einfluß der Wände eines 
elektrolytischen Troges auf den Verlauf 
der Äquipotentialflächen 
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wollen, so müssen wir die Elektrodendimensionen im Verhältnis zu den Dimensionen 
des Gefäßes klein halten. 

Dieser Einfluß der Wände kann auch dazu benutzt werden, mit einfachen Mitteln 
zusammengesetzte elektrostatische Felder zu erzeugen. So bewirken z. B. bei einem 
ebenen Problem bei der Berechnung des Feldes der mit vertikal stehenden Achsen in 
das Gefäß eingebrachten zylindrischen Elektroden die unteren und oberen Grenz- 
flächen (die obere Grenzfläche ist der Elektrolytpegel), daß die zylindrischen Elek- 
troden endlicher Länge sowohl nach oben als auch nach unten in das Unendliche 
verlängert werden. | | 

Wenn wir die Abb. 2.109 betrachten, können wir gleichzeitig sehen, wie sich die aus 
bekannten Kreiszylindern bestehenden Äquipotentialflächen des über die unendliche 
Ebene gesetzten Zylinders durch die Wirkung der Wandungen deformieren. Es kann 
konstatiert werden, daß dies die Lösung des Problems ist, bei dem wir nicht nur in einer 
Richtung, sondern in beiden Richtungen unendlich viele parallele Zylinder über die 
unendliche Ebene legen. In dieser Weise bewirken also die Trogwandungen, daß wir 
mit Hilfe eines elektrolytischen Troges mit kleinen Dimensionen auch die in beiden 
Richtungen bis ins Unendliche sich erstreckenden elektrostatischen Felder messen 
. Können. 

Der elektrolytische Trog hat dem Gummimodell gegenüber den Vorteil, daß wir 
mit ihm auch räumliche Probleme lösen können, während das Gummimodell sich nur 
zur Behandlung der ebenen. Probleme eignet. 


20 Simonyi 
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Der elektrolytische Trog hat noch einen weiteren Vorteil: Durch die Messung 
des Widerstandes zwischen zwei Elektroden kann die Kapazität dieser Elektroden 
berechnet werden. Es gilt nämlich 


o-2_PPd44_ YeEdA _ SER 
U U U U U yR 


oder, anders geschrieben: 
RC=». 
Hier bedeutet o den spezifischen Widerstand. 


G. Randwertaufgaben der mathematischen Potentialtheorie 


2.38. Die Greensche Funktion im Raum 


Bei unseren bisherigen Aufgaben suchten wir die Lösungen der Laplaceschen Glei- 
chung für das Innere eines Volumens, wenn der Potentialwert an den diesen Raum- 
teil begrenzenden Metalloberflächen gegeben war. Das Potential besitzt dann auf den. 
einzelnen Flächen einen konstanten Wert. 

Dieses Problem wird durch die mathematische Potentialtheorie allgemeiner 
formuliert. 

Die erste Randwertaufgabe oder das Dirichletsche Problem lautet wie folgt: Es ist die 
Lösung der Laplaceschen Gleichung 


_PU PU, PU, 


AU = —— 
0x° 2 oy?® 2 022 


a) 


in einem Volumen zu suchen, wobei der Potentialwert U, an den begrenzenden 
Flächen für alle Punkte gegeben ist. 

Die zweite Randwertaufgabe oder das Neumannsche Problem lautet: Es ist die 
Lösung der Laplaceschen Gleichung 


MU O2 HU MU 
AU = —=0 2 
0x2 ” oy? in 02? | (@) 


zu suchen, wenn die normale Ableitung des Potentials, also der Ausdruck 


2 ‚auf der Grenzfläche überall gegeben ist. 
N !F i 
 Die.dritte Randwertaufgabe oder das Problem der Wärmeleitung lautet: Es ist die 
Laplacesche Gleichung zu lösen, wenn an der Grenzfläche der Wert des Ausdruckes 


20* 
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(ev +k =) gegeben ist. Diese letztere Aufgabe ist vom Gesichtspunkt der Elektro- 


technik uninteressant. 

Nachstehend beschreiben wir die allgemeinen Lösungen der ersten und zweiten 
Randwertaufgabe. 

In Kap. 1.15.5. haben wir die prinzipielle Lösung des Neumannschen und des 
Dirichletschen Problems bereits kennengelernt. Zur Lösung des letzteren müssen wir 
z.B. die Funktion g(z, y,2,&,n,&) suchen, durch die hinsichtlich der Veränder- 
lichen £, n, &£ die Laplacesche Gleichung überall im Gebiet V erfüllt wird und die an 
der Grenze des Bereiches den Wert 


ep E 
besitzt. 


Wir haben also ein spezielles Dirichletsches Problem zu lösen. Die so bestimmte 
Greensche Funktion 


rel (4) 


r 


verschwindet an der Grenzfläche. Im Punkt P =Q weist sie eine Singularität wie 1/r 
auf. Mit ihrer Hilfe kann das Potential in einem beliebigen Punkt des Raumes zu 


bestimmt werden, wobei der Differentialquotient von @ nach den Koordinaten des 
Punktes Q(£, n, £) zu bilden ist. 

Daß die Einführung der Greenschen Funktion das Problem wirklich vereinfacht, 
können wir an Hand eines einfachen Beispiels ersehen. Ur sei auf einer Kugel- 
oberfläche beliebig gegeben (Abb. 2,110). Wir wollen also die erste Randwertaufgabe 
für die Kugel lösen. Die Greensche Funktion @(x, %, 2, &, n, £) ist jetzt eine Potential- 
funktion, die im Punkt P =@ eine Singularität wie 1/r aufweist und an der Kugel- 
oberfläche verschwindet. Ein derartiges Potential ist uns aus der Elektrostatik 
bekannt. Es ist das Potential der in dem Punkt P angebrachten Ladung 4re, und 
‘ihres auf die Kugel bezogenen Spiegelbildes (2.31.(18)). Wir können 


R,Q=— 2 (6) 


2.38. Die Greensche Funktion im. Raum | .309 


oder 
1 n 

Gz, y, 2, 8, N> [) = 
Ye-B+Yy—- + @— 0% 
mn ne 

(Free Here 
schreiben, wobei 
*— ri SR r3Y r2z = 


e+yprtm' u ++ "Trryp 2 


gilt (es ist nämlich RR* — r2). 


a(&,0,8) „u TOIEER 


DS. Fan) Abb. 2.110 
Die Greensche Funktion für eine Kugel 


Nach Berechnung der Größe 


0G 2 — R? 
— =ngrad,G = = (9) 
en ror? 
— was prinzipiell keine Schwierigkeit bietet — kann unser Endresultat bereits 
angegeben werden: 

2 _ RM a | 
U— Dr, UrdA , (10) 

4rr, r? 


Damit haben wir-die erste Randwertaufgabe für das Innere der Kugel vollkommen 
gelöst (siehe auch Kap. 5.1.2.). 
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2.39. Die Greensche Funktion in der Ebene 


Beim ebenen Problem können wir ganz analog verfahren, indem wir von der Bezie- 


hung 


a 1 El 2 5 2 N (1) 
r 
L 
ausgehen. Diese Gleichung tritt an die Stelle der Gleichung 
1 oU 1 je 
ne au av + — 1 — — dA —- — — — I UdA. (2) 
us r m 4n Y \on r 
A 


L bedeutet hier die den (ebenen) Bereich A begrenzende Linie. 

Hierbei können wir von einer Flächen- bzw. Linienladung sowie von einem Linien- 
dipol sprechen. Die Greensche Funktion ist eine Potentialfunktion, die auf der Grenz- 
kurve des Bereiches den Potentialwert Null liefert und sich im Punkt P=Q pro- 
portional zu In r verhält. 

Eine solche Potentialfunktion kann man für den Kreis durch Spiegelung am Kreis 
erhalten. Durch ihre Anwendung gelangt man zur Lösung der ersten Randwert- 
aufgabe für den Kreis 


Zr 

1 72 — r? 

Ur, 9) = — | Urkle) ———— dp. 3 

ne 21 W) rn + r? — 2rır c0o8 (pP — 9) = s) 
= 


Wir wissen aber, daß das beste Hilfsmittel zur Lösung der ebenen Probleme durch die 
Lehre von den komplexen Funktionen gegeben ist. Deshalb behandeln wir auch das 
erste Randwertproblem in dieser Weise. Hier erhält auch die Greensche Funktion 
eine andere Deutung. Wir suchen also die Funktion U(x, y), durch die die Laplacesche 
Gleichung 


2 2 
0x2 oy? 


erfüllt wird und die entlang einer gegebenen Kurve die vorgeschriebenen U-Werte 
besitzt. Wir wissen, daß der Real- oder Imaginärteil einer beliebigen analytischen 
Funktion die Laplacesche Gleichung ‘erfüllt. Die Schwierigkeit besteht nur darin, 
daß wir unter den vielen Lösungen diejenige finden müssen, die an der gegebenen 
Kurve gerade die vorgeschriebenen Werte besitzt. In der mathematischen Potential- 
theorie ändern sich die vorgeschriebenen Randwerte von Punkt zu Punkt und sind 


N 
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nicht konstant, wie wir es in der praktischen Potentialtheorie oft, jedoch nicht 
immer, anzunehmen pflegen. 

Der Satz von Cauchy stellt zwischen den Werten, die eine in einem gegebenen 
Gebiete reguläre Funktion im Innern des Gebietes und an der Randkurve besitzt, 
eine Beziehung her. Es gilt nämlich nach 3.11. (6) 


=; OT 


wobei das Integral über die Randkurve zu erstrecken ist. Wir möchten nun diese 
Formel so umformen, daß sie bei einer regulären analytischen Funktion eine Bezie- 
hung zwischen dem Realteil des in einem beliebigen Punkt des Bereiches angenom- 
menen Wertes der Funktion und dem an der Randkurve angenommenen Wert dieses 


ee Abb. 2.111 Zur Einführung der Greenschen 


Funktion in der Ebene 


(8) 


Realteils herstellt. Wir betrachten daher in der Ebene & = &-+-jn einen von der 
Kurve L umgebenen einfach zusammenhängenden Bereich, der durch die Funktion 


w= p(L, 2) (6) 


auf die Ebene w = u + jv so abgebildet wird, daß durch diese Abbildung der Punkt 
£=zin den Punkt w = 0, der von der Kurve umgebene Bereich in das Innere des 
Einheitskreises und die Kurve in den Einheitskreis übergeht (Abb. 2.111). Wenn wir 
diese Funktion an der Stelle & =.z in eine Reihe entwickeln, so wird unter Berück- 
sichtigung, daß hier w — 0 ist, 


al —- 2) ti — +; 4 +0. (7) 
Daher gilt. 

p'(C, 2) 1 

a gern ‚*); 8 
ae) + 91 2) (8) 


wobei 9,(£, z) nun sowohl im ganzen Gebiet als auch auf der Randkurve eine reguläre 
Funktion von £ ist. Nach dieser Beziehung wird 


1. _ 9, 2) 


—— — 916,2). 9 
oz plz) nn (9) 
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Setzen wir diese Gleichung nun in die für f(z) gültige Formel von CaucHy ein, so 
gelangen wir zu folgender Beziehung: 


40} 
fe) = ji an m Pr (62) dt (10) 


in der aber das zweite Glied der rechten Seite nach Cavcony gleich Null ist. Also gilt 


eG) q 
Cs ‘(11 
fo =, lu a aM) 


Nun führen wir durch die Beziehung 


In 9(&,2) = —(g + jh) (12) 


die Funktion g.ein, die wir die Greensche Funktion für das betrachtete Gebiet nennen. 
Da 


g = —In |p(&, 2], (13) 


wird also an der Grenze des Bereiches g = 0. Dort ist nämlich |p(Z, 2) | — 1. Es gilt 
nach (12) 


Pie ar +j re ds, (14) 
® 


wobei 8/ds die Differentiation nach dem Bogen bedeutet. Die Bogenlänge wächst in 
der Richtung an, in’der wir den positiven Umlaufsinn gewählt haben. Da aber g 
konstant ist, wird ög/0s. = 0, und da nach der Cauchy-Riemannschen Beziehung 


ög _ äh 

on  &s 

ist, wird 

Far; ae. (18) 
o on 


Für Gl. (11) erhalten wir daher 


Kal 59 
I) = — ® ro) ae. (16) 
L 
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Wenn wir in dieser Beziehung den Realteil von Imaginärteil trennen, so gelangen 
wir zu folgender Beziehung: 


1. ° 
uw, = ® uen) I de. (17) 


L 


Dies ist die schon bekannte Greensche Formel, mit deren Hilfe wir eine Potential- 
funktion durch ihre an den Grenzen des Bereiches angenommenen Werte ausdrücken 
können. Umgekehrt kann man auch nachweisen, wenn wir die an der Grenze ange- 
nommenen Werte beliebig vorschreiben, daß sich innerhalb der Grenze des Bereiches 
eine Potentialfunktion ergibt, die an der Grenze tatsächlich in diese vorgegebenen 
Werte übergeht. | 


. S-nne Ip Ei 
Abb. 2.112 Zur Einführung der Greenschen 


Funktion für einen Kreis 


Wir untersuchen jetzt einen Spezialfall, der in der mathematischen Potential- 
theorie eine sehr große Rolle spielt. Der zu betrachtende Bereich und dessen Grenze 
‚bestehen aus einem Kreis mit dem Radius r, und der von diesem umgebenen Fläche 
(Abb. 2.112). Hier können wir die Funktion (2, z) gleich explizit angeben. Es gilt 
nämlich 

feld — 2) | 
w=opl,2) = —. (18 
er (18) 
Diese Abbildung überführt den Punkt £ = z tatsächlich in den Punkt w = (0 und den 
Umfang des Kreises vom Radius r, in den Einheitskreis. Wenn wir die Beziehungen 
£ = r,eP und 2 = rel? einführen, finden wir 


-9'(&, 2) dt JE 2*jC 


= — de’ + ——— de’ 
p(d, 2) nt u Fer e 
| rer rer en ?— r En 
= — u ta) I iR = —— + j dp (19) 
rel? — ref  1enP — rem? rs + r? — 2rr, cos (p — @') 
und nach (15) 
ö 2 _ 72 1 
2 DR SPEEREREEBEL 1 03: EOCHERSERBENE N (20) 


an n+r— 2ar,ca@—p)r 
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Daher gilt 


Zr 
1: n—r 
ur,9) = — | up) —— di’, 21 
u 2r were ge (® — p’) r en 


0 


wobei u(g’) die an der Grenze angehommenen Werte der Potentialfunktion bedeutet. 
Diese Gleichung stimmt natürlich mit Gl. (3) überein. Diese Spezialform des Green- 
schen Satzes wird die Poissonsche Formel genannt. Die Poissonsche Formel liefert 
also die Lösung des ersten Problems der Potentialtheorie für den Kreis. Es wäre 
natürlich auch hier noch nachzuweisen, daß die sich so ergebende Potentialfunktion 
an der Grenze wirklich die vorgeschriebenen Werte besitzt. Wie beim allgemeinen 
Fall wollen wir auch für diesen Spezialfall auf Beweise verzichten. 
Über die Greensche Funktion siehe auch Kap. 5.1. 


2.40. Die Methode der Integralgleichungen 


Wir versuchen jetzt, die Randbedingungen bei der ersten Randwertaufgabe dadurch 
zu erfüllen, daß wir die Fläche überall mit einer elektrischen Doppelschicht beladen, 
die ein unbekanntes und später zu bestimmendes Moment » besitzt. In diesem Fall 
können wir das Potential überall im Raum mit Hilfe der nachstehenden Beziehung 
berechnen: 


Ulx, y,2) = — N» — — dA. (1) 


Die Laplacesche Gleichung AU = 0 wird durch dieses Potential überall erfüllt. Daß 
dies so ist, werden wir hier nicht mathematisch beweisen, sondern aus der physi- 
kalischen Natur dieses Ausdruckes folgern. Wir wollen das. Feld nur in dem Raum 
außerhalb der Grenzfläche bestimmen. Nähern wir uns von außen der gegebenen 
Fläche, so gehen die äußeren Spannungswerte selbstverständlich stetig’in die an der 
Fläche geltenden Werte des Potentials über. Dieser äußere Grenzwert U, — Uz ist 
aber bei der ersten Randwertaufgabe gerade gegeben. Wie wir wissen, ist das Potential 
der Doppelschicht U}; auf der Fläche selbst diesem Grenzwert nicht gleich, sondern es 
besteht zwischen den äußeren Grenzwert und dem Wert auf der Fläche die Beziehung 


’ i ' 1 0 1 
U. — Ur. also Ur= — + Da (2) 


Eo 280 Are, 
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Hierbei bedeutet Ur den Wert, den das durch die Doppelschicht erzeugte Potential 
auf der Fläche selbst annimmt. U, = U, bedeutet den Grenzwert des Potentials, 
wenn wir uns der Fläche von außen nähern. Dies ist der Wert, den wir als für das 
Potential unserer Fläche gegeben annehmen. Die unbekannte Funktion »(r,) kann 
aus Gl. (2) bestimmt werden. Setzt man das gefundene » in Gl. (1) ein, so ergibt sich 
die Potentialfunktion, die einerseits der Laplaceschen Gleichung, andererseits den 
vorgeschriebenen Randbedingungen genügt. 

In Gl. (2), die zur Bestimmung der unbekannten Funktion », d.h. des Möinentes 
der Doppelschicht, dient, steht » auch unter dem Integralzeichen. Gleichungen dieser 
Art nennen wir Integralgleichungen. Die obige Form ist eine lineare inhomogene 
Integralgleichung zweiter Art. Ihre Form ist für eine Veränderliche 


P«) +1 Ken gidas - f@), (3) 


wobei 9(z) die zu bestimmende Funktion, K(£, x) der sogenannte Kern der Integral- 
gleichung, f(x) eine gegebene Funktion und A eine Konstante ist. Die Bedingungen 
der eindeutigen Lösbarkeit der Integralgleichungen wurden in der Mathematik ein- 
gehend untersucht. Daher kann auch die eindeutige Lösbarkeit der Randwertaufgabe 
‚der Potentialtheorie leicht entschieden werden. Auf diese Weise gelang es, die erste 
Randwertaufgabe auf eine Integralgleichung zurückzuführen. 

Das zweite Randwertproblem der Potentialtheorie kann ganz analog auf eine 
Integralgleichung zurückgeführt werden. In diesem Falle denken wir uns jedoch die 
Potentialfunktion, die die gegebenen Randbedingungen erfüllt, durch die an der 
Grenzfläche angebrachte Flächenladungsdichte verwirklicht: 


1 6 | 
0 
4A 


wobei die unbekannte Ladungsdichte a gerade durch die Bedingung bestimmt wird, 
daß die Potentialfunktion U, die die Laplacesche Gleichung überall im Raum erfüllt, 
auch die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen kann. | 

Wir wissen, daß beim Durchgang durch eine Schicht, die eine Flächenladung 
besitzt, die Feldstärke um o/e, springt, während sie an der Fläche selbst den arith- 
metischen Mittelwert von Außen- und Innenwert annimmt. Also können wir für die 
Ladungsdichte folgende Integralgleichung anschreiben: 


De: it), (5) 


Are, On r Ze) on F 
A 


deren erstes Glied den Wert der aus der Ladungsdichte errechenbaren Feldstärke an 
der Fläche selbst ergibt. Dieser Wert ist gerade um o/2e, kleiner als der Grenzwert 
der Feldstärke, wenn wir uns der Fläche von außen her nähern. Wenn wir also diesen 
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Wert zur aus der Flächenladungsdichte errechenbaren Feldstärke addieren, erhalten 
wir den äußeren Grenzwert der Feldstärke, welcher gerade mit der gegebenen Feld- 
stärke identisch ist. Wie wir sehen, erhalten wir zur Bestimmung der unbekannten 
Flächenladungsdichte eine Integralgleichung desselben Typs wie bei der Lösung der. 
ersten Randwertaufgabe, also eine inhomogene lineare Integralgleichung. 

Der prinzipiell erfolgreichen Methode der Integralgleichung kommt heute mit der 
Verbreitung der Rechenmaschinen immer größere praktische Bedeutung zu. Über 
Integralgleichungen siehe auch Kap. 5.1.2. 


H. Verallgemeinerung des Kapazitätsbegriffes 


2.41. Der Begriff der Teilkapazität 


Wir haben uns bisher das Ziel gesetzt, bei einer gegebenen Elektrodenanordnung das 
Potential und die Feldstärke aus den Elektrodenpotentialen für sämtliche Punkte 
des Raumes bestimmen zu können. Aus diesen lassen sich natürlich auch alle übrigen 
uns interessierenden Werte, wie Ladungsdichte der Elektrodenoberfläche, Gesamt- 
ladung der einzelnen Elektroden usw., berechnen. 

Es kommt sehr oft vor, daß wir nicht sämtliche Werte benötigen. Manchmal 
interessieren wir uns für die maximale Feldstärke, manchmal dagegen nur für die 
Gesamtladung der einzelnen Leiter. Jetzt werden wir die letztere Frage eingehend 
behandeln. | 

Unsere Aufgabe ist also folgende: Die Anzahl der im Raum gegebenen Leiter sei n. 
Wir kennen den Potentialwert eines jeden, gesucht wird die Gesamtladung der 
einzelnen Leiter; oder umgekehrt: es sind die Gesamtladungen sämtlicher Leiter 
gegeben, gesucht wird das Potential der Leiter. Der Potentialwert an den übrigen 
Stellen des Raumes interessiert uns nicht. | 

Auf den Leiter (1) bringen wir die Ladung Q, = 1. Die übrigen Ladungen sollen 
Null sein. Wir nehmen an, daß wir die Aufgabe vollständig gelöst haben. und die 
Potentialwerte für sämtliche Punkte kennen, Das Potential soll durch die Funktion 
U,(z, y,z) dargestellt werden, die natürlich an den Oberflächen sämtlicher n Leiter 
einen konstanten Wert ergibt. Für die Ladungen gilt 


IE LT = = Ei; 
on on 


4A; Ar 
Wählen wir jetzt an Stelle der Ladung 1 eine beliebige Ladung Q, so wird auch das 


Potential in allen Punkten des Raumes auf das Q-fache steigen, da die Laplacesche 
Gleichung linear ist. Wenn wir den k-ten Leiter mit der Ladung 1 aufladen, so sei. 
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das Potential U,(z, y, 2); bei einer Ladung Q, wird der Potentialwert Q,U,(x, y, 2) 
sein. Auf Grund unserer bisherigen Darlegungen wird die Laplacesche Gleichung 
durch die Funktion 


U, %, z) = Qı U, Y, z) fr U;:lz, Y, A) Fr dis: 2 Q,Unl&; Y; z) 


erfüllt, da sie durch sämtliche Glieder erfüllt wird. Auch diese Funktion nimmt an 
den Oberflächen der Leiter konstante Werte an. Ferner gilt für die Ladung jedes 
Leiters 


—& & an dA = Q;- 
on 
A; 


Diese Potentialfunktion U(z, y, z) ist also die Lösung für den Fall, daß die Ladungen 
der einzelnen Elektroden in der Reihenfolge Q,, ..-, Q„ gegeben sind. Wenn wir jetzt 
den Potentialwert auf der Oberfläche irgendeines Leiters suchen, so können wir 
folgendes lineares Gleichungssystem angeben: 


U, — Mıßı + Pıs92 +" + Pin; 
U; = Paıdı + Pa2%a +. + Panda; 


U, == PrıQı 1: Pn2%: Fr 2. Tr Pan®n ” 


Hier können wir auch den physikalischen Sinn der einzelnen Koeffizienten p,, an- 
geben. Es sei 


9 =0 für I=k und Q =1 für 1=k. 


Daraus folgt U; = p,,- Wir sehen, daß p,;, numerisch die Spannung ist, die wir an dem 
Leiter i dann finden, wenn wir den Leiter k mit der Einheitsladung versehen, während 
die Ladungen der übrigen Leiter Null sind. 

Lösen wir das Gleichungssystem nach den Ladungen auf, so gewinnen wir folgendes 
Gleichungssystem: 


Qı = Cıılı + Cal: + "+ nl: 
9, = Cılı + 02Ü: +" + nl; a) 
On = Cılı + Cn2Ü ei es DER 


wobei c;, numerisch die Ladung des Leiters : für den Fall bedeutet, daß die Spannung 
des Leiters k gerade 1 ist, während die übrigen Leiter die Spannung Null besitzen. 

Wir können sowohl für die Konstante p;, als auch für die Konstante c;, den von 
Gauss stammenden Reziprozitätssatz beweisen: | 


Pr = Pi und cy =C:- (2) 
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Die Potentiale an den einzelnen Leitern sollen U,,U,,..., U, betragen, wenn die 
Ladungen an den einzelnen Leitern durch Q,, 0, --., On gegeben sind. In einem 
anderen Fall sollen die Potentiale in der Reihenfolge U], U}, ..., U’, gegeben sein, 
während die Ladungen die Werte 91, 03, ..., Q; haben. Nun bilden wir die Summen 
NQmUr bzw. 3 Q,Um, d. h., wir multiplizieren für je einen Leiter die nichtzusammen- 


m m 
gehörenden Ladungen und Potentiale und summieren diese Produkte. 

Wenn man im Reziprozitätsgesetz (Abschnitt 1.15.6.) berücksichtigt, daß 9, = U, 
9% = U’ an den einzelnen Elektroden konstant bleibt und $ DqdA = Q,, ist, so ergibt 


Am 
sich 3) U, ® DIA= 3 Un ® D' dA, was zu der Beziehung 
m Am m Am 
L Um = LE Um (3) 
m m 


führt. | 
Wir wählen jetzt folgende spezielle Anordnung: 


Die Numerierung der Elektroden sei 1, 2, 3, ..i ..k .n 
Die Ladungen seien 0, 0, 09, ..1 ..0 | 
Die Spannungen seien Us 05, Usa DE 2eD, u, 
Dann wählen wir für die Ladungen 0, 0, 0, ..0 ..1 0 
und für die Spannungen 04, 02.0,. 5:00:00, 


Durch Anwendung von Gl. (3) ergibt sich U, = U!. Das bedeutet: Die auf den 
Leiter i gebrachte Einheitsladung erzeugt auf dem Leiter k das gleiche Potential wie 
die auf den Leiter k gebrachte Einheitsladung auf dem Leiter i. Diese Aussage ist 
unserer Behauptung (Gl. (2)), es sei 9. = Pi, äquivalent. 

Halten wir hingegen das Potential des Leiters i auf dem Einheitswert, während die 
Potentiale der übrigen Leiter Null sind, und wählen in einem anderen Fall das 
Potential des Leiters k zu 1, während die Potentiale sämtlicher übrigen Leiter Null 
sind, so wird in diesem letzteren Fall die Ladung auf dem Leiter i von derselben 
Größe sein, wie im vorherigen Fall die Ladung des Leiters k war. Davon können wir 
uns wiederum durch Einsetzen in die allgemeine Gleichung | 


EQnUn =D GnUm 
überzeugen. Dies bedeutet also, daß auch die Beziehung c;, = «,,; gilt. 
Jetzt wählen wir als Ausgangspunkt die Beziehung (1). Wir addieren zur rechten 


Seite der ersten Gleichung den Wert Null in folgender Form: 


0 = 020, + 01301 + + C1nlı — C1alı — C13lı — *— Cl 
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und zur :-ten Gleichung 


=; +; + tal; + nl Hr + nl Hl; — Cal; 


Z 


Abb. 2.113 Drei in Erdnähe angeordnete Leitungen unterschiedlicher Spannung 


a) Ersatzschaltung mit Hilfe der Teilkapazitäten b) System der Äquipotentialflächen und Kraftlinien 


Auf diese Weise erhalten wir das Gleichungssystem 
Qı = C1o0ı + CalUı— U) ++ OU, — U,), 
Q2 == Oz(d; u U)) 7 O;0Ü: Par Ozn(O; = U,); (4) 
On =. OU, — U,) = Ola — U,) +++ Coon: 

wobei die einzelnen Koeffizienten folgende Werte haben: 
Co=lnttetteit + Cm 

Ok —Cı; wenn n=k. 


Wir erkennen sofort, daß die Beziehung C',, = C/,. auch hier gültig ist. Es ergibt sich 
also die Möglichkeit, eine Leiteranordnung mit Hilfe der Teilkapazitäten C,, dar- 
zustellen (Abb. 2.113). Die Anzahl der unabhängigen Kapazitätskoeffizienten kann 
wie folgt bestimmt werden. Die n Leiter können auf 


N n(n — 1) 
2)" 
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Arten verbunden werden. Dazu kommen noch die Verbindungen mit der Erde (oder 
mit dem unendlich fernen Punkt). Somit haben wir insgesamt 


n 
2 2 2 2 


n(n — 1) -Ia-(,) 
Teilkapazitäten. Dieses Ergebnis kann auch einfach so gedeutet werden, daß die. 
Erde zu unserem Elektrodensystem gerechnet werden muß; wir haben also (n-+1) 
Leiter. 

In Abb. 2.114 a, c ist ein gewöhnlicher Kondensator mit zwei Platten dargestellt. 
Diesen können wir durch das in Abb. 2.114 b, d dargestellte Kondensatorsystem 
ersetzen. Diese letzteren Kondensatoren weichen von den den Gegenstand unserer 
Untersuchung bildenden Kondensatoren darin ab, daß sie kein Streufeld besitzen, 
d. h., die Endpunkte sämtlicher von dem einen ausgehenden Keraftlinien liegen tat- 
sächlich auf dem anderen. Also kann jeder reale Kondensator als eine Kombination 
von drei Kondensatoren betrachtet werden. Diese letzteren Kapazitätswerte C,. 
bzw. CO, nennen wir Streukapazitäten. In der Praxis sind die Werte dieser letzteren 
im Vergleich zu CO, klein und spielen deshalb eine untergeordnete Rolle. In Abb. 
2.114 a, c sehen wir dasKraftlinienbild der gesamten Anordnung, aus dem wir sofort 
ablesen können, weshalb die Streukapazität so klein ist: Die Anfangspunkte des 
‘größten Teiles der Kraftlinien liegen nämlich auf der einen Platte und die Endpunkte 
auf der anderen. Auf der Erde. befinden sich die Endpunkte von sehr wenigen Kraft- 
linien. | 

Das Gleichungssystem (4) gibt auch eine Anweisung dafür, wie die einzelnen Teil- 
kapazitäten C;, gemessen werden können. Wählen wir z. B. die Potentiale sämtlicher 
Leiter zu Null, bis auf den Leiter (1), dann lassen sich unsere Gleichungen wie folgt 
aufschreiben: | | 


Qı = CoVı = 0,0, Fer C„0ı; 
Q: = LE 


On = —C1.0ı 


In diesem Fall liegen die Endpunkte der von einem Leiter ausgehenden D-Linien 
proportional zu den einzelnen Teilkapazitäten auf den übrigen Leitern. Wenn wir mit 
Ausnahme von (1) sämtliche Leiter erden und die Ladung Q; eines beliebigen Leiters i 
messen, kann die Teilkapazität aus der Beziehung C',; = —Q;/U}; bestimmt werden. 

Nun wenden wir unsere allgemeine Gleichung 3) Q,U};, = & Q,U„m auf folgende 
zwei Fälle an. Zuerst sollen die Ladungen sämtlicher Leiter Q,, Qs, ...,; Q, und deren 


21 Simonyi 
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Potentiale U, U),, ..., U, sein. Als nächsten Fall betrachten wir, daß die Ladungen 
sämtlicher Leiter im Verhältnis zu den vorherigen eine kleine Änderung erfahren 
haben. Die Ladungen sollen also Q, + d@,, Q& + d@,, ..., die Potentiale U, + dU,, 


++4t++ 


> I\ 
I LER 
| Il 
| id= h 
IE“ r 
Ian + 
Ile c 
4 P; 100 
es UL ++ir+ 
+ x 
KEITEN / 
an \ Fo 
"D-« 
7. 
c) "d) 


Abb. 2.114 Anordnung der Äquipotentialflächen und Kraftlinien sowie Ersatzschaltung eines 
realen, d. h. ein Streufeld besitzenden Kondensators unter Berücksichtigung der Anwesenheit 
der Erde: 


a) Die Kondensatorplatten haben entgegengesetzt gleiche Spannung gegen Erde 

b) Ersatzschaltung zu a) 

c) Eine der Kondensatorplatten wird auf das Erdpotential gebracht (in diesem Fall verhält sich die Anzahl der Kıraft- 
linien, deren Endpunkte an der Platte vom Erdpotential liegen, zur Anzahl der Kraftlinien, deren Endpunkte an der 
Erde selbst liegen, wie die Hauptkapazität des Kondensatörs zur Streukapazität) 

d) Ersatzschaltung zu c) 
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U, + dU,, ... sein. Durch die Anwendung der allgemeinen Beziehung finden wir 
& On(Um + dU,) = 2 (Im + IQm) Um; 


woraus wir sofort 
& Im AU, a 2 U IOm 
m 


erhalten. 
Spezialisieren wir nun unseren Fall dahingehend, daß nur dU; +0 ist, während 
alle übrigen Potentiale unverändert bleiben, so gilt 


9;dAU,;, = U,dQ, + U,d + .- + U,„dQ, 
oder, da alle übrigen Potentiale konstant sind, 


ö ö 00, 
Q; = u U, + U De +7 0 


Als Endresultat sehen wir also, daß wir den Koeffizienten c;, erhalten, indem wir die 
Ladung des Leiters i nach dem Potential des Leiters k differenzieren.: 


_ 


2.42. Die Energie des elektrostatischen Feldes 


Wir haben. den Ausdruck der elektromagnetischen Energiedichte 
RL. BE? + I uHe (1) 
7 2 u | 


zu den grundlegenden Maxwellschen Gleichungen berechnet. Wenn kein. magnetisches 
Feld vorhanden ist, besitzt er nachstehende Form: 


1 
Ww=- eE?. : (2) 


Mithin wird also die Energie des gesamten elektrostatischen Feldes 


- [zemar = ED @V. (3) 
2 ae 
V Vv 
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Diese Beziehung formen wir jetzt um, damit die in der praktischen Elektrotechnik 
‚üblichen Begriffe wie Ladung, Kapazität und Spannung im Ausdruck. der Energie 
vorkommen, und erhalten 


w.=; | epav=-, | Damavar 
v v 


=; [Vawnav -, [iv UDav, (4) 
V V 
da 
dv UD=UdivD-+DpgradVU. (5) 
Nun gilt aber 
[divuDaV=$UDda, (6) 
V A 


und so gelangen wir zu folgender Beziehung: 


W.= 5, | Varar - —punaa. m 

V A 
Hier müssen wir das Flächenintegral einerseits über die im Unendlichen befindliche 
' Fläche erstrecken, was den Betrag Null ergibt, andererseits aber über die Flächen, 
die die eventuell vorhandenen Diskontinuitäten ausschließen. Wir nehmen an, daß 
alle in unserem Feld vorhandenen Diskontinuitäten Flächenladungen tragen. Wenn 
wir das rechtsseitige Integral über diese erstrecken, gilt 


-— ® UDdA = +9 U(Dın — Dan) AA. (8) 
ri Ä 


Setzen wir diese Beziehung in Gl. (7) ein, wobei wir div D durch o ersetzen, so erhalten 
wir: 
1 1 
We | Var + z ch Uoaa. (9) 
v A 


In dieser Gleichung kommen schon keine Feldstärken mehr vor; statt dessen treten 
Ladungen und Potentiale auf. Mit ihrer Hilfe können wir z. B. die Energie eines 
Plattenkondensators berechnen. Da hier keine Raumladungen vorhanden sind, wird 
diese Energie 


Ww.= - $ U0dA (10) 
4A 
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betragen. Die Integration müssen wir für beide Plattenoberflächen vornehmen. Die 
Spannung ist sowohl an der einen als auch an der anderen Fläche konstant. Nehmen 
wir diese Spannungen zu Ü, und U, an, so erhalten wir: 


1 1 1 1 


‚Das Produkt 04 liefert die Gesamtladung der Platte. Damit beträgt also die Energie 
des Kondensators: 


1 __ 1 Q2 
w=-W=--0n-_-X. 12 
5 Q 0 (12) 


Aus Gl. (7) können wir auch auf. die Energie der Doppelschicht schließen. Die 
Doppelschicht kann nämlich als ein Kondensator aufgefaßt werden, der eine endliche 
Oberfläche, einen endlichen Potentialunterschied und eine unendlich große Ladung, 
also eine unendlich große Kapazität, besitzt. Nach Gl. (12) ist daher auch seine 
Energie unendlich groß. Die Energie des äußeren Raumes der Doppelschicht ist aber 
endlich und kann mit Hilfe von Gl. (7) bzw. Gl. (10) ermittelt werden. Man muß 
lediglich berücksichtigen, daß die Werte von U jetzt auf den beiden Seiten der Doppel- 
schicht verschieden sind: 


1 
W. = 2 f @ — U,) D, dA. (13) 
Ä 
Der hier auftretende Wert D, hat aber mit dem Wert o, der auf der einen Schicht 


der Doppelschicht vorkommt, nichts zu tun. Er ist in allen Punkten der Oberfläche 
nach der Formel 


D,=— (=) (14) 
on] 
zu errechnen, wobei die Beziehung 
1 . = 
U- y—_da (15) 
Are, on 
mit 
v= &(0, — U) (16) 


gilt. 


‚326 2. Statische und stationäre Felder 


Mit Gl. (10) können wir die Energie auch im Fall eines aus n Leitern bestehenden 
2 unter Zugrundelegung der Koeffizienten c;, bestimmen: 


=— 2 U nm dAn = : 0| 0. dA, = — 52V UnQm- (17) 


m=1 
gs Am 

Wenn wir in obiger Beziehung den Wert von Q,„ aus dem Gleichungssystem: 2.41.(5) 

einsetzen, so erhalten wir 


W. = B> Um mi; = > I Cmil;Um- (18) 


mal "Gi-1l 


2.43. Das elektrostatische Feld in Isolatoren 


Die Gleichungen des elektrostatischen Feldes lauten hier 
rt E=0; divD=o; D=.eE. (1) 


Ziemlich einfach liegen die Dinge, wenn der gesamte Raum durch ein homogenes 
Dielektrikum ausgefüllt wird, d.h., wenn & = const ist. In diesem Fall, dem auch 
praktische Bedeutung zukommt, können wir unsere Grundgleichungen in folgender 
Form aufstellen: 


rt E=0: -dvE=* 
€ 


Wir sehen, daß diese mit den im Vakuum gültigen Grundgleichungen vollständig 
.übereinstimmen bis auf den Unterschied, daß an Stelle der sogenannten wahren 
Ladungsdichte e die Feldstärke aus der kleineren ‚freien Ladungsdichte“ o/e, zu 
berechnen ist. Das Einbringen des Dielektrikums in ein Feld gegebener Ladungen 
verringert also auch die Feldstärke und so auch die Spannung proportional zu 1/e,. 

Es sei jetzt e im Raume veränderlich: e = e(x, y, 2). In erster Linie interessiert uns 
auch im allgemeinen Fall die Feldstärke E; wir wollen diese ermitteln. Da das Feld 
von E wirbelfrei ist, kann die Feldstärke demnach als Gradient des Skalars U 
abgeleitet werden. Wir können also schreiben: 


E= -gradU. 
Die zur Bestimmung von U dienende Gleichung lautet: 


ua WU y_! (+ —) da. (2) 


T Tr : EZ Ar ON, ONg 
V 4A 
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Dabei muß das Raumintegral über den gesamten Raum erstreckt werden, dagegen 
das Flächenintegral über sämtliche Flächen, bei denen die Normalkomponente der 
Feldstärke E einen Sprung aufweist. Obige Gleichung kann auch in der Form 


a I er (3) 
Ar r 
v 


r Ir 
A 
geschrieben werden. Leider ist aber div E nicht gegeben. Wir können nicht einmal 
behaupten, daß die Quellen von E dort wären, wo sich die Quellen des Verschiebungs- 
vektors befinden. Die Beziehung 


dvD=diveE=Egrade+edivE=o (4) 


weist darauf hin, daß sich die Quellen der. Feldstärke E von den Quellen von Dan 
allen solchen Stellen unterscheiden, an denen sich die Dielektrizitätskonstante vom 
Ort abhängig ändert. Dies ist z. B. an der Grenzfläche von zwei Stoffen der Fall, 
welche verschiedene Dielektrizitätskonstanten besitzen. Im Rahmen unserer Unter- 
suchungsmethode werden wir unser Feld so betrachten, als sei es einerseits aus den 
wahren Ladungen oe = div.D aufgebaut und als bestände andererseits noch eine 
zusätzliche, durch die Gegenwart von Isolatoren erzeugte Feldstärke. Nach dieser 
Auffassung können wir den gesuchten Potentialwert in der Form 


V_ 1 IE 1 divD ‚, _ 1 pe 
Are, 
v 


4r r Artey r r 
v V 
) 1 1 E 
= 1 Din + Dan dA + NEE Ein + an dA (5) 
Are, r Arc : r 
A A 
darstellen. 


Die Gleichung haben wir aus Gl. (3) gewonnen, indem wir zur rechten Seite zweimal 
Null addierten. Es ist offensichtlich, daß das zweite und dritte Glied der rechten Seite 
Null liefert. Der Wert des vierten Gliedes wird dann Null sein, wenn an der Fläche A 
keine wahren Ladungen vorhanden sind. Dies wird von uns ausdrücklich voraus- 
gesetzt. Dann geht aber die Normalkomponente von D stetig über, und es gilt 


Din + Dia = Din — Din —0. (6) 
Unsere Beziehung (5) kann noch in folgender Form dargestellt werden: 


V- an rl us (D-— &0E) dv 


r Arcey r 
V 


al [= + Dan) — Eo(Eın Tr Ezn) dA. (7) 


Areo, r 


A 
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Führen wir durch die Gleichung 
D-aE=P (8) 
den Vektor der dielektrischen Polarisation -P ein, so können wir auch 


1 oz 
T_ Press ra 5 (9) 


Arey r Arco r Arey r 
V V A 


schreiben. Das erste Glied der rechten Seite der Gleichung 


1 
BE ER SEE BR, (10) 
Are, r Are) r 
v v 


ergibt das Potential der wahren Ladungen, als wenn sie im Vakuum wären. Die 
beiden anderen Glieder berücksichtigen den Einfluß der Isolatoren. Um deren 
physikalische Bedeutung erkennen zu können, gestalten wir das zweite Glied der 
rechten Seite auf Grund folgender vektoranalytischer Beziehung um: 


pP | | 
div — = Se + P grad 2 (11) 
r r 
Daraus folgt: 
az [av Zar - [Poma-ar, (12) 
r | r r 
v v 


wobei die Integration über den gesamten Raunı zu erstrecken ist. Nun formen wir das 
erste Glied der rechten Seite mit Hilfe des Gaußschen Satzes um. Das Flächenintegral 
ist jetzt nicht nur über die sich ins Unendliche erstreckende Fläche zu nehmen (der 
Wert wäre gleich Null), sondern auch über jene Flächen, welche die Sprungstellen 
von P von dem übrigen Raum ausschließen. Auf diese Weise wird also 


far Zar - (ee dA. (13) 
Tr T 


4A 


Dabei haben wir an beiden Seiten der Fläche die gegen die Fläche gerichtete N ormale 
als positiv angenommen. 
Wenn wir dies berücksichtigen und Gl. (12) in Gl. (9) einsetzen, wenn wir ferner in. 


Gl. (13) die von der Fläche wegzeigenden Normalen als positiv annehmen, so erhalten 
wir: 


1 
P grad — dV. (14) 
r 
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Führen wir noch die Beziehung div D = o ein, so finden wir nachstehende Gleichung: 


1 1 
Dt ap Be ar. (15) 
Are, ) r Are, ; r 
V V 


Den Einfluß des Isolators deuten wir unter Zugrundelegung von Gl. (9) bzw. (15). 
Das zweite Glied der rechten Seite der letzteren besagt, daß die Volumeneinheit V 
des Isolators ein elektrisches Moment P besitzt und das Feld dieser elektrischen Dipole 
das Feld der wahren Ladungen verändert. Wir haben das Potential des Dipols in der 
Form P grad 1/r gefunden. Das Dipolmoment der Volumeneinheit können wir uns 
am einfachsten derart vorstellen, daß an den beiden gegenüberliegenden Seiten- 
flächen eines Würfels von der Kantenlänge 1 eine Ladung von der Größe +5=-+|P| 
vorhanden ist (Abb. 2.115). Das Moment dieses Dipols stimmt in Betrag und Richtung 
mit dem Vektor P überein. 


) 
++ 

| 
++ 


Abb. 2.115 Zur Deutung 
des Polarisationsvektors 
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Abb. 2.116 .Homogene Polarisation 


‘Die durch das Kraftfeld bewirkte Polarisation des ursprünglich neutralen Isolier- 
stoffes kommt so zustande, daß das Außenfeld entweder die im Isolator vorhandenen 
kleinen Elementardipole ordnet oder aber in den Molekülen bzw. Atomen die positiven 
und negativen Ladungen, die ursprünglich einen gemeinsamen Schwerpunkt besaßen, 
verschiebt. 

Aus Abb. 2.116 ist zu entnelimen, daß bei homogenem P im Innern des Isolators 
wegen dieser Polarisation nirgends eine Raumladung existiert, während eben an der 
Grenzfläche des Isolators, wo die Kraftlinien des Polarisationsvektors ihre Anfangs- 
punkte besitzen, eine negative Ladungsdichte, dort jedoch, wo diese heraustreten, 
eine positive Ladungsdichte auftritt, deren Größe etwas allgemeiner 


e=—(Pınt+ Pa) 16) 


lautet. 
Ist hingegen die Divergenz von P nicht Null, d. h., wächst das Maß der Polari- 
sation im Unterschied zu Abb. 2.116 stets an, dann weist die Ladung auch eine 
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räumliche Dichte auf, da sich die Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens der an- 
einander anschließenden Dipole gegenseitig nicht aufheben. Wenn wir.einen der auf- 
einanderfolgenden elementaren Dipole aufzeichnen, so sind an seinem Ende so viele 
positive Ladungen vorhanden, wie P-Linien in das Innere eines Würfels vom Ein- 
heitsvolumen eindringen. An der Berührungsfläche finden wir dagegen ebensoviele. 
negative Ladungen, wie P-Linien aus unserem Würfel heraustreten. Die darin 
befindliche Ladung liefert also die Divergenz der eintretenden und austretenden 
Kraftlinien. Diese Kraftlinienzahl, die in unserem Fall auf das Einheitsvolumen . 
bezogen wurde, ergibt gleichzeitig definitionsgemäß die Divergenz von P. Damit 
wird also die Ladungsdichte gegeben zu 


oe = —divP. (17) 


Das negative Vorzeichen ergibt sich, da die Richtung von der negativen zur positiven 
Ladung zeigt. | 

Wir sehen also, daß sich eine Flächenladungsdichte ergibt. Wo jedoch P eine 
Divergenz hat, ergibt sich die Raumladungsdichte. Wenn wir über unseren, zur 
besseren Veranschaulichung sehr einfach gewählten Fall hinausgehen, können wir 
Gl. (9), obigen Ableitungen entsprechend, ganz allgemein deuten: 


dvP=e; (Pat+tPa)=e: (18) 


Gleichung (9) kann dann auch wie folgt 


1 ; 1 Een 
ee Say dA (19) 
Are, ) r 4re,) r | 
I A 
oder als 
3 a Ik (20) 
Arcey, r Are, 


v 


geschrieben werden. Diese Gleichung besagt, daß durch das Einbringen eines Isolators 
wegen dessen Polarisation eine scheinbare Raum- bzw. Flächenladungsdichte (o’ bzw. 
co’) auftritt, die sich zur ursprünglichen wahren Ladungsdichte addiert und mit dieser 
gemeinsam die sogenannte freie Ladung ergibt. 

Wir bemerken noch, daß der Polarisationsvektor P auch in nachstehender Weise 
geschrieben werden kann: 


P=D-—- .E =&&E — osE = &lc — I) E —= egXE. (21) 


P ist also der elektrischen Feldstärke proportional. Der Proportionalitätsfaktor x ist 
die elektrische Suszeptibilität. 
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Die wichtigste Feldgröße des elektrischen Feldes ist die Feldstärke E, die mit der 
Kraftwirkung in engem Zusammenhang steht. Wir haben auch dem Vektor P einen 
physikalischen Sinn zuerkannt. B jedoch ist auch hier eher ein Hilfsmittel für die 
Berechnung mit der angenehmen Eigenschaft, daß divD = o. 

Jetzt können wir bereits erklären, worin die Schwierigkeit bei der Bestimmung 
des elektrostatischen Feldesin Anwesenheit von Isolatoren liegt. Ein Vektorfeld kann 
aus seiner Divergenz und Rotation bestimmt werden. Weder im Fall von E noch von 
D sind diese beiden Größen gegeben. Im Falle von E ist die Rotation zwar einfach 


rot E=0, (22) 
dagegen ist nach Gl. (4) 


divE=*— 2 E grad e. (23) 
€ € 

Im Falle von D kann dagegen die Divergenz einfach angegeben werden: 

divD=e. (24) 

Dafür ist D nicht wirbelfrei. Es ist nämlich 

rttE=0 = rot — — rot D— Dex grad —, 


also 


| 1 - 
rot D=eDxgrad —. (25) 
€ 


2.44. Das statische magnetische Feld 
Die Grundgleichungen der Magnetostatik lauten 
rtH=0; dvB=0, B=wH-+M. (1) 


Da H wirbelfrei ist, kann es als der Gradient einer Skalarfunktion U, abgeleitet 
werden, wenn wir die Divergenz von H im Feld überall kennen. Da 


dvB=div „H +M)= wdivH+dvM =0, (2) 


ergibt sich also die Divergenz von H zu 


1 
dv H= —-—divM. (3) 
Ko 
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Damit gilt also 


De er re a ul 7t H= grad U,. (4) 
dr Tr dr Tr 
V A 


Die mathematische Umformung wird in ähnlicher Weise durchgeführt, wie wir es 
schon in der Elektrostatik getan haben, mit den Unterschied, daß jetzt keine 
wahren Ladungen bestehen und dadurch der dem ersten Glied auf der rechten Seite 
von Gl. 2.43. (9) entsprechende Ausdruck fehlt. Es wird dann 


U 1 Ur 1 je + Mon dA. 5) 
Arzuo Tr 
4 


Arug r 
v 
Das zweite Glied kann hier unter der Annahme abgeleitet werden, daß die Normal- 
komponente des Vektors B an den Grenzflächen von Stoffen mit verschiedenen 
Permeabilitäten einen stetigen Übergang besitzt. Damit ist 


Un 2 [mamazar. (6) 
r 


Ar 
V 


d..h., der Magnetisierungsvektor ist gleich dem magnetischen Moment der Volumen- 
einheit. Zur anschaulichen Deutung können wir Abb. 2.116 benutzen. 

Ist der Vektor M gegeben, so kann das Feld auch durch B dargestellt werden. Es 
ist nämlich 


rot B= wrot H+ rot M= rot M. (7) 


Da die Divergenz von B Null ist, können wir B aus einem Vektorpotential ableiten ; * 
B =1rot A, und A wird 


1 [roM 


Ar Tr 
1% 


A av. (8) 


Die für die Vektoren B und H gefundenen Beziehungen scheinen sehr brauchbar 
zu sein, besitzen jedoch in Wirklichkeit lediglich eine theoretische Bedeutung, da M 
im allgemeinen nicht gegeben ıst. Nachstehend behandeln wir qualitativ lediglich zur 
Begriffserklärung den Fall, daß M in einem bestimmten Volumen konstant und 
außerhalb dieses Volumens überall gleich Null ist (Abb. 2.117). 

Praktisch kann dieser Fall mehr oder weniger annähernd durch einen Permanent- 
magneten verwirklicht werden, der eine sehr große Koerzitivfeldstärke besitzt. Die 
nıagnetische Feldstärke H können wir leicht konstruieren. HM ist nämlich wirbelfrei, 
und seine Quellen befinden sich dort, wo sich auch die von M befinden, jedoch mit 
entgegengesetztem Vorzeichen. Wo also die Ausgangspunkte von M sind, dort 
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besitzen die Linien von H ihre Endpunkte und umgekehrt. Die Verteilung der Feld- 
stärke H wird’ also dem Kraftfeld zweier gegenüberliegender gleichmäßig geladener 
Plattenflächen ähnlich sein. Dies ist uns bereits aus der Elektrostatik bekannt. Das 
Kraftfeld hat nicht genau die gleiche Form wie das Kraftfeld eines Kondensators, der 
einen großen Plattenabstand, d.h. ein großes Streufeld, besitzt. Die beiden gegen- 
überliegenden ebenen Flächen sind jetzt keine Äquipotentialflächen, da die Ladungs- 
dichte auf den Äquipotentialflächen nicht konstant ist. Das Kraftlinienbild ist den- 


Abb. 2.117 Magnetische Kraft- und Induktionslinien eines homogen magnetisierten Dauer- 
magneten. In einem solchen Fall ist im Stoffinnern B nicht parallel zu H 


noch jenem sehr ähnlich. Von dieser Vorstellung gehen wir so zum Feld von B über, 
daß wir außerhalb des magnetischen Mediums das Feld u,H einfach als mit dem Feld 
von B identisch ansehen, weil B= „„H-+ M und M =|(. Gegen das Innere des 
magnetischen Mediums setzen sich diese Kraftlinien fort, denn es ist dvB=0. 
B besitzt keine Quellen, dafür aber Wirbel dort, wo auch M Wirbel hat: am Zylinder- 
mantel. Hier werden also die Kraftlinien von B eine Brechung erleiden, jedoch selbst- 
verständlich die Gleichung divB = 0 stets erfüllen. Aus Abb. 2.117 können wir 
ersehen, daß B und H keinesfalls dieselbe Richtung besitzen müssen: Sie können im 
Stoffinnern auch genau entgegengesetzt oder unter einem beliebigen Winkel zu- 
einander verlaufen. | 


2.45. Beispiele für die Berechnung statischer elektrischer und 
magnetischer Felder in Anwesenheit von Stoffen 


1. Bei der Lösung elektrostatischer Probleme wird verlangt, daß das Potential und 
die Normalkomponente des Vektors D stetig durch die Trennfläche der Isolatoren 
von verschiedener Dielektrizitätskonstante hindurchgehen, d. h., 


U,=U,;; € (5) =. (=) . ‘d) 
2 1 


on on 
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Lösen wir jetzt das folgende nicht ganz triviale Problem. Legen wir ein Ellipsoid aus 
einem Isolator mit der Dielektrizitätskonstanten e, in ein ursprünglich homogenes 
Feld. Das Feld soll in die x-Richtung zeigen. Um die Randbedingungen befriedigen 
zu können, wählen wir das Störpotential von ähnlicher Gestalt, wie wir es schon beim 
metallischen Ellipsoid genommen haben, und zwar | 


OG(i) Fx(u) Fsb). (2) 


Die Funktion G{A) hat natürlich im. Innern des Ellipsoids eine andere Form als im 
äußeren Raum. Da das Störpotential in großen Entfernungen verschwinden muß, 
kann das Potential in Außenraum folgendermaßen geschrieben werden: 


U;(A, KB; )= C,F,(A) Fx(u) F3(v) + C26G1(A) Fx(u) F3(). (3) 


Die Konstante C', kann: durch die Randbedingungen bestimmt werden. C, und die 
Funktionen G}, F,, F,, F3 sind mit den Funktionen für das Metallellipsoid identisch. 
Im Innern des Ellipsoids hängt das Potential von „ und v in gleicher Weise ab. Für die 
Funktion G(A) haben wir als allgemeine Lösung 


Gi(A) = AG,(A) + BF,(A), (4) 


da G, und F, zwei unabhängige Lösungen der Differentialgleichung für @ darstellen. 
Im inneren Raum gilt —c? << 0, es wird aber G bei = —c? unendlich (s. 2.9.(44) 
und 2.9.(72)). Wir erhalten also die Lösung für den Innenraum 


Uld, mv) = OsFı(A) Palau) Faso). (8) 


Das Potential geht stetig durch die Fläche } = 0, d. h., durch die Grenzfläche des 
Dielektrikums. Es gilt also 


U,=T,;, bi A=0 (6). 
oder, ausführlich geschrieben, 

CO, F,(0) Fa(u) Faio) + 03610) Frl) Ps) = CaFı(0) Frlu) Ps). (7) 
Es folgt also 

F,(0) C, = C,F,(0) + 0,6,(0); G-04+ [6 


Da die Normalkomponente von D ebenfalls stetig ist, gilt 


1 /eU, 1 /aU,\ 
& — =4—|—)]) , (9) 
9 öl ]ı=o 91.\ 9 Jı=o 
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was mit Berücksichtigung der Gleichungen (3) und (5) zur Gleichung 
{ — & 
ea: (10) 
führt. Das Potential im Innern läßt sich also in folgender Form schreiben: 
C C 
U, =— CiF,(d) Fu) Fw)= —U,. (11) 
Cı Cı 


U, bedeutet das ungestörte Potential. Aus Gl. (8) und (10) erhalten wir für das Ver- 
hältnis Qz/ C 


Dane TOR Tage) ” 
TAT 
wo 
F,(0) (s + a?) g(s) 
| F 
Das innere Feld wird also 
E;i = = Ezo nz - - Es: (14) 
: EL al) | 
%&  .F(0) 


Wenn das ursprüngliche Feld mit der y- bzw. z-Achse parallel ist, .so ergibt sich für 
das innere Feld analog 


1 | 1 nn 
Ey = ———————— Eos Bar = ——— Bo; (15) 
abc abc 
1+ — (a = &) Aa 1+— (4 — 8%) As 
2&, 2&, 
wo: 
oo - oo 
en ale n 
Je +2) g(s) (s + 0?) g(s) 
0 0 


Wenn das ursprüngliche Feld eine Komponente zu jeder Hauptachse des Ellipsoids 
besitzt, so werden natürlich die soeben berechneten Komponenten des inneren Feldes 
superponiert. Das innere Feld bleibt auch in diesem Fall homogen, verläuft aber im 
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allgemeinen nicht parallel zum ursprünglichen Feld, da die Integrale A,, A,, As nicht 
gleich sind (Abb. 2.118). 

2. Die Ergebnisse des vorigen Beispiels benutzen wir zur Lösung eines wichtigen 
praktischen Problems. Stellen wir nämlich ein Rotationsellipsoid aus homogenem 


Abb. 2.118 Störung eines ursprünglich homogenen Feldes durch 
ein Ellipsoid aus dielektrischerh Material 


magnetischem Stoff mit der Permeabilität » in das homogene Feld einer Spule, so 
können wir schon das innere Feld aufschreiben: 


7 EEE URN... ERS EUR (17) 
ab? 
Ile A, 

2.73 
Der Magnetisierungsvektor lautet jetzt: 
M; = mir —DA:. (18) 
Es ist üblich, das innere Feld in folgender Form zu schreiben: 

M. 

H=H-N—. (19) 


Ko 


Die hier vorkommende Größe N wird Entmagnetisierungsfaktor genannt. Sein Wert 
ist 


As uoHo — Hi) es WlH, — H)) 2 1 = BR | (20) 
M; Aoltr — DH; Kr — 1 H; 

Nach Gl. (17) wird aber 
H ab? | 
aaa (21) 
und so gilt 

2 b2 [ 
wer gel ui (22) 
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Das Integral läßt sich in geschlossener Form darstellen: 


1 le 


In (p + Yrr—1) — 1, (23) 


wo 
p=alb. 


Wird das innere Induktiönsfeld B; = MHi+ M, durch eine Induktionsspule beim 

Einschalten gemessen und wird auch das ursprüngliche Feld H, gemessen oder 
: berechnet, so können nach der Ausrechnung von M; die zusammengehörigen Werte 
H;, B,, M, bestimmt und.die Magnetisierungskurve aufgezeichnet werden. 
3. Als drittes Beispiel soll das Feld im Innern einer Kugelschale aus magnetischem 
Material mit einer sehr großen Permeabilität berechnet werden. Damit werden wir das 
Problem der magnetischen Abschirmung lösen. Wir benutzen ein Kugelkoordinaten- 
system. Das homogene Feld soll in die Richtung der z-Achse zeigen. Die Lösung wird. 
axialsymmetrisch sein, d. h., sie hängt nicht von p ab. Das Potential des ursprüng- 
lichen Feldes lautet in Kugelkoordinaten: 


U,= —H,2 = —Hyr c0s 9. (24) 


In größeren Entfernungen soll das neue Potential auch diese Gestalt haben, da das 
Störpotential im Unendlichen verschwinden muß. Da das resultierende Potential 
eine Lösung der axialsymmetrischen Laplaceschen ‚Gleichung darstellt, muß es 
folgende Form haben: 


5 P. > D) (25) 


yn+l 
Dieser Bedingung genügt im äußeren Raum das Potential 


U,= —Hyr cosd — A —- (Hr + 5) c08 d. (26) 


Im Innern des Stoffes, d. h. in der Schale, wird das Potential 

| C\ _ 

U sch = -(# + =) c08®. (27) 
r 


Die Abhängigkeit von d muß in beiden Fällen identisch sein, sonst wäre die Rand- 
bedingung auf der äußeren. Kugelfläche (r = r,), Gleichheit des Potentials auf beiden 
Seiten dieser Grenzfläche, nicht gesichert. 

Im inneren Raum (r < r;) wird die einzig mögliche zu cos 9 proportionale Lösung 


U= —Dr cos, (28) 


92 Simonyi 
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da die übrigen Lösungen bei r = 0 unendlich werden. Um die unbekannten Kon- 
stanten A, B, C, D zu bestimmen, schreiben wir die Bedingung für die Stetigkeit des 
Potentials und für die der Normalkomponente des Induktionsvektors an der Außen- 
bzw. Innenfläche der Schale auf. So erhalten wir 


fürr = r,: 


A C 
U, —— U,n > Hırı + 7 —= Br, + ar 


a & (29) 
ou, = OU; >H, en 2A — uB _ nl, 
Or Bi; r2 r2 
fürr =r, 
C 
U sch = U, Br, u „= =Dr,, 
Zr (80) 
OU sch ou; 2u,C 
— B-—- D 
dr Fa: r? 


Abb. 2.119 Magnetostatische Abschirmung 


Eee a 


Wir haben hier vier Gleichungen mit vier Unbekannten. Uns interessiert in erster 
Linie die Konstante D in der Gleichung 


U, = —Dr cos® = —D:. 


Diese Konstante ergibt das homogene innere, d. h. abgeschirmte Feld. Durch Lösung 
des Gleichungssystems (29), (30) ergibt sich der Wert 


H, | 
N 
9 1, Mr | 


Mit Hilfe dieser Gleichung kann die Wirksamkeit der Abschirmung genau beurteilt 
werden. Abb. 2.119 zeigt den qualitativen Verlauf der H-Linien. 
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4. Mit Hilfe der Ergebnisse des ersten Beispiels können wir eine prinzipielle Methode . 
angeben, wie die Größen E, D, H, B im Innern des Stoffes gemessen werden können. 

Nehmen wir an, daß im Innern eines Dielektrikums ein homogenes Feld E,= E,, 
herrscht. Schneiden wir jetzt einen Hohlraum von. der Form eines abgeplatteten 
Rotationsellipsoids mit den Achsen a, b, c hinein, wobei a=b und c—0, dann 
haben wir nach Gl. (16) 


ef (32) 
(s+ a?) (s + c2)32 a? c 
0 
Nach Gl. (15) wird 
B.-— d____ _aeh_P 
“ 1 atc 2 1 ( &g & 

——— (g—E 
Ze, a? C ’ z 


Wir erhalten somit das interessante Resultat, daß der Verschiebungsvektor D in 
diesem Hohlraum mit dem Verschiebungsvektor des ursprünglichen Feldes identisch 
ist. Ebenso läßt sich beweisen, daß das Z-Feld in einem Hohlraum von der Form 
eines gestreckten Rotationsellipsoids mit dem ursprünglichen E-Feld identisch ist. 
Ähnliche Zusammenhänge gelten auch für das magnetische Feld. | 

5. Wie uns die Methode der Integralgleichungen in komplizierten Fällen aushilft, 
soll an Hand des folgenden Beispiels gezeigt werden. Es sei ein Isolierstoff beliebiger 
Gestalt mit der Dielektrizitätskonstanten &, in ein Feld E, hineingebracht. Der ganze 
äußere Raum sei mit einem Isolierstoff der Dielektrizitätskonstanten e, ausgefüllt. 
Es soll das Feld E bestimmt werden. Wir nehmen E als die Summe von E, und 
von den: „Störfeld“ e,d.h. E= E,-+ e. Die Randbedingung lautet: 


=n(D, — D,) = n(&E, + &06ı + Pı — &oEo — &0€2 — P;) 


= e(ne,) — EN) — 0. 
Wir erhalten also für die Flächenladung: 


Se ne, — Ne. (33) 
& 


Die Randbedingung kann aber auch folgendermaßen umgeformt werden: 

0=n(D, — D,) = n(aEı — a) = nla(E, +) — (Er + eo)]- 

Es gilt also. 

&(neı) — &(ne;) = (& — &ı) (RE)). (34) 


22* 
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Aus (33) und (34) folgt 
17) e & 0 


Eg — Er Ey - 
An der Grenzfläche selbst wird 
ma —_ fänau (36) 
Are, 


Durch Multiplikation mit n erhalten wir unter Berücksichtigung der G1. (35) unser 
Endresultat, die Robinsche Integralgleichung, für die Unbekannte co: 


sr Bud RE 7 EEE ir Ir da. (37) 


Eg — & 


& = &0; & = const gibt die Lösung für Vakuum und Isolierstoff; e, = const; 
&; — 00 gibt die Lösung für ein Metallstück im Isolierstoff. 


J. Das magnetische Feld stationärer Ströme... 


2.46. Berechnung des magnetischen Feldes 
mit Hilfe des Vektorpotentials 


Die Grundgleichungen des magnetischen Feldes stationärer Ströme lauten wie folgt: 


rt H=J,] a) 

divB=0. | 
B=uH, (2) 

also 

rot B= uJ, 


wenn u überall im Raum einen konstanten Wert besitzt. 

‚Das mathematische Problem ist zwar einfach: Ein quellenloses Wirbelfeld muß 
aus seinen Wirbeln bestimmt werden. Unser Verfahren entspricht dem in 1.14. be- 
sprochenen: Die Gleichung div B = 0 ermöglicht uns, B aus einenı Vektorpotential 
abzuleiten: 


B=1rotA. (3) 


Es ist auch üblich, den Vektor H aus einem Vektorpotential abzuleiten. Es ist aber 
logischer, jetzt den hier eingeschlagenen Weg zu verfolgen. Die Gleichung div B = 0 
besitzt nämlich allgemeine Gültigkeit, während div H.—= O0 nur bei homogenen iso- 
tropen Stoffen gilt. Man darf dabei jedoch nicht vergessen, daß A eine Hilfsgröße 
ist. Man wählt sie zweckmäßig so, daß die Rechnung möglichst einfach wird. Wir 
‚werden aus solchen Gründen auch öfter die Gleichung H = rot A benutzen. 

A selbst kann aus der Beziehung rot B = uJ ermittelt werden: 


rot ret A=graddvA — AA = uJ. (4) 
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Nehmen wir div A = 0 an, so wird 


AA= —uJ. (5) 
Suchen wir die Lösung für ein endliches Volumen, so ist nach 1.15. (40) 
2A 1 1 
oz — I — — da — — AZ ao. (6) 
on r 4r on r 


Verschwinden A und seine ee genügend schnell im Unendlichen, so ist 


_Mm([JIS in. __& [.J@) 
A Ef -dV; AP)= 22 2; Vo. (7) 
V V 


Diese Gleichung entspricht der Gleichung 


1 
= f Zar. 
Arne, |) r 
v 


Für das so bestimmte Vektorpotential A gilt auch die Beziehung 
divA=0. (8) 


Ist nun von linearen Leitern oder einfach von Leitungen die Rede, d.h. von 
solchen Leitern, deren lineare Querschnittsabmessungen gegenüber der Länge ver- 
nachlässigbar sind, so kann das Volumenelement dV als Produkt von Längsverschie- 
bung und Querschnitt dargestellt werden (Abb. 2.120). Das Produkt von Querschnitt 
und Stromdichte liefert uns aber die Gesamtstromstärke. Es ist also 


a-4 [Tar=£ ET SSR, _4b__aPp. © 
} Arc r ei r Arc r(P,Q) 
v L L L 


Die Berechnung des magnetischen Feldes geschieht also im Fall von gegebenen 
Leitungsströmen auf folgende Weise: Aus der obigen Gleichung wird das Vektor- 
potential A bestimmt; danach liefert die Bildung der Rotation die Induktion B. 

Es ist leicht einzusehen, daß die so berechnete Feldstärke der auf Grund des Biot- 
Savartschen Gesetzes berechneten Feldstärke gleich wird. Es gilt nämlich 


er = 1, (10) 
Te 


a 7 


wobei die Operationen der RR und der FOR vertauscht wurden, 
weil die Integration. nach dem Bogenelement dl, geschieht, die Rotationsbildung 
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aber durch die Ableitung nach den Koordinaten des Punktes P erfolgt. Nun ist aber 
bekannt, daß 


rot (ov) =gradgxXv® + 9gprotv, 


28 Abb. 2.120 Volumenelement eines linearen Leiters 
Ja? Av=Adl 


woraus in unserem Fall die Beziehung 


1 1 
rot u = grad — x di + — rotdi = grad in x dl (11) 
r r r r 


folgt, weil rot di, = 0 ist, da di, für die Rotationsbildung nach P als konstant an- 
gesehen werden kann. Durch Einführung dieses Ausdruckes in .Gl. (10) erhält man 


I - dio I 1 I dlx r? 
H= — tr — = — dr— xXxdi= — ; 12 
= Pd rZ m Daradr — x = r: (12) 
L L L 


was eben das Biot-Savartsche Gesetz darstellt. 
Mit Hilfe des Vektorpotentials A kann der von einer beliebigen geschlossenen Linie 
umgebene Induktionsfluß einfacher berechnet werden. Es gilt nämlich 


® —= | Bda = rot Ada. (13) 


a 


Nach dem Stokesschen Satz ist 


[rot Ada=$ Adı, (14) 

a L 

so daß 

8=dAdıl (15) 
L 

wird. 


Das über eine geschlossene Linie erstreckte Linienintegral des Vektorpotentials ist 
also den umschlossenen Fluß gleich. 
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2.47. Die Ableitung des magnetischen Feldes 
aus einem zyklischen Potential 


Das magnetische Feld eines Stromkreises ist kein wirbelfreies Feld, kann also nicht 
aus einem Skalarpotential.abgeleitet werden. Die Rotation des magnetischen Feldes 
ist aber nur dort nicht gleich Null, wo ein Strom fließt. Wird also der Stromkreis 
aus unserem Raum ausgeschlossen, so ist im zurückbleibenden, zweifach zusammen- 
hängenden Bereich überall die Gleichung rot H = 0 gültig. H kann also aus einem 


Abb. 2.121 Zur Ableitung des magnetischen Feldes 
eines Stromkreises aus einem skalaren Potential 


zyklischen Potential abgeleitet werden. Um dieses Potential zu bestimmen, soll eine 
Ebene nach Abb. 2.121 ins Innere der (ebenen) Stromschleife gelegt werden, wo- - 
durch unser Bereich in einen einfach zusammenhängenden Bereich umgewandelt 
wird. In dem so erhaltenen Raum ist U, bereits einwertig und | 


H = —grad U„- (4) 


Bilden wir nun das Linienintegral der Feldstärke H von dem an der einen Flächen- 
seite liegenden Punkt A, bis zum Punkt A, an der anderen Seite, so gelangen wir zu 
(der Formel 


ma = (Ida =1. 2) 
A: a 


Der Wert von U, an einer Seite der Fläche ist also dem an der anderen Seite gültigen 
nicht gleich: Im Wert von U „ ist also entlang der Fläche ein Sprung festzustellen, 
dessen Größe durch die Gleichung 


vu _ uw] (3) 
bestimmt wird. 


Die Lösung dieses Problems kennen wir. Das Potential U „ genügt überall der 
Laplaceschen Gleichung, mit Ausnahme einer Fläche, wo es gegebene Sprünge besitzt. 
Der .Wert des Potentials wird also nach Kap. 2.3. | 

| dr 
De Were ge (4) 
Ar, nr 4reu ön r ' 


ı 
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Wenn wir dies mit dem Ausdruck 
= — I!v— — da (5). 


vergleichen, können wir Gl. (4) folgendermaßen interpretieren: Die über den Strom- 
kreis gespannte Fläche ist mit einer magnetischen Doppelschicht belegt, welche die 
Flächendichte |m| = uI besitzt. | 

Die Feldstärke H ergibt sich. also zu. 


ni [una zen (6) 
On r 4 


Hier bedeutet 2 den Sehwinkel der Stromschleife vom Aufpunkt P aus. Diese Tat- 
sache kann also folgendermaßen formuliert werden: Jeder Stromkreis kann durch 
eine magnetische Doppelschicht ersetzt werden, deren Dipolmoment je Flächen- 
einheit [| = uI beträgt. Im besonderen kann ein ebener Stromkreis von der Fläche a 
in großer Entfernung durch einen magnetischen Dipol mit dem Moment 


m = ula (7) 
ersetzt werden, da hier 


H = —-grad Un (8) 


geschrieben werden kann, wo 
1 1 
Un = - m grad — = + — —. -(9) 
Aru 


Es soll nun das Vektorpotential derselben kleinen Stromschleife oder desselben 
'Magnetdipols bestimmt werden. Es wird also jener Vektor A gesucht, für. welchen 
die Gleichung 


H= z = 2 rot A = — grad U, = en: EN — (10) 
a Ar r? = 


ihre Gültigkeit bewahrt. Es wird behauptet, daß der Vektor 


im 0 
N Ja 
irn 7 


1 1 
= —— mxgrad — (11) 
Ar r 
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eine Lösung obiger Gleichung bedeutet, daß also 

1 1 
— rot (m x grad -} — — grad — (12) 
Ar r Ar 


gilt. Der angegebene Vektor A kann also als Vektorpotential des Dipols angesehen 
werden. Es ist nämlich nach den Gleichungen 1.14.(25) und 1.14. (26) 


r? Dirt 
rot (m x 7) = — Term, (13) 


r? un 2 a 1 
grad (m z) — Tim = —rot (m x ) = rot (m x grad ) : (14) 
r? 2 r? r 
Da m konstant ist, gilt Ti” = 0. 
Hieraus kann die Richtigkeit unserer Behauptung ersehen werden. Das Vektor- 
potential des durch sein Moment m bestimmten Magnetdipols beträgt also 


1 1 1 
Au nr ea (15) 
4r r 4re r 


In dieser Gleichung bedeutet, wie bisher immer, P den Aufpunkt, für den wir also 
den Wert der betreffenden Größen berechnen wollen (hier den Vektor A), und Q 
den Laufpunkt, d.h. in diesem Fall den Punkt, in dem sich der Dipol m befindet. 


Wir beweisen nun, daß das magnetische Feld einer beliebigen stationären, im Endlichen 
"liegenden Stromverteilung in erster Näherung mit dem Feld eines Dipols identisch ist. 

Wir entwickeln den Ausdruck 1/r(P,Q) in Gl. 2.46.(9) unter Verwendung der symmetri- 
schen Koordinaten P(z,, 23 X3). Ql&1, $3 £3) in eine Taylorsche Reihe (Abb. 2.122) 


1 1 x o 1 u | 
el a ee IE SE. TERN 16 
rpg TPp 2, x, rp u EIER I 0x; 0%, ee in 
Das Vektorpotential wird also 
Ar) = AP FADWD HAI HL ..., (17) 
wo 
11 
A! = — — | Kro)dV, (18) 
Arrp 


AD — Be [Ir grad -) J(ro) AV usw. (19) 
Ar, rp 
y 
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ist. Es ist leicht zu beweisen, daß AP gleich Null ist, denn der Raum kann wegen div) = 0 
in geschlossene ./-Röhren aufgeteilt werden, die alle den Wert Null liefern. 


Abb. 2.122 Zur Deutung der Gl. (20) 


Mit Hilfe umständlicher Umformungen erhalten wir für A! den Ausdruck 


au — 3 Mar u MXN xr ay. (20) 
2r% 


Führen wir jetzt das magnetische Dipolmoment des ganzen Strömungsfeldes durch die 
Definition 


m = 2 [roxnar 
ein, SO erhalten wir für das Vektorpotential AU 


1 
AU) = — mx <= -—— mx grad =; rp<rgmax: 
4 dr rp 


Damit haben wir für AU) einen Ausdruck gefunden, welcher mit (11) identisch ist (siehe auch 
Kap. 4.9. und [1.13)]). 
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Wie bereits bewiesen wurde, spielt das Vektorpotential A im Magnetfeld prinzipiell 
dieselbe Rolle wie das Skalarpotential U im elektrostatischen Feld. In der Praxis 
begegnet man jedoch dem Vektorpotential viel seltener. Dies kann man damit er- 
klären, daß zur Messung der Potentialdifferenz U ein besonderes Meßgerät zur Ver- 
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fügung steht und daß diese Potentialdifferenz auch bei der Bestimmung des Energie- 
verbrauches — eines in der Praxis äußerst wichtigen Faktors — unmittelbar mit- 
wirkt. Dem Vektorpotential kommt auch in den theoretischen Berechnungen eine 
weniger wichtige Rolle zu. In den praktischen Aufgaben werden nämlich die Rand- 


B 


Abb. 2.123 Zur qualitativen Bestimmung des Vektorpotentials A. Das B-Feld wird als fiktives 
Stromdichte-Feld betrachtet. Die dieser Stromdichte entsprechende fiktive Induktion ergibt 
den Vektor A 


werte von. U unmittelbar und sehr einfach angegeben, während im magnetischen 
Feld die für A geltenden Bedingungen erst durch die.Randwerte von H und B auf- 
gestellt werden können. 

Über den allgemeinen Verlauf des Vektorpotentials A können wir erst dann ein 
‚Bild erhalten, wenn wir genügend praktische Übung haben, uns das qualitative Bild 
des magnetischen Feldes einer gegebenen Stromverteilung vorzustellen. 

Schreiben wir nämlich die zwischen der magnetischen Feldgröße B und der Strom- 
dichte .J bestehende Beziehung und die Gleichungen zwischen dem Vektorpotential A 
und der magnetischen Induktion B nebeneinander auf, so wird 


rot B= wJ, rt A=B, 


(1) 
dvB=0, divA=ß0. 


Wir sehen also, wenn wir die einer gegebenen Stromverteilung entsprechende 
magnetische Feldverteilung als eine fiktive Stromverteilung ansehen, daß dann das 
dieser fiktiven Stromverteilung entsprechende fiktive magnetische Feld mit dem ge- 
suchten Vektorpotential übereinstimnit (Abb. 2.123). Es taucht natürlich die Frage 
auf, warum dieses Vektorpotential nötig ist, nachdem uns das magnetische Feld 
bereits bekannt ist. Es sei betont, daß hier nur qualitative Ausgangskenntnisse 
vorausgesetzt werden und nur ein qualitatives Resultat erhalten wird. Zur Bestinı- 
mung quantitativer Resultate ist jedoch meist die vorherige qualitative Kenntnis 
der Lösung nötig. 
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1. Das Feld eines unendlich langen geraden Leiters. Da sämtliche Leiterelemente 
‚im gegebenen Fall die +z-Richtung aufweisen (Abb. 2.124), kann A auch nur eine 
Komponente in z-Richtung besitzen: 


L:.; L 
4-11 in, (2) 
4r k 4r Yr + 2 
—L 


[7 
—L 


Abb. 2.124: 
Zur Berechnung des Vektorpotentials einer geraden Leitung 


z=-L 


Wächst L über alle Grenzen, so wird das Integral divergent. Bekanntlich kann 
eine unendlich lange Linienladung, auf einen Punkt im Unendlichen bezogen, kein 
endliches Potential im Endlichen besitzen. Entsprechend ist es hier: Ein Vektor- 
potential,.das im Unendlichen verschwindet, ist nicht möglich. 

Die einzige Komponente des Magnetfeldes ist durch 


+L 


104, Ir ‚de 
ko Or. in) (+ 


gegeben. Dieser Ausdruck hat bereits einen endlichen Wert für L — oo und liefert 
auch die bekannte Beziehung 


Ir [ dz I 
H,.=—- I —  —— =, 4 
u iu 4 22)3/2 Der ( 5 


2. Im Feld von zwei parallelen, von gegenläufigen Strömen durchfluteten un- 
endlich langen Leitern existiert ein endliches Vektorpotential A. Dieses kann auch 
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diesmal nur eine Komponente in der z-Richtung haben; sie lautet: 


ee +L 
I dz I dz 
FERN JE BRD GE 6 
Ir / Vz +r an) ya? +r 


Zu ee 2 en open 
| z+ fat, 8 \rıyB4+n -IHVBHn) 


2 Ar 
Hieraus ergibt sich durch den Grenzübergang L — 
A ne, (6) 
2r 


rj 


Aus dieser Beziehung können die beiden Feldstärkekomponenten durch Ableitung 
erhalten werden: 


ln ee M 


üs ist bekannt, daß die Gleichung der magnetischen Kraftlinien die Form 


d 
— Hr bzw. —H, dx + H, dy —— 0) (8) 
dy ZH, Se " 


hat. Durch Einführung der Ausdrücke (7) für die Komponenten A, und H, erhält man 


ER LE ER (9) 
0x 0Y | 

Folglich fallen die durch dA, =0 oder .A. = const bestimmten Kurven mit den 
Kraftlinien H zusammen. Diese Kraftlinien sind nach Gl. (6) Kreise, in voller Ana- 
logie zu den Kreisen U = const, die man dann erhält, wenn die beiden Leiter mit 
Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens belegt sind. Das Potential zweier Linien- 
ladungen ist nämlich 


een (10) 
ru N 


Aus diesen Betrachtungen folgt noch, daß die H- und E-Linien aufeinander senk- 
recht stehen, da die E-Linien senkrecht zu den Kurven U —= const verlaufen, letztere 
aber mit den Linien A. — const zusammenfallen und diese gerade die M-Linien 
liefern. 

Ein ähnliches Verhältnis zwischen E und H wird sich auch bei den elektromagne- 
tischen Wellen herausstellen. 
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3. Auf Grund der eingangs besprochenen Analogie wird das Vektorpotential einer 
einzigen kreisförmigen Stromschleife nur eine, nämlich die 9-Komponente, auf- 
weisen. A, hängt von o natürlich nicht ab: Die ganze Anordnung ist zylindersymme- 
trisch. Wir können deshalb einen Punkt ? mit den Zylinderkoordinaten (z, r, 0) in 


Abb. 2.125 Zur Berechnung des Vektor- 
potentials eines Kreisringes 


der (x,2)-Ebene wählen und A, in diesem ausgewählten Punkte bestimmen.Die bei der 
Berechnung benutzten Zusammenhänge sind aus Abb. 2.125 ohne weiteres ablesbar. 


Es wird also 
It et 


Hi Kol dicos@' welt, i cos p' dep’ __ Bolro [ cos o' de’ 
? Ar P 0 4r P 0 dr ; Vz? +r?+ rn — 2rır cos gp' 
(11) 


—P und durch Umordnung 


Durch Einführung der neuen Veränderlichen = z 
der Gleichung wird 


27 DE a ee EEE 


r/2 
[ RE. ER 
"mr Y2+(r+n)J Mi - k2sin? 
0 
r/2 


VER HT | VI Rene a 
Tr 


0 


(12) 


KO VAF ER (3%) ir] 


Iren r 


_ Holro 1 F Zr 
Te Y 2 


22 +(r + r)° 


an 
De” 
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“wobei 
EEE.) EB (13) 
"+ (r+ro)® 
gilt. 
Hier sind F (n/2, k) und K(r/2, k) — die häufig auch mit K(k) bzw. E(k) bezeichnet 
werden — die auch in Tabellen enthaltenen vollständigen elliptischen Integrale 


erster und zweiter Art, die durch 


| [2 
F (3: ) De Te 
2 yı — k® sin? ß 
0 


r/2 


E (3, ) - {fi — 8 sin? B dß 


definiert sind. Von den Eigenschaften elliptischer Integrale wird später die Rede 
sein. Somit kann A, in folgender Form geschrieben werden: 


A, = er nett r)2jpl2 (' = 3) r(2. ) —E 34) (14) 


Wird nun hier die für kleine k-Werte gültige Reihenentwicklung von F(#/2, k) und 
E(r/2, k) angewandt, nämlich 


2 „[« k? k?\® 

BR — —]1 2 — 9 Kr .;, 15 
ra) a2 (5) + (15) 
£ 2\ 2 

TE 2 8 8 


so kommt man mit [2? + (r + r0)?/2 & R und r/R = sin d zu folgender Beziehung: 


a Ba el) 


„Pl R La r Hol sin® r5 1 wolrörsind ch (m x grad 5) . (17) 
F 


4 r 16 4 R= 4x R2 Ir \ 


Dieser Ausdruck zeigt volle Übereinstimmung mit Gl. 2.47. (15). 
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Dieselbe Aufgabe kann auch in einer anderen Weise gelöst werden. Nach Gl. (11) 
ist 


Zr 

Äye Mol f dl cos p = olro [ cosop'de (18) 
dr 0 4re 0 

0 


Die Funktion 1/e kann entsprechend Kap. 2.28 in n Reihe entwickelt werden: 


1 1 1 1 rg C08 9’ sin d 


En a u ee FF a it EEE PER SEEN Sr 
Zu yı TE el, ee en 
ne cCOoSYy + (2) 19) 


wobei für den Punkt P die Beziehung cos y = cos p’ sin #gilt. Brechen wir hier beim 
zweiten Glied ab, so wird 


Zrı 
oo cos? po’ sin ® 
A, = — do = 
? vs BR eo re 


0 


Ir? Irgr sin ö 


An (20) 


Dieser Ausdruck stimmt selbstverständlich mit den für große Abstände gültigen 
Beziehungen Gl. (17) bzw. Gl. 2.47 (15) überein. - 


2.49. Berechnung des zylindersymmetrischen 
magnetischen Feldes 


2.49.1. Das Feld einer beliebigen Spule 


Wir bestimmen zunächst das axiale magnetische Feld einer Spule, die nur aus einer 
Windung besteht, und benutzen dieses Ergebnis zur Berechnung des axialen Magnet- 
feldes einer beliebigen Spule. Fließt in einem kreisförmigen Leiter mit dem Radius r 
cin Strom /, so kann die magnetische Feldstärke in einem beliebigen Punkte z der 
Achse nach dem Biot-Savartschen Gesetz 


Bose ) 
Ark) r? +2 Ar Wer z n 2?) ‚Vera r+z 
1] 


berechnet werden (Abb. 2.126). nn ist also 


I ....# 


23 Simonyi 
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Die magnetische Feldstärke hat also in der Leiterebene ihr Maximum und nimmt 
links und rechts von dieser ab. | | 

Betrachten wir nun entsprechend Abb. 2.127 eine durch eine beliebige Innenkurve 
r =r,(z) bzw. Außenkurve r = r,(z) begrenzte Spule. Die Windungszahl dieser Spule, 
auf die Querschnittsflächeneinheit bezogen, sei n. Nun sei (Abb. 2.127) ein Kreis- 
ring von der Dicke dz, und der Breite dr — also mit dem Querschnitt d2, dr — aus- 
geschnitten. Darin fließt ein Strom von | 


dar =z=n d2o dr Is; (3) 


wobei I, die Stromstärke in einer einzigen Windung bedeutet. Dieser Kreisring er- 
zeugt in einem beliebigen Punkt der Achse die magnetische Feldstärke 


:n ddr Io. r2(2,) 
2 [r?(20) + @ — 20° 


d2H(z) = (4) 


Abb. 2.126 Berechnung des Magnetfeldes Abb. 2.127 Berechnung des magnetischen 
eines Kreisleiters längs der Achse | Feldes einer beliebigen Spule längs der Achse 


Die Feldstärke, die eine zwischen der Innen- und der Außengrenze liegende flache 
scheibenförmige Spule von der Breite dz, im Punkt P(z) erzeugt, erhalten wir durch 
Integration dieser Beziehung zwischen den beiden Grenzen r;(2,) und r,(2o). Es ist 
also 


Tal2o) 
nl, r® dr 
ame = dn | Garen = 
r (20) 


Die magnetische Feldstärke der vollen Spule im Punkt P(z) kann wiederum durch 
"Integration dieses Ausdruckes über 2, bestimmt werden, d. h., 


oo T.(20) 


f _n]g | rdr ” 
‚H%@) = 3 | 2 zepR‘ (6) 


o Tı(20 
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Diese Beziehung liefert uns im Falle einer unendlich langen, gleichmäßig verteilten 
Spule konstanten Querschnittes die bekannte Formel 


NI 
Wr re 


worin N die zur Länge ! gehörende Windungszahl bedeutet. 


2.49.2. Berechnung des zylindersymmetrischen Feldes 
mit Hilfe des Vektorpotentials 


In der Elektronen- und Ionenoptik spielen die rotationssymmetrischen magnetischen 
Felder eine ebenso große Rolle wie die rotationssymmetrischen elektrischen Felder. 
Sie müssen deshalb etwas ausführlicher untersucht werden. Stellen wir uns vor, ein 
"Magnetfeld werde durch eine rotationssymmetrische stromdurchflossene Spule von 
beliebigem Querschnitt erzeugt. Aus der Rotationssymmetrie folgt sofort, daß das 
Feld vom Winkel p unabhängig ist, daß also d/öp = 0. Es ist auch H, = 0, da kein 
Spulenring ein Feld dieser Richtung liefert. Ferner ist die Richtung der i in der Spule 
fließenden Ströme stets senkrecht zur z-Achse, so daß auch das Vektorpotential 


je Far (8) 
4 


T Tr 


überall senkrecht zur z-Achse verläuft, d. h. überall A, = 0 gilt. 
‚Beachten wir die Beziehungen 3/&p = 0 und A, = 0, so kann B = #H = rot A 
in folgender Form geschrieben werden: 


w 


1 0 
H. = —— (rA,), 
er BL e) 


— 9). 


EN ER (10) 
r or r Yo 
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geschrieben werden. Diese Gleichung vereinfacht sich wegen A, = 0 und 2/&p = 0 
zu 


4, e., (11) 


da A, wegen H, = O nach Gl. (9) nur von r abhängig ist. Die Komponente A, hat 
an der Stelle r = 0, d.h. an der Symmetrieachse der Spule, eine Singularität, was 
physikalisch nicht möglich ist. Aus diesem Grunde muß A, = 0 sein. Das Vektor- 
potential A eines rotationssymmetrischen magnetischen Feldes besitzt also nur die 
Komponente A,. Zu ihrer Bestimmung dient die Gleichung 


rot H = rotro A=0. 12 
u 


Für uns ist nämlich der Bereich des Feldes von Interesse, der in der Nähe der Achse 
liegt, der aber nicht von der Spule eingenommen wird. Folglich kann hier auch kein 
Strom fließen, und es muß rot H = 0 sein. Zwei Komponenten des Vektors rot rot A 
sind identisch Null, die dritte liefert für A, die Bestimmungsgleichung 


0A, , 0°A, 0 (A, 
IöhleSe 0 ARBSAER raei | Ey 13 
02? Or? + or | Tr ) en 


Hierzu sei noch bemerkt, daß rot rot A in der Regel mit Hilfe der Beziehung 
rot rot A=graddvA— AA (= —AA, wenn divA=0) (14) 


berechnet wird, wobei die Komponenten des Vektors AA der Reihe nach AA,, A4,, 
AA, sind. Die Abhängigkeit dieses Ausdrucks vom Koordinatensystem erkennen wir 
daraus, daß Gl. (13) nicht der in Zylinderkoordinaten aufgeschriebenen Gleichung 


AA, = divgrad A, = 0 (15) 


entspricht. Später wird noch gezeigt werden, daß im Falle von Zylinderkoordinaten 
die Ausdrücke div grad A und (rot rot A). nur für den Vektor A(A., 0, 0) identisch 
sind. 

Greifen wir auf Gl. (13) zurück. Wir wollen hier einen Zusammenhang zwischen 
den an der Achse angenommenen Werten von A und H und den Werten dieser 
Größen in einem beliebigen Raumpunkt finden, wie es auch beim elektrischen Feld 
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der Fall war. Wir entwickeln die Funktion A,(z, r) in eine Reihe nach r. Da Hz, r) 
eine ungerade Funktion von r darstellt — wenn wir nämlich im Koordinaten- 
system (z, r) an Stelle von r den negativen Wert (—r) setzen, wird wegen der Ro- 
tationssymmetrie auch H, sein Vorzeichen ändern —, muß entsprechend uH, 
— —04A,/02 auch A, eine ungerade Funktion von r bleiben. Die Reihe kann also 
folgende Glieder enthalten: 


Ay, r) = rfıle) + ra) +. (16) 


Nach Durchführung der angedeuteten Differentiationen und nach Einführung der 
so gewonnenen Beziehungen in Gl. (13) erhält man durchVergleich der verschiedenen 
Potenzen von r folgende Bestimmungsgleichungen für die Funktionen f;(2): 


Is@) = _h®. Is@) = 


192) 
er 1 (17) 


2.42.6 


Es ist also 


yS 
2.42.6 


3. 
Ayla, r) =rhl) — ı@) + 


Er KO) +. (18) 


Nun ist es möglich, auch für 4, bzw. H, diese Gleichung aufzuschreiben. So ist z. B. 


1 orA4 r2. 
Hl) = —- Te = Yd)-—file) +. (19) 
r or 2 


Aus dieser Beziehung kann zugleich auch die physikalische Bedeutung von f, (2) fest- 
gestellt werden. Entlang der Achse, also im Fall r = 0, gilt nämlich 


AH, 0) = 2fılz). (20) 


Deswegen gilt weiter 


un (2, 0) 
fi N 


id 


(21) 
Letzten Endes können also A,(z,r) und auch H,(z,r) sowie H,(z,r) berechnet 


werden, sobald der Wert von H entlang der Achse mit Hilfe von Gl. (6) bestimmt 
worden ist 


1 2n+1 
H@r+ (2) (5) ö (22) 
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2.49.3. Die Berechnung des Magnetfeldes einer Helmholtzschen Spule 


Die eben abgeleiteten Bezieliungen werden in erster Linie in der Elektronenoptik 
angewendet. Wir wollen sie nun jedoch zur Berechnung der günstigsten Bedingungen 
einer zum Aufbau eines homogenen Kraftfeldes dienenden Helmholtz-Spule ge- 
brauchen. 


5? 


Abb. 2.128 | 
Zur Berechnung des Feldes einer Helmholtz-Spule 
H,(z,0) 


Wir betrachten zwei Spulen (Abb. 2.128). Das Feld dieser Spulen entlang der 
Achse sei durch 


_ 1 e 1. 1 | - 
H ‚(2,.0) = 2 rl ru 2 d+ „)2jpr2 T [2 + (d_ ep + (d T = 
Hd. z(z + 2d)\-3l2 zz — 2d)\-3te i 
Ar? + d2)32 (( gu Pe + 72 +(! = re 9 ) | (23) 


beschrieben. Dem binomischen Satz zufolge kann eine Reihenentwicklung in der Form 


(1 + u)42 —=1 - u-+ 2 uU — ++ 


angewendet werden. _ 
In unserem Fall lautet die Reihe 


2 
rl 


H (2,0) = 2(r? + aaa ge dayolz 


2 +02 + 024], (24) 
wobei | 


FR 15d? — 3 (r} +?) 
"rd + AR) 
ist. | | 


2.50. Die Energie des magnetischen Feldes Ä 359 


Bilden wir noch die zweite Ableitung von H,(z, 0) 


rsI rsI 


H;(z, 0) = Zr: + DR (20, +4- = -O2R+-)% re (25) 


so kann jetzt der Wert von H,(z,r) nach Gl. (19) und Gl. (21) angegeben werden. 
Sind z und r genügend klein, so gilt 


r\2 rl r.\® 
H.z,r) x H,(z,0) — H/(z, 0) (z) » H;(, 0) — rpm Cz (2) (26) 


"Durch zweckmäßige Wahl der geometrischen Verhältnisse kann erreicht werden, 
daß | 


1502 — 3 td) 


C, = 27 
(+ a? 

ist. Diese Bedingung ist offensichtlich durch 

tr, = 2d (28) 


erfüllt. In diesem Fall kann das Magnetfeld zwischen den beiden DPAIER als homogen 
betrachtet werden: 


H,.(z,r) z H.(, 0). (29) 


Mit einer ähnlichen Annäherung gilt auch H,(z,r) » 0. Die obige Anordnung er- 
möglicht also die Erzeugung eines homogenen magnetischen Feldes. 


2.50. Die Energie des magnetischen Feldes 


‚Die Möglichkeit der Umformung 
1 1 
w.== [ EDar=Z oU dV (1) 
2 ı 2 
V v 


wurde in der Elektrostatik bereits bewiesen: Man kann also aus einer der Nah- 
 wirkungsauffassung entsprechenden Energiebeziehung eine der Fernwirküungs- 
auffassung entsprechende Gleichung ableiten. Im folgenden sei nun gezeigt, daß 
ähnliche Zusammenhänge auch bezüglich der magnetischen Energie gewonnen 
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werden können. Ist nämlich 


Wu, | HB AV =, | HroA av, (2) 
V V 


so kann Gl. (2) unter Berücksichtigung von 
div(HxA)=Arot H — Hrot A (3) 


in folgender Form geschrieben werden: 
1 f 1 
Wu, [ Aromav -z [ divansaar. (4) 
v vV 


Das letzte Glied dieser Gleichung liefert bei Integration über das gesamte Feld 
den Wert Null, was durch Umformung des Volumenintegrals in ein Flächenintegral 
mit Hilfe des Gaußschen Satzes leicht einzusehen ist. Es gilt nämlich 


[div HxA)dV= $(HxXA)da. (5) 
14 a 


In einem geschlossenen Stromkreis kann nun die magnetische Feldstärke aus dem 
Potential einer Doppelschicht abgeleitet werden. In genügend großer Entfernung ist 
das magnetische Potential dem Sehwinkel, d.h. dem Quadrat der Entfernung, pro- 
portional. Die magnetische Feldstärke nimmt also mit der dritten Potenz der Ent- 
fernung und das Vektorpotential entsprechend mindestens mit 1/r? im Unendlichen 
ab. Das Prödukt der beiden Größen verschwindet also mindestens proportional 1/r®, 
und das Integral liefert uns, über die im Unendlichen liegende Kugelfläche erstreckt, 
den Wert Null. Die Gleichung nimmt also die folgende einfache Form an: 


Wa=z | Ars mav=, | avar. (6) 
v V 


1 Ru] 
Dieser Ausdruck ist völlig dem Ausdruck W., = > oU dV analog; an Stelle der 


Ladungsdichte tritt jedoch hier die Stromdichte und an Stelle des Skalarpotentials 


das Vektorpotential auf. | 1 
Ebenso ist uns aus der Elektrostatik der Ausdruck W, = 5 CU? für die elektro- 


statische Energie bekannt. Sein Analogon kann sofort für mehrere Leiter aufgestellt 
werden. Wenn wir nämlich in die vorher abgeleitete Formel der magnetischen Energie 
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den Ausdruck 


(7) 
Ix 
für das Vektorpotential einführen, so erhalten wir 
di 
Wa= 2 Ir — JdV. (8) 
= k=1 
v Lx 
Wird nun die Integration im Raume mit Hilfe der schon öfter angewandten Be- 
ziehung dV; = a; di; durchgeführt, so on man zu folgender Gleichung: 


n n dl.d n n 
Ä wer.) Are di, dl; = 24 Lyull,, (9) 


IT i— l1k=1 i=1lk-l 


in die wir bereits den Auodräek für die Induktivitäten (siehe Kap. 2.51.) eingesetzt 
haben. 

Im Fall eines einzigen Leiters ergibt sich für die magnetische Energie in voller 
Analogie zur elektrostatischen Energie 


Win =, LI®; (10) 


sie ist also der Selbstinduktivität und dem Quadrat der Stromstärke proportional. 
Im Fall von zwei Leitern wird 


Win (Zul? + Laelıla + Laılalı + Lel?] 


Ss 8 


[L.ı!1 + 2L,2JJıla + Lal3]. (11) 
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Gemäß Abb. 2.129 seien n verschiedene Stromkreise in einer beliebigen, willkürlichen 
geometrischen Konfiguration gegeben. Die Ströme seien mit 2, %, ..., ?„ bezeichnet. 
Die einzelnen Kreise seien dabei mit den magnetischen Flüssen ®,, Ö,, 2 D,„ ver- 
kettet. Es wird also 


9, = [ Bda. (1) 


Gx 
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Da B=1rot A. ist, kann diese Gleichung wie folgt umgeschrieben werden: 


®, — [rot 4 da. (2) 


17% 


Durch Anwendung des Stokesschen Satzes erhälten wir 


= $Adlk. (3) 
Cr 


A kann folgendermaßen berechnet werden: 


di, 


aA ver (4) 


I) r ı-ı 4 r 
v c 


j Abb. 2.129 Stromkreise zur Berechnung der 
ln Induktionskoeffizienten 


Hier ist die Integration über alle Raumteile zu erstrecken, in denen die Stromdichte 
von Null verschieden ist, also über sämtliche Leiter. Diesen Ausdruck wieder in die 
vorherige Formel einführend, erhalten wir: 


0 | Ad = bEEp U (5) 
ı=ı 4 Tat 
Cr Cr C, 


Wir wollen nun die folgenden Bezeichnungen einführen: 


.£ dl,dl. 
La = Lu = — ® ® _. s (6) 
75. 47 
/ Cı C; 


und kommen dann zur Gleichung 
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Die Größen L,,; und Ly4 nennen wir gegenseitige Induktionskoeffizienten. Der 
symmetrische Bau der Formel für L,, zeigt die Gleichheit der beiden Koeffizienten 


Ip = Lu- 


Gleichung (6) kann zur Berechnung der Selbstinduktionskoeffizienten, also für die 
Ausdrücke der Form L,,, nicht verwendet werden, da in diesem Falle auch der Wert 
r = 0 auftreten würde, durch den das ganze Integral divergent würde. Man darf 
jetzt vom räumlichen Integral nicht zum Linienintegral übergehen. Aus der Glei- 
ehung 


2 2 2 dr, T 
V 14 v’ 


-tolgt sofort = 


m je d/av'. (8) 
5 TT % r 
273 


2.52. Berechnungsmethoden für Selbstinduktivität 
und Gegeninduktivität 


Im vorigen Kapitel ermittelten wir in geschlossener Form die Gegeninduktivität 
zweier Leiter und die Selbstinduktivität eines einzelnen Leiters. Für praktische Be- 
.rechnungen ist es jedoch häufig zweckmäßiger, entweder die Beziehung 
1 
Wn=| -MdV=—Lr (1) 
v 


oder aber den Ausdruck 
a k=1 


zu verwenden. 
Dabei kann der Induktionsfluß eventuell aus der Beziehung 


8; =dAdı; (3) 
C 


berechnet werden. Die einzelnen Methoden werden oft miteinander kombiniert an- 
gewandt. 
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Als praktische Anwendung der Bestimmungsgleichung 


dl, di 
irre (4) 
012 


sei hier die ereeeiligs Induktion zweier koaxialer Kreisringe mit parallelen Ebenen 
untersucht. Entsprechend Abb. 2.130 können hier die im Kap. 2.48 abgeleiteten Zu- 
sammenhänge Ber werden. Es ist also | 


1, coso do’ 
La = =y = p“ nr 2 ee EN AP op (5) 
2 +r7 +12 — 2rır, cos Fa 


Abb. 2.130 Zur Berechnung der Gegen- 
induktivität zweier Kreisringe 


Da aber 


ddl = Arır, (6) 
C, 


folgt 


Ban (n +) l' = 5)? (3 ) — E (2: .) (7) 


Dabei ist 
I2 == 


Arırz 


NEHErE Ein. „BEBEReN 8 
2+ln+nr)® - 


2.53. Die elliptischen Integrale und die elliptischen Funktionen 


Die elliptischen Funktionen können durch zwei Problenikreise auf ganz verschiedenen 
Wegen erreicht werden. Inı vorliegenden Buch haben wir beide Wege eingeschlagen. 

Historisch sind zuerst die elliptischen Integrale bei der Auswertung einiger be- 
stimmter Integrale aufgetaucht und die elliptischen Funktionen als deren Umkehr- 
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funktionen eingeführt worden. Andererseits können die elliptischen Funktionen 
durch ihre funktionentheoretischen Eigenschaften, nämlich durch die Doppel- 
periodizität und ihre Singularitäten, charakterisiert werden. Durch die elliptischen 
Funktionen können also, wie wir schon gesehen haben, parallelogrammartige Be- 
reiche abgebildet werden. Die Verwandtschaft der elliptischen und trigonometrischen 
Funktionen tritt immer deutlich hervor. Die letzteren können als entartete elliptische 
Funktionen angesehen werden. 


2.53.1. Die elliptischen Integrale 


Es ist uns bekannt, daß sich die Integration von Ausdrücken der Form 


[Re Yaz? +bx + c) dr, 


wobei Rx, Yax? +br+ c) eine rationale Funktion von x und Yax? +bxr-+c be- 
deutet, durch Substitutionen auf die Integration von rationalen Funktionen von x 
und auf einfache Integrale, wie zum Beispiel 


dr 
yı-z 
also auf die Integration rationaler und elementarer transzendenter Funktionen, zu- 


rückführen läßt. 
Auf ähnliche Weise kann der Ausdruck 


[Re Yaxt + Pr? + ya? + öcH E) dx 


auf die Integrale 


T 


we J BEEPEERRE... EN a) 
ya) (1 — k22) 
s-/ Ver ® 
® (1 + na?) Y(1 — 22) (1 — k222) 


zurückgeführt werden. Diese werden Legendresche Normalintegrale erster, zweiter 
bzw. dritter Gattung genannt. 
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Elliptisch werden diese Integrale deswegen genannt, weil sie zuerst zur Bestim- 
mung der.Ellipsenbogenlänge verwendet wurden. Wir wollen uns hier nur mit solchen 
der ersten und zweiten Gattung befassen, von denen die ersteren die wichtigeren sind. 


BER R£ 
VI-k2sin2p 


| kei 
2 k=0,86 =sin60° 


VAN k=0 
Abb. 2.131 Der Integrand 
im Ausdruck des ellip- 
an Integrals 
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[A 
2 Abb. 2.132. Das ellip- 
> tische Integral erster 
Gattung und seine Um- 
i kehrfunktion, die ellip- 
0 tische Funktion 
T an Zu M) 
0 ıx 


Durch Einführung der Veränderlichen x = sin p erhält man die folgende (tabel- 
lierte) Form der elliptischen Integrale: 


p° | 
| d | 
F(p,k) = en. 4) 
J Yı — Msin?y | 


0 
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E(p, k) = fy 1— ksin2odp. (5) 
0 


Diese Funktionen F und EZ können durch keine einfacheren Funktionen ausgedrückt 
werden. Ihre Eigenschaften können bei verschiedenen Werten des Moduls k; z.B. 
durch ihre Reihenentwicklungen, beurteilt werden. 

Die Abb. 2.132 zeigt uns den Verlauf der Funktion F(p, k). 


0 20 40 60 & 


0 20 40 60 80 
ee Ron | 
Abb. 2.133 Elliptisches Integral erster Abb. 2.134 Elliptisches Integral zweiter 
Gattung Gattung. Die eingeschriebenen Winkelwerte 
hängen mit k durch die Gleichung k = sin # 
zusammen 


Es wurde also zuerst die Funktion 
1 
yi — Rsin?p 
für die Modulwerte k = 0, 0,86, 1, gezeichnet (Abb. 2.131). In.der Abb. 2.132 sind 
dann die durch Integration erhaltenen Funktionen 


up k)= Fip,k) = Fr (6). 
yı — sing — k? sin? 


eingetragen. Für die Kuürvenabschnitte zwischen 0 und r/2 wurden in Abb: 2.133 
die entsprechenden Kurven mehrerer Modulwerte .k eingezeichnet. Diese Kurven 
findet man übrigens in den verschiedenen Funktionentabellen. 

"Auf ähnliche Weise erhalten wir die Funktionskurven E (9 k), deren Verlauf in 
Abb. 2. 134 wiedergegeben ist. 

Erstreckt sich die Integration zwischen den Grenzen 0 und r/2, so erhält man die 
sogenannten vollständigen elliptischen Integrale 


. T T | 
K(k) = F (3 ); Eik) =E B ). (7) 
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Ihr Wert ist nur vom Modul k abhängig. Die numerischen Werte können den 
Abb. 2.133—134 entnommen werden. 


Wie man von der Form 2.9. (61) ausgehend zur Normalform gelangt, soll jetzt in aller Kürze 
gezeigt werden. Wir schreiben unser Integral ein wenig um: 


&ı > Op > 6.» 


I= [ RER DERUL... PRBREERNT 7 MEETARBUERERL. ... REIEERREERR 
VEa+NVA+MA+E) JNM-n)A- m) (A) 
Wir führen eine neue Veränderliche durch die Definitionsgleichung 


= 


Oo — O9? R 22 we 2 7 Oı 
—; = — 
1-2? A— 0 


ein. So erhalten wir für dA’ 


(1-22) - — &g0° & 
na M ze = dia?) = Ten 


Wir führen die Abkürzung &;, = a; — «a, ein. Damit wird 
Te | | 1 r Kir) Eon d(x?) 
2 Get! 2> Gaza) EEE Ga) (1 — x) 
1— 1-2? 1— 2? 


de) = BEBRERFIERE. ABBEREREN 
Voram’z(&ggX? + 03) I — 2* Voss I x Yı — «2 % _ :as 


a ws dp 
Ya) Ya-)(ıı Re) Yan) Vi Rsing 

Als Beispiel soll z. B. die Kapazität einer ellipsoidförmigen Elektrode mit den Hauptachsen 
a=0,5m, b=(0,4m, c=(0,3m bestimmt werden. Da jetzt a, = —(0,3)?; &, = —(0,4)?; 


% = —(0,5)? ist, ergibt sich k? = (a, — &,)/(&, — &) = 0,562 bzw. k = 0,75 und schließlich 
arcsin 0,75 = 48,5° = 9. 


Die Integrationsgrenzen lauten für A: 0 — 00; für x: Ya,/a, > L und für g: 
arcsin Vo: /%s = arcsin (3/4) x 48,5° — n/2. 


Wir erhalten also 


co r/2 r/2 aresin Yaılar 
| dA 2 dep 42 | 
YA+a)(i+5)A+c Yan) NM — Rsing a 
0 arcsin Yay/as 0 0 


— 2/Ya1, [F(r/2; 0,75) — F(48,5%; 0,75)] 5[1,91 — 0,90] & 5. 
Die Kapazität wird also 


u “ Breey „ 878,85; 10° 


x 45pF. 
5 p 


f di 
G+@)A+B)(A+ E) 
0 
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Es ist ein durch die spezielle Wahl der Konstanten a, b, c bedingter Zufall, daß die Inte- 
grationsgrenze und der zu k durch die Gleichung # = arcsin k zugeordnete Winkel identische 
Werte besitzen. Es gilt nämlich jetzt (x, — %3)/(&ı — &) = Oıl&s- 


2.53.2. Die elliptischen Funktionen als Umkehrfunktionen 
der elliptischen Integrale 


Zu den einfachsten elliptischen Funktionen ne man über das elliptische Integral 
erster Gattung auf folgende Weise: 

In Abb. 2.132 wurden die Werte von u als Fünktiohen von 9 gezeigt. Sehen wir 
jetzt u als unabhängige Veränderliche an, so erhalten wir die Umkehrfunktion der 
Funktion 


9 
u= ul(e, k) ee ! (8) 
yı — k? sin? 
0 


Diese Funktion wird mit 
o=amu 


bezeichnet und heißt Amplitude von «. Sie interessiert uns hier jedoch nicht. Trägt 
man aber entsprechend Abb. 2.132 über dem gegebenen « nicht den dazugehörigen 
o-Wert, sondern dessen Sinus auf, so erhalten: wir folgende Funktion von u: 


2=sing =sinamu=snu. 


Kehren wir mit Hilfe der Beziehung x = sin & zur Veränderlichen x zurück, so kann 
als Umkehrfunktion von | 


u= ul, k) -/ ug nn (9) 
Yı— 22) (1 — Ka) 

die Funktion 

x=snu (10) 


erhalten werden. Den Verlauf dieser Funktion (Sinus amplitudinis von u) für reelle 
Werte’ zeigt uns die Abb. 2.132. Wir sehen, daß die Funktion eine reelle Periode 
von 4K besitzt. Aus der Definition folgt — was aus Abb. 2.135 abgelesen werden 


kann —, daß sie außerdem eine Imaginärperiode von 2jK (yı —_ k2) besitzt. 
Neben der elliptischen Sinusfunktion sn u spielen auch die durch die Gleichungen 


cosam u = cnu und YJl — sn” «= dn u definierten Jacobischen elliptischen 
Funktionen (Cosinus amplitudinis v bzw. Delta amplitudinis «) eine Rolle. 
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Die elliptischen Funktionen können durch die obengenannten Eigenschaften ge- 
kennzeichnet werden: elliptische Funktionen werden im allgemeinen solche doppelt- 
periodischen Funktionen genannt, die in der gesamten komplexen Ebene nur Pole 
als Singularitäten aufweisen. 

Bei konformer Abbildung spielt die durch Umkehrung der Funktion 


2 = z(w) = | —— et (11) 
2 Ya < 2) (1 < ker) 
erhaltene komplexe Funktion 
v=sn2 
Mo __\_ fu} 
u u i 
4K ' 0 — P 
ei w=sn«z,k) 
> > 
| rn 
R> po 
l 1 
a N 1 
mar | 
N Mil I Il ‚ln ji Ss Wer, 2,2 f __ di 4X 
U) In N BB. VIT-w3I(T-k2w2) j V(T-u3T-K2u2) 
N l I Ne “1 l/k 
2 


Abb. 2.135 Abbildung durch die elliptische Funktion w = sn 2. Die entsprechenden Gebiete 
sind durch gleiche Schraffierung gekennzeichnet. Die verschiedenen Bildpunkte eines Punktes 
w(P) unterscheiden sich im Integrationsweg auf der Riemannschen Fläche des Integranden. 
Die Kurvenintegrale auf G, und @, ergeben also die Perioden 


eine grundlegende Rolle. Sie ist eine elliptische Funktion zweiter Ordnung, da sie 
zwei einfache Pole im Grundgebiet als Singularität hat. 

Durch die Funktion w = sn z wird einem beliebigen Punkt der z-Ebene ein einziger 
Punkt der w-Ebene zugeordnet. Zugleich entsprechen aber einem einzigen w-Punkt 
unendlich viele z-Punkte, je nachdem, wie man den Integrationsweg zwischen 0 
und w wählt. 
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Bei spezieller Wahl des Moduls k gelangen wir zu verschiedenen Entartungsfällen. 
Für k = 0 wird — wie man leicht auf Grund der GI. (9) sieht — 


vw=arcesinz; z<=sinu. 
Im Komplexen wird also 
w= sin2. 


Hierin sieht man auch die Ursache, warunı die Umkehrfunktion eingeführt wurde. 
Ebenso wie u = arc sin x ist auch u = u(x, k) eine vieldeutige Funktion. Die Um- 
kehrfunktion x = sin u oder x = sn u oder im Komplexen w = sn z ist bereits ein- 
deutig. 

Die Abbildung w = sn (z, k) bildet nach Abb. 2.135 die obere Hälfte der w-Ebene 
auf das rechteckige Gebiet ABCD in der z-Ebene ab. Die Seitenlänge DA=C0B=20A 
des Rechteckes ergibt sich aus folgender Beziehung: 


1 
du 7 
line 
Y(l — uw) (1 — k?u2) 2 
M 


Die Seitenlänge AB ergibt sich dagegen zu 


, ) —=Kkk). (12) 


1/k 

i du 
Ya) > en (13) 

Ya wu) (1 — Ru) 

Wenn wir jetzt die neue Veränderliche 
2 —_ 1 — ku? 
1 — k2 

einführen, so ergibt sich: 

1 
j Ba dt it A aby 
IYaı pm) — J m jr (7° yı = r) = JK& (k). (14) 

ya-Bfı-(1—- Me] 2 


v 

Das in Abb. 2.135 in der z-Ebene dick ausgezogene Rechteck wird durch die Funk- 

tion w = snz auf eine zweiblättrige Riemannsche Fläche der w-Ebene abgebildet. 

Durch Verschiebung dieses ‚„Grundgebietes“ um z = n4K + jm2K’ entstandene 

neue Gebiete werden ebenso abgebildet. Die Funktion w = sn (z, k) besitzt also die 
reelle Periode 4K und die imaginäre Periode 2jK’. 
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2.54. Singularitäten im magnetischen Feld 


2.54.1. Singularitäten im statischen Feld 


Es wurde bereits gezeigt, daß der Potentialsprung oder der Sprung der Ableitung des 
Potentials im elektrostatischen Feld zu den Begriffen elektrische Doppelschicht und 
Flächenladungsdichte geführt haben. Diese beiden physikalischen Begriffe waren 
u.a. dazu brauchbar, der für den endlichen Raum aufgestellten mathematischen 


Beziehung 


ee ne nn ee (1) 
dr Tr on r 
v 


eine physikalische Bedeutung zuzuschreiben: Die Wirkung der außerhalb eines ge- 
schlossenen Volumens liegenden Ladungen konnte durch die Flächenladungsdichte 
und die Doppelschicht ersetzt werden. 
Es soll nun auf. ähnliche Weise untersucht werden, ob auch die Flächenintegrale 
der für das Vektorpotential gültigen Beziehung 
o 1 1 1 04 


ae Zar — A — — da — — da 2 
kr on r alree rn (=) 


eine physikalische Din erhalten können. Diese Gleichung drückt den Wert des 
Vektorpotentials durch AA-Werte in dem betreffenden Volumen und durch die Werte 
von A und 234A/ön an der umhüllenden Fläche des Volumens aus. Können diese 
durch Flächenströme oder Doppelflächenströme irgendeiner Art ersetzt werden? Die 
praktische Wichtigkeit dieser Fragen wurde durch die Arbeiten von STRATTON und: 
SCHELKUNOFF bewiesen. 

Der Ausgangspunkt sei diesmal entgegengesetzt zum vorigen: Wir betrachten die 
physikalische Singularität als bereits gegeben und wollen daraus das Verhalten des 
Feldes H und des Vektorpotentials A feststellen. 

Der Begriff der Flächenstromdichte ist uns bereits bekannt: Wenn wir die Dicke di 
jener Schicht, in der der Strom fließt, gegen Null gehen lassen, unter der Voraus- 
setzung, daß der Strom dl: 1-.J konstant bleibt, dann nennen wir den Grenzwert 
von diJ die Flächenstromdichte K. Ihr Betrag gibt den Strom an, der durch die 
senkrecht zu K, also in Richtung der nach n x K genommenen Längeneinheit fließt. 
In Kap. 1.6. wurde bereits festgestellt, daß nach dem Erregungsgesetz die Tangential- 
komponente von H beim Durchgang durch die Fläche einen Sprung besitzt; dabei 
ändert jedoch nur die zu K senkrechte Flächenkomponente ihren Wert unstetig. Be- 
trägt also die Feldstärke an einer Seite der Fläche H, und an der anderen Seite H,, 
so liegt der Unterschied H, — H, in der Fläche und zugleich senkrecht zu K, also 


nx(H,— H)=K. (8) 
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Dabei zeigt die Normale von der Seite (2) nach der Seite (1) (Abb. 2.136). 
Das Vektorpotential ist diesmal nach der Beziehung 


at Kda (4) 
Arc Tr 3 
a 


zu berechnen. Ebenso wie das aus o berechenbare Potential 


EEE TE (5) 
Are | r 


stetig durch die Fläche verläuft, die Normalkomponente seiner Ableitung jedoch 
einen Sprung o/e erleidet, ist auch der Übergang von A stetig. Seine Ableitung be- 
‚sitzt hier jedoch in Richtung der. Normalen einen Sprung, entsprechend der Be- 
ziehung 


0A 0A N 
—) — (7) = Ku. (6) 
on Ja on }ı 
Da K in der Berührungsebene der Fläche liegt, folgt, daß 
0A 0A 
() = (=) = Ku, (7) 
n], on }ı 


d. h., nur die Tangentialkomponente von 8A /öOn besitzt einen Sprung, seine Normal- 
komponente geht jedoch stetig durch die betrachtete Fläche hindurch. 


D 

Abb. 2.136 Flächenströme verursachen einen Sprung 
der Tangentialkomponente der magnetischen Feld- 
stärke 


Betrachten wir nun an Hand der Abb. 2.137 das Feld der Flächenströme zweier 
einander sehr nahe liegender Flächen (Abstand di), wobei der Betrag der Flächen- 
ströme in jedem Punkt der Fläche übereinstimnit, ihre Richtung jedoch entgegen- 
gesetzt ist. Das Vektorpotential lautet dann 


Kd Kd IK 
dA (ru (merde-). (8) 
r Ar r 
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so daß zuletzt 


A= al diK (m grad -) da (9) 
Ar Tr 


wird. 

Der Abbildung entsprechend, kann bei konstantem K die Doppelschicht aus 
kleinen Stromkreisen, d.h. aus magnetischen Dipolen,. zusammengesetzt sein. Die 
Größe des Momentes eines elementaren Dipols beträgt 


[MI = adl-b-aKl, (10) 


wobei aK den im Stromkreis fließenden Strom und di b die Stromkreisfläche be- 
deuten. Die Richtung von M verläuft senkrecht zu K und zur Normalen n. Das auf 


Abb. 2.137 Doppelschichtströme sind magnetischen 
Dipolen äquivalent 


die Flächeneinheit bezogene magnetische Moment ist 


Im| = 


— |u. dIK|. (11) 


Die Stromdichte K wird so erhöht, daß das Produkt |« dlK]| konstant bleibt. Da- 
durch gelangt man zu Flächendipolen, die einer Doppelschicht äquivalent sind. Die 
Achse dieser Dipole liegt nicht senkrecht zur Fläche, sondern in der Fläche. Aus der 
Abbildung ist die Gültigkeit von 


udiK=mxn (12) 
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zu ersehen. Damit ergibt sich für das Vektorpotential 


1 o 1 

A = — m x n — — da. 13 

Ar [ on r 
0 

Für den Fall einer elektrischen Doppelschicht wurde bereits gezeigt, daß das 
Potential 


Dei da (14) 


beim Durchgang durch die Fläche einen Sprung aufweist: 


U, — U, — =, (15) 


€ 


Auf ähnliche Weise erhalten wir hier einen Sprung von der Größe 
A,RÄ, - A, =mxn. (16) 


Da m x n in der Fläche liegt, kann also nur die Tangentialkomponente von A eine 
Unstetigkeit besitzen, die Normalkomponente muß jedoch stetig übergehen. 

Damit haben wir physikalische Umstände gezeigt, unter denen sich die Tangential- 
komponente von A bzw. die von dA/ön beim Durchgang durch die Fläche sprung- 
haft ändert. Die Normalkomponente verläuft jedoch stetig. Durch Flächenströme 
und Doppelschichtströme oder magnetische Dipole, die in der Fläche liegen, können 
solche Sprünge erklärt werden. 

Die den Doppelschichtströmen entsprechenden magnetischen Momente sind von 
einer speziellen Art: Sie können infolge ihrer Herkunft nur eine Divergenz, jedoch 
keine Rotation besitzen. | 

Es soll nun, ein wenig allgemeiner, eine beliebige Fläche mit Dipolen beliebiger 
Orientierung belegt werden. 

Das Vektorpotential dieser Fläche wird nach Gl. 2.47.(15) bestimmt zu 


1 
A=;, | m xarad — da. (17) 
4r r 


Wie wird sich jetzt der Vektor A beim Durchgang durch die Fläche verhalten? 
Um dies zu untersuchen, erinnern wir uns daran, daß der Vektor A nach Gl. (4) aus 
der Flächenstromdichte K folgendermaßen berechnet werden konnte: 


1 1 [Kd 1 1 
Een 2: ed Kxgrad — da. (18) 
u dr Tr Ar r 

6 G 
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Wir wissen. auch, daß der so berechnete Vektor H beim Durchgang durch die 
Fläche einen Sprung. der Größe 


H,—-H,=Kxn (19) 


macht. Daraus folgerri wir, daß aus der ähnlich gebauten Gleichung ein Sprung des 
Vektors A. von der Größe 


A, — 4A: =-mxn (20) 


folgt. 

Der Differenzvektor A, — A, liegt als Vektorprodukt von n mit dem beliebig 
orientierten m in der Fläche. Das bedeutet mit anderen Worten: Nur die Tangential- 
komponente von A macht in ‘diesem allgemeinen Fall einen Sprung, die Normal- 
komponente geht stetig durch die Fläche. | 


2.54.2. Der Begriff der magnetischen Ströme 


Wir sahen schon vorher, daß das über eine geschlossene Kurve erstreckte Linien- 
integral des Vektorpotentials den von der geschlossenen Kurve umgebenen Fluß 
liefert. Zeigt also entlang der Fläche a die Tangentialkomponente von A einen Sprung, 
so ergibt das über eine Kurve L — welche die unendlich schmale Fläche a, um- 
randet — gebildete Linienintegral einen endlichen Wert. Also wird auch der ein- 


Abb. 2.138 Magnetische Ströme verursachen einen Sprung der 
Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke 


geschlossene Fluß endlich sein (Abb 2.138). Das kann nür dann gelten, wenn gleich- 
zeitig die magnetische Induktion unendlich groß ist. Dies folgt selbstverständlich 
auch schon daraus, daß das Produkt K dl in solchen Fällen eine endliche Größe dar- 
stellt. K und damit B besitzen innerhalb der Doppelschicht einen unendlich großen 
Wert. 

Setzen wir voraus, daß sich die Flächenstromdichte und somit auch das magne- 
tische Moment m zeitlich entsprechend e’®! ändert. In diesem Fall ist das über die 
Kurve L erstreckte Linienintegral der elektrischen Feldstärke E im Sinne des Induk- 
tionsgesetzes von Null verschieden, d.h., die Tangentialkomponente von E weist 
einen Sprung auf. Da | 


dA d=-®, (21) 
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dagegen 
& Bee (22) 
\ et 


wird also 


prau=- ha (23) 
21 


Wenden wir dies auf die in Abb. 2.138 dargestellte Kurve an, so finden wir 
nx(E, — E,) = —juonx (A, — A). (24) 


Aus Gl. (16) konnten wir sehen, daß n x (A, — A,) gerade das magnetische Mo- 
ment pro Flächeneinheit liefert. Somit kann also unsere Gleichung in der Form 
nx(E, — E.) = —-jum = -— (25) 
geschrieben werden. | 

Hieraus können wir für später den wichtigen Schluß ziehen, daß die zeitliche 
Änderung des magnetischen Momentes an der Oberfläche den Sprung des elektrischen 
Feldes erzeugt. Diese Gleichung können wir noch anschaulicher deuten. 

Der magnetische Dipol m der Flächeneinheit kann als das Produkt des in die 
Richtung m zeigenden Einheitsvektors !, und der magnetischen Ladung qm Pro 
Flächeneinheit angesehen werden. Daher können wir obige Gl. (25) in folgender Form 
schreiben: 


Ögm 
n x (BE, — E,) = LE. (26) 
öt 
öQm/0t ist dabei die durch die Längeneinheit tretende magnetische Ladung, d.h. die 
magnetische Stromdichte an der Oberfläche: I,gm = Ku. Mithin lautet unser End- 
ergebnis: 


n x (E, zuge E;) == —K.: (27) 
Der Sprung der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes wird durch magne- 
tische Oberflächenstromdichten erzeugt, ebenso wie die elektrische Oberflächen- 


stromdichte den Sprung der Tangentialkomponente des magnetischen Feldes im 
Sinne der Beziehung 


nx(H, — H,)=K, (28) 


verursacht. Diese magnetischen Ströme sind natürlich fiktiv. Sie werden jedoch 
heute immer häufiger verwendet, da sie eine anschauliche Deutung abstrakter mathe- 
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matischer Gleichungen ermöglichen. Der Vorteil dieser Begriffe wird erst in der 
Theorie der elektromagnetischen Wellen zum Ausdruck kommen (siehe z.B. 
Kap. 4.42.2.). 

Es sei bemerkt, daß manche Autoren Ja und nicht u/a als Moment des magne- 
tischen Dipols definieren. Damit erhält man keine symmetrischen Ausdrücke für K, 
und K.- 


2.55. Das magnetische Feld stationärer Ströme 
in Gegenwart ferromagnetischer Substanzen 


Sind in unserem Feld auch ferromagnetische Substanzen vorhanden, so lauten die 
Grundgleichungen der stationären Ströme: 


rtH=J; dvB=div(w„H-+M)=0. (1) 


Um dieses Gleichungssystem zu lösen, suchen wir zuerst jenes magnetische Feld, 
welches in einem von allen magnetischen Medien freien Raum allein durch die makro- 
skopischen Ströme hervorgerufen wird. Dann überlagern wir diesem dasjenige Feld, 
welches durch die (wegen der Divergenz von M) entstandenen Quellen erzeugt wird. 
Wir haben also letzten Endes unser Gleichungssystem in zwei aus je zwei Gleichungen 
bestehende Gleichungssysteme zerlegt: 


rot H,„=J, rot Hg, =0, 


div H,„ == 0, div Hy — _t div M. (2) 
Ko | 

H,„ ist das Wirbelfeld, MH, das Quellenfeld. Es gilt 

H= H,. + Ho. (3) 


Wir müssen uns darüber im klaren sein, daß diese Zerlegung nur in Gedanken 
möglich ist, da der Magnetisierungsvektor M von dem resultierenden magnetischen 
Feld H abhängig ist. Lediglich fir den Sonderfall, daß M in einen: gegebenen Vo- 
lumen konstant ist, ist diese Zerlegung tatsächlich möglich. 

Die in dem leeren Raum durch die Ströme hervorgerufene Feldstärke sei Jetzt 
homogen. Nun bringen wir in dieses homogene Feld eine magnetische Substanz ein, 
wobei dieser magnetische Stoff, im Gegensatz zu den bisherigen, ein magnetisch 
weicher Stoff sein soll. Die Magnetisierung sei also proportional zur magnetischen 
Feldstärke. Das ursprüngliche magnetische Feld magnetisiert unsere Substanz, und 
wir setzen voraus, daß wir die in Abb. 2.139 dargestellte homogene Magnetisierung 
erhalten. Das dieser: Magnetisierung entsprechende magnetische Feld ist uns bereits 
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bekannt. Dies ist aus Abb. 2.117 ersichtlich. Die Resultierende der beiden Felder 
ergibt das resultierende magnetische Feld. Wir können sehen, daß die magnetische 
Feldstärke H sich an der Vorder- und Rückseite des magnetischen Stoffes stark 


H B 


—_L 0 0—__-— 


* 


Abb. 2.139 Magnetisches Moment, magnetische Feldstärke und Induktion 
eines Weicheisenzylinders in einem homogenen Feld 


verdichtet; innen nimmt das magnetische Feld H im Verhältnis zum ursprünglichen 
ab. Dies wird Entmagnetisierung durch induzierte magnetische Ladungen genannt. 
Das Feld der magnetischen Induktion erhalten wir, indem wir in der Luft B als 
mit #,H identisch und die Kraftlinien von B sich im Stoff fortsetzend annehmen. 


° = 
IF —— 
EG = 


G 
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Abb. 2.140 Magnetische Kraftlinien eines einfachen magnetischen Eisenringes mit Spule 


a) wenn der Raum des magnetischen Eisenkörpers als luftgefüllt angenommen wird. 
b) die tatsächliche Feldstärke 
c) die Induktionslinien 


In Verbindung mit Abb. 2.140 wollen wir nun die Verhältnisse im Falle einer in 
der Praxis häufig verwandten Anordnung, für den mit einer Spule versehenen, einen 
Luftspalt besitzenden magnetischen Kreis untersuchen. An der Grenze zwischen 
Eisen und Luft treten überall, wo magnetische Kraftlinien aus dem Eisen austreten, 
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magnetische Ladungen auf. Diese magnetischen Ladungen sowie die Spule erzeugen 
die resultierende magnetische Feldstärke H. Der Verlauf der Induktionslinien B wird 
im Außenraum mit den Linien «,H identisch sein, im Innenraum sind B und H 
parallel (einen magnetisch weichen Stoff vorausgesetzt); die H-Feldlinien sind jedoch 
im Verhältnis von 1/usu, Seltener. | 

Unsere bisherigen Ergebnisse können wir zusammenfassen: In Gegenwart von 
ferromagnetischen Substanzen setzt sich das magnetische Feld H aus zwei Anteilen 
zusammen: einmal aus dem Feld, das der durch die Spule fließende Strom hervor- 
rufen würde, wenn kein magnetischer Stoff vorhanden wäre (dies ist ein quellen- 
freies Wirbelfeld), andererseits aus dem Anteil, den die an der Oberfläche des magne- 
tischen Stoffes auftretenden magnetischen Ladungen erzeugen (dies ist ein wirbel- 
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Abb. 2.141 Methoden zur Messu* der magnetischen Eigenschaften 


freies Quellenfeld). Kennen wir diese, so konstruieren wir die magnetischen Induk- 
tionslinien, bei magnetisch weichen Stoffen auf Grund der Beziehung B = uH, bei 
magnetisch harten Stoffen auf Grund der Beziehung B= „H + M. Dies ist immer 
ein quellenfreies Wirbelfeld. Die Behauptung, daß die magnetische Feldstärke H 
jene Feldstärke ist, welche die Ströme in dem Fall hervorrufen würden, wenn kein 
magnetischer Stoff vorhanden wäre, ist also nicht allgemein gültig, sondern nur 
dann, wenn an der Grenze des magnetischen Stoffes nirgends magnetische Ladungen 
entstehen. Dies gilt z. B. annähernd bei einem vollständig geschlossenen Kreisring. 
In diesem Fall verändert das Einbringen eines ferromagnetischen Stoffes in das 
Spuleninnere die magnetische Feldstärke H nicht, erhöht aber die magnetische In- 
duktion auf das u,-fache. 

Das H-Feld unterscheidet sich also im allgemeinen von denı Feld, das bei Ab- 
wesenheit von Stoffen auftritt. Wenn man aber eine solche Anordnung wählt, bei 
der keine magnetischen Pole auftreten, wo also M und auch H keine Divergenz auf- 
weisen, kann das H-Feld so berechnet werden, als wenn keine Stoffe vorhanden 
wären. 
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Eine gute Annäherung dieser Anordnung besteht aus einem ferromagnetischen 
Ring (natürlich ohne Luftspalt) mit gleichmäßig verteilter Erregerwicklung. Auf 
Grund der Gleichungen 


rot H = )J; mean 
Ko ko 


kann H näherungsweise zu H = NI/l berechnet werden. Durch Messung der B-Werte 
(z. B. beim Einschalten mit Hilfe eines ballistischen Galvanometers) können die 
zusammengehörigen H,B-Wertepaare, d.h. die Magnetisierungskurve, bestimmt 
werden. 

Abb. 2.141 zeigt zwei Methoden zur Messung der magnetischen Eigenschaften der 
Stoffe: Man schafft entweder Verhältnisse, bei denen die Änderung des H-Feldes 
im Innern des Stoffes leicht nachzurechnen ist, oder solche, bei denen das H-Feld 
durch den Stoff überhaupt nicht beeinflußt wird. 

Zur ersten Methode beachte man Kap. 2.45., Beispiel 2. Bei der zweiten Methode 
werden I und B gemessen (letzteres mit ballistischem Galvanometer), 7 wird nach 
der Formel H = NI/l berechnet. 
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Die Kirchhoffschen Gleichungen werden aus den Maxwellschen. 
Gleichungen deduziert. Unter Zugrundelegung dieser Glei- 
chungen wird der Problemkreis der Netzwerkanalyse behandelt: 
der eingeschwungene Zustand, die Einschaltvorgänge. Die 
Gesetze der parametrischen und nichtlinearen Netzwerke wer- 
den nur erwähnt (A). Dann folgen die Gesetze der räumlichen 
Strömung, die Untersuchung der Anwendungsmöglichkeit von 
Netzwerkparametern (B). Endlich wird im Unterteil (C) das ein- 
fachste und wichtigste Netzwerk mit verteilten Parametern, die 
Lecher-Leitung, beschrieben. Damit haben wir schon eine Art 
Wellenerscheinung vor uns, und so dient dieser Unterabschnitt 
als eine Brücke zwischen den quasistationären und den Wellen- 
vorgängen. 


A. Analyse der Netzwerke 


3.1. Die Kirchhoffschen Gleichungen 
3.1.1. Gleichstrom-Netzwerke 


Die Grundgleichungen der stationären Strömung lauten in homogenen isotropen 
Stoffen: 


rt E=0, J=y(E+E.). (1) 
Dazu kommt noch die Gleichung 
div =0, (2) 


die einfach die Kontinuitätsgleichung für die stationäre Strömung darstellt. Im 
folgenden schreiben wir an Stelle von E, oft E., wobei der Index G ‚Generator‘ 


» 


Abb. 3.1 Zur Ableitung des Ohmschen Gesetzes 


bedeutet. Da das E-Feld rotationsfrei ist, kann esgemäß der Gleichung E = — grad U 
aus einem Potential abgeleitet werden. 
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Integrieren wir jetzt entsprechend der Abb. 3.1 die beiden Seiten der Gleichung 
J/y = E+ E, längs der gestrichelt gezeichneten Linie: 


pru+gma-g-a. (3) 
L L L i 


Da rot E = 0 ist, verschwindet das erste Integral. Die Gl. (3) kann also wie folgt 
vereinfacht werden: 


p* a TR (4) 


Hier bedeutet A den eventuell ea veränderlichen Querschnitt des Leiters. 
Die linke Seite ergibt die eingeprägte Spannung. Endgültig erhalten wir das Ohmsche 
Gesetz: 


U=IR. (5) 


Abb. 3.2 Zur Veranschaulichung des Maschensatzes 


Integrieren wir jetzt längs einer geschlossenen Masche eines beliebigen Netzwerkes, 
so erhalten wir das zweite Kirchhoffsche Gesetz, den Kirchhoffschen Maschensatz 
(Abb. 3.2). Es ist nämlich 


DEU=L U; HFU-ENR, 
k Y k 
und so erhalten wir 
2 u = IRx. (6) 


Das richtige Vorzeichen kann bei Kenntnis der eingeprägten Spannungen und Ströme 
leicht bestimmt werden: Wenn die Richtung des Stromes in einem beliebigen Zweig 
mit der gewählten Integrationsrichtung übereinstimmt, wird IR auf der rechten 
Seite positiv. Auf der linken Seite wird U positiv, wenn die gewählte Integrations- 
richtung mit der Richtung des eingeprägten Feldes übereinstimmt, d. h. vom nega- 
tiven Pol zum positiven Pol zeigt. 
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Den ersten Kirchhoffschen Satz oder den Knotenpunktsatz erhält man auf Grund 
der Gleichung 
dvJ= 0. 
Wenden wir nämlich den Gaußschen Satz auf den Knotenpunkt in Abb. 3.3 an, 
dann erhalten wir folgenden Zusammenhang: 


[ivJaV=$JdA=L +, -h=Yn. (7) 
V A k 

Da das J-Feld quellenfrei ist, wird 

ESL=0. (8) 
k=1 


Die Summe der sich in einem Knotenpunkt treffenden Ströme ist gleich Null. Bei 
der Summenbildung werden die dem Knotenpunkt zufließenden Ströme mit nega- 
tivem, die abfließenden Ströme mit positivem Vorzeichen versehen. 


Abb. 3.3 Zur Ableitung des Knotenpunktsatzes 


Bisher haben wir angenommen, daß das Netzwerk durch Spannungsgeneratoren 
gespeist oder erregt wird. Spannungsgenerator wird eine solche Einrichtung genannt, 
die eine konstante, von der Belastung unabhängige eingeprägte Spannung. besitzt. 
Der Generator wird als ideal betrachtet, wenn er keinen inneren Widerstand besitzt. 
Im allgemeinen tritt bei der Belastung ein Spannungsabfall auf, der durch einen in 
' Reihe geschalteten Widerstand berücksichtigt wird. 

Ein Netzwerk kann auch mit einem Stromgenerator gespeist oder erregt werden. 
Ein Stromgenerator liefert einen konstanten, vom Belastungszustand unabhängigen 
Strom, den Generatorstrom. Ein Teil dieses Generatorstromes fließt in den parallel- 
geschalteten inneren Widerstand ab (Abb. 3.4). Beim Spannungsgenerator ändert 
sich der Strom entsprechend dem Belastungszustand, beim Stromgenerator hängt 
dagegen die Spannung vom Belastungswiderstand ab. 

Der Stromgenerator kann in Gl. (1) durch eine von der Feldstärke unabhängige 
Stromdichte berücksichtigt werden: 

J=y(E+E)+Je- (9) 

Bei Spannungsgeneratoren hat das Linienintegral von E,, bei Stromgeneratoren 
das Flächenintegral von J,; einen unmittelbar der Messung zugänglichen Wert. 


25* 
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Der Parallelwiderstand des Stromgenerators und der Reihenwiderstand des Span- 
nungsgenerators gehören zu den Netzwerkelementen. Die eingeprägte Spannung des 
Spannungsgenerators wird in den Maschensatz, der Strom des Stromgenerators 
dagegen in den Knotenpunktsatz eingesetzt. Trennen wir die Generatorströme von 
den Zweigströmen in Gl. (8), so ergibt sich: 


--> 
on" 


| b) c) 
Abb. 3.4 a) Spannungsgenerator. b) Stromgenerator, 
c) neuere Symbole für ideale Spannungs- und Stromgeneratoren 


Hier werden auf beiden Seiten die abfließenden Ströme positiv genommen. 


Zur Illustration des bisher Gesagten untersuchen wir das einfache Netzwerk in Abb. 3.5: 
zwei Spannungsgeneratoren mit verschiedenen Spannungen und verschiedenen Innenwider- 
ständen sollen zwei parallelgeschaltete Verbraucher speisen. 


Abb. 3.5 Einfaches Netzwerk zur Her- 
leitung der Kirchhoffschen Gleichungen 


Wenden wir jetzt den Maschensatz auf die Maschen (1), (2) und (3) an: 


U, —-U,=TRı-—IeRi, (1) 
U,=1;R, + IzRyı + IsRyı + IeRı» (2) 
0= —I,Ryı + IaRre- (3) 
Die Knotenpunktgleichungen für die Knotenpunkte A, B, C sind: 
I -L+1%=®, (A) 
I, +1, -I1=0, (B) 


= Kenne; (C) 
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Wir bemerken vorläufig, daß wir für die eindeutige Bestimmung der sechs Unbekannten 
I, I, I, Ip 15, Is genau die nötigen sechs unabhängigen Gleichungen haben. Im folgenden 
Kapitel werden wir sehen, daß eine durch die Netzwerkgeometrie bestimmte Beziehung 
zwischen der Anzahl der Maschenzweige und den Knotenpunkten besteht, wodurch immer 
eine genügende Anzahl von Gleichungen für die Unbekannten gesichert ist. Für einfache Strom- 
kreise lassen sich die nötigen Gleichungen leicht aufschreiben. Schon hier müssen wir aber 
betonen, daß nur N, — 1 unabhängige Knotenpunktgleichungen gefunden werden können. 
Wenn diese nämlich addiert werden, ergibt sich eben die Knotenpunktgleichung für den 
letzten, N,-ten Knoten. Alle Ströme kommen in zwei Gleichungen vor, und zwar mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. Sie fallen also bei Addition aus, und es verbleiben nur die im 
letzten Knoten zusammentreffenden Ströme. 


3.1.2. Netzwerke bei beliebigem zeitlichem Verlauf 
Das Feld E ist jetzt nicht mehr rotationsfrei. Die Grundgleichungen lauten: 


rot E= — FE J= v(E + E.). (11) 
Es sei jetzt ein durch einen Spannungsgenerator mit veränderlicher Generator- 
spannung erregter Stromkreis gegeben. Wir bilden das Flächenintegral der zweiten 
Maxwellschen Gleichung über eine Fläche, die durch den Stromkreis aufgespannt 
wird: 


(7) d 0 

[eraa=- [aa [Baa=-5 (12) 
ot ot ot 

Ä A A 

Mit Hilfe des Stokesschen Satzes formen wir diese Gleichung um: 

[era Hra-- (13) 

ö 
4 L 


Unter Benutzung der Gleichung J =y(E + E,) kann diese Gleichung auch folgen- 
dermaßen geschrieben werden: 


Hzu-ß Bat = Sp) As di — pr 
Ir yAo 
L L L L 


di 
=/$ Vaeyenl (14) 
yAo ot 


ut)=iÜ) R+ —. (15) 
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Wenn der Induktionsfluß ® nur durch den Strom : hervorgerufen wird, kann d = Li 
gesetzt werden. Es wird also 


di 
—-iR + L— 16 
u=tık+ Er (16) 


oder umgeformt: 

BI SL (17) 
dt 

Untersuchen wir jetzt den allgemeinen Fall von n induktiv gekoppelten Leitern 


(Abb. 3.6). Wenn wir die soeben angewandte Methode auf den k-ten Stromkreis an- 
wenden, erhalten wir: 


%y Rx — Um 7_— (18) 


a un Abb.3.6 Induktiv gekoppelte Stromkreise 


Der Induktionsfluß &, wird aber jetzt durch alle Ströme hervorgerufen. Es wird also 
9, = 2 Lu (19) 
je1 


Aus Gl. (18). wird also: 


2 z di; 
Yy By —U- —, Ir; Fra : (20) 
j-1 { 


Diese Gleichung kann noch in der folgenden endgültigen Form geschrieben werden: 


di, 
ak 


(21) 


U = YRy ur) Le; 
Pe 


Es seien jetzt auch Kondensatoren in die Stromkreise eingeschaltet. Dann kann 
das Linienintegral der Feldstärke wie folgt aufgeteilt werden: 


$Edi= [oJdt— [E.dI+ [ Bdl. (22) 


Leiter + Generator Kondensator 
Generator 
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Das letzte Glied läßt sich wie folgt schreiben: 


zum ene gi (23) 


Kondensator 


Der zweite Kirchhoffsche Satz lautet also für die Masche &: 


de; 


24 
u (24) 


Ug an [hart Ly; — 
j=1 


Die Netzwerke können in der Praxis dadurch noch komplizierter werden, daß die 
induktiv gekoppelten Kreise auch noch durch Ohmsche Widerstände oder Konden- 
satoren miteinander gekoppelt sind. Die induktive Koppelung ist aber im allgemeinen 
einfach, da diese durch Spulen verwirklicht ist; es sind also meist nur zwei Zweige 
miteinander gekoppelt. 

Die Gleichung div J = 0 gilt für jeden Zeitpunkt und für jeden Knotenpunkt. 
Es gelten also die Knotenpunktgleichungen: | 


Sir=d, a A a (25) 
Hier ist k der Index des betreffenden Knotenpunktes, ? der Index des in den k-ten 
Knotenpunkt treffenden Zweiges. 


Die Energiegleichung 1.7. (8) kann für Netzwerke ohne Koppelung einfach aufgeschrieben 
werden, da 


= (z®») W=-lyriom; 
2 ar 


a 2 

V 
2 ((Amslavr- 1 slie; 
a)\2 dad“ 2 


2 
ie AV=yüR 
y 
[ EsIJ AV = Zugi; 
Vv 


BIEXH)dA—0. 


Die letzte Gleichung wird dadurch Null, daß wir die Begrenzungsfläche so weit hinaus- 
schieben, bis Ex H genügend stark gegen Null geht. Die Energiegleichung lautet also: 


R .d Ir ac 1 sl ee 
ZeR+ EZ ER + 2, | = Zuei=0. 
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3.1.3. Praktische Gesiehtspunkte zur Anwendung der Kirchhoffschen Sätze 


Die Aufgabe der Netzwerkanalyse lautet: Gegeben sind der geometrische Aufbau der 
Netzwerke, d. h. Knotenpunkte und Zweige, ferner die in die Zweige eingeschalteten 
Elemente, wie Widerstände, Kondensatoren, Selbst- und Gegeninduktivitäten und 
schließlich die Generatorspannungen oder Generatorströme als Funktionen der Zeit. 
Gesucht werden die Zweigströme, die Spannungen der Knotenpunkte, die Ströme der 
einzelnen Netzwerkelemente oder die Spannung der Elemente. 

‚Alles dies kann mit Hilfe der Kirchhoffschen Gleichungen berechnet werden. Es 
erheben sich aber die folgenden Fragen: 


1. Erhält man durch die Knotenpunkt- und Maschensätze eine hinreichende 
Anzahl von Gleichungen, um die Unbekannten eindeutig bestimmen zu können? 


2. Wie können wir die Grundgleichungen mit den richtigen Vorzeichen auf- 
schreiben, wenn die Richtungen der Ströme nicht von vornherein bekannt sind? 


3. Welche elektrischen Kenngrößen des Netzwerkes sollen als Unbekannte gewählt 
werden, um die kleinste Anzahl von Ausgangsgleichungen zu erhalten? 


Wie wir schon erwähnt haben und im späteren auch beweisen werden, besteht 
zwischen der Anzahl der Zweige (b), der unabhängigen Maschen (!) und derjenigen 
der Knoten (r) die grundlegende Gleichung: 


=! +n-—1; (26) 


d.h., wir haben so viele Gleichungen wie Unbekannte, wenn die Zweigströme als 
Unbekannte gewählt werden. Damit haben wir die erste Frage beantwortet. 

Auf die zweite Frage können wir die folgende Antwort geben. Wenn wir die 
Kirchhoffschen Gleichungen mit den richtigen Vorzeichen aufschreiben wollen, haben 
wir zu beachten: 


a) Wir bezeichnen zuerst die Polarität der Generatoren. Wir haben darüber schon 
bei Gleichstromnetzen gesprochen. Wenn ein ganz allgemeiner zeitlicher Verlauf der 
Gieneratorspannungen oder der Generatorströme vorliegt, so bedeutet die einge- 
zeichnete positive Richtung nur soviel, daß die Richtung des äußeren Feldes mit der. 
eingezeichneten Richtung zusammenfällt, wenn die Generatorspannung als Funktion 
der Zeit in einenı bestimmten Zeitpunkt einen positiven Wert aufweist. Mit anderen 
Worten: Die analytischen Ausdrücke der Generatorspannungen werden entsprechend 
der angedeuteten positiven Richtung angegeben. 


b) Wir versehen jeden Zweig mit einer beliebigen positiven Richtung, mit der 
‚Meßrichtung. Die tatsächliche Richtung des Stromes fällt mit dieser Richtung 
zusammen, wenn.die Rechnung diesem Strom einen positiven Wert zuschreibt. 


c) Wir nehmen in jeder Masche einen beliebigen Umlaufsinn an. Dieser kann in 
jeder Masche unabhängig von den anderen gewählt werden. 
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d) Wir schreiben die Maschengleichungen in etwas geänderter Form auf: 


Flut Zi) =0I, KEhı.nl, (27) 
3 (ur + Um + um tum)=0, kK=h2..„t. (28) 


Die Bedeutung der Glieder £,;i.; ergibt sich aus den Gleichungen: 


i. f. di 
Ur =iR, er c) idt + Ucs er (29) 
d.h., . 
d 1 | 
Zi = Bari + Li — + — | de. 


di Oi 


k bezieht sich hier auf die Masche, i auf den Zweig. 

Es muß betont werden, daß die Gleichungen (29) mit positiven Vorzeichen nur 
dann gelten, wenn die Meßrichtung der Ströme und der Spannungen nach Abb. 3.7 
gleichsinnig gewählt wird. 


t 
: ; . di 
i UpRi L Me L uplor 
0 


Abb. 3.7 Zusammengehörigkeit der 
Strom- und Spannungsrichtungen 


Mit besonderer Vorsicht muß man bei der Bestimmung des Vorzeichens der 
induzierten Spannung in induktiv gekoppelten Kreisen vorgehen. Die zusammen- 
gehörigen Spulenenden, d. h. jene Enden, von denen ausgehend der Fluß im gleichen 
Sinn umfangen wird, bezeichnen wir mit + oder mit e. Zur positiven Meßrichtung 
des Stromes in einem Kreis haben wir die positive Meßrichtung in dem anderen 
Kreis entsprechend dieser Bezeichnung zu wählen oder aber mit negativem Vor- 
zeichen zu versehen (Abb. 3.8). 

In der Maschengleichung (28) nehmen wir alle Spannungen, deren Meßrichtung 
mit dem Umlaufsinn zusammenfällt, mit pösitivem, alle anderen mit negativem 
Vorzeichen. Von den Gegeninduktivitäten sehen wir hier und im nächstfolgenden ab. 


e) In den Knotenpunktgleichungen wählen wir alle Ströme positiv, deren Meß- 
richtung von dem Knotenpunkt wegweist, alle anderen negativ. 

Nach dieser Vereinbarung über die Vorzeichen ergibt sich die von dem betreffenden 
Schaltelement aufgenommene (verzehrte oder gespeicherte) elektrische Leistung als 
positiv. Die Leistung der Generatoren ergibt sich als negativ, wenn die Generatoren 
tatsächlich elektrische Leistung abgeben. ‚Negative aufgenommene Leistung“ ist ja 
nichts anderes als abgegebene Leistung. | 
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‚Abb. 3.8 Zur Bestimmung der Spannungsrichtung 
bei induktiv gekoppelten Kreisen 


3.1.4. Die Methode der Maschenströme und die Methode 
der Knotenpunktpotentiale 


Zur dritten Frage ist zu sagen, daß es tatsächlich nicht zweckmäßig ist, die Zweig- 
ströme als Unbekannte zu wählen. Es gibt nämlich zwei Möglichkeiten, durch 
geschickte Wahl der Unbekannten die Anzahl der Gleichungen stark zu vermindern. 
Dies sind die Methode der Maschenströme und die Methode der Knotenpunkt- 
potentiale. 

Bei der Methode der Maschenströme nehmen wir als Unbekannte die Maschen- 
ströne 


1» IR» LE (30) 


Abb. 3.9 Zur Methode der Maschenströme 


Stellen wir uns nach Abb. 3.9 vor, daß in jeder Masche ein sie vollständig durch- 
laufender Strom, der Maschenstron,, fließt. Die Zweigströme ergeben sich aus den in 
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dem betreffenden Zweig fließenden Maschenströmen. Die Berechtigung der Annahme 
von Maschenströmen und die Vorteile dieser Methode ergeben sich aus dem Folgenden. 

Schreiben wir jetzt die Kirchhoffschen Maschengleichungen mit Hilfe der Maschen- 
ströme, so haben wir ! Gleichungen für die ! Unbekannten, d. h., die Maschenströme 
können eindeutig bestimmt werden. Insgesamt vermindert sich die Anzahl der 
Unbekannten und die Anzahl der Gleichungen um » — 1. Mit der Annahme der 
Maschenströme lassen sich die Knotenpunktgleichungen automatisch befriedigen: 
In jedem Knotenpunkt treffen sich nur Maschenströme, d. h., jeder Strom, der dem 
Knotenpunkt zufließt, fließt auch ab. Die Zweigströme, die mit Hilfe der Maschen- 
ströme bestimmt werden können, befriedigen natürlich auch die Maschengleichungen. 
Wie schon erwähnt wurde, ergibt sich jeder Zweigstrom als die Summe der Maschen- 
ströme — mit den entsprechenden Vorzeichen versehen. Beim Aufschreiben der 
Maschengleichungen haben wir aber die Summe der Spannungen, die von den 
einzelnen Maschenströmen hervorgerufen wurden, d.h. die durch die Zweigströme 
hervorgerufenen Spannungen, berücksichtigt. | 

Damit sind auch für die Zweigströme alle Kirchhoffschen Gleichungen befriedigt. 
Wir haben also die richtige Lösung gefunden. 

Die Maschengleichung lautet nun für die k-te Masche: 


ur + Zah t Zeh ++ Fl =; k=1,2,...,1. (31) 
Dabei bedeuten us, die Summe der Generatorspannungen in der Masche k und 


ji +, Jı die unbekannten Maschenströme. %,; bedeutet einen Operator für den 
gemeinsamen Zweig der k-ten und der :-ten Masche: 


t 
4; 1 
Fi = Pr; IL; — =_—_ ; dt. 32 
ki) ee re (32) 
Zr bezieht sich auf alle Zweige der k-ten Masche. Ausführlich lautet nun das 
Gleichungssystem: 


Zi + File + ++ Zıyı = -Uusı; 
Zah = Zahn pres Zalı = —Ugp, (33) 
Luh = Zieh een Zi — en 


Aus der Bedeutung des Operators £;, folgt sofort, daß die Determinante dieses 
Gleichungssystems symmetrisch ist, d.h. 2, = 2. Es ist natürlich 2, =0, 
wenn die ?-te und k-te Masche keinen gemeinsamen Zweig besitzen. 

Die andere Methode zur Verminderung der Ausgangsgleichungen besteht in 
folgendem. Wählen wir als Unbekannte die Potentiale »,, %, ..,%-ı der n— 1 
Knotenpunkte. Das Potential eines beliebigen Knotenpunktes kann willkürlich 
gleich Null gewählt werden. 
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Um die Gleichungen in möglichst einfacher Form zu erhalten, nehmen wir an, 
daß das Netzwerk mit Stromgeneratoren gespeist wird. Zwischen den Knotenpunkt- 
potentialen und den Zweigströmen bestehen nach Abb. 3.10 die folgenden einfachen 
Zusammenhänge: 

t 


1 nee 
Gr = Ga (di — in); I = — [ (%; — vu.) dt, % = CO Au) (34) 


Lix di 
E N 24 N Ts z un L_ = 
Vi=Yk Rik- Lik Cik ji 
ENE I Abb. 3.10 .Zur Methode der Knoten- 
Sr 2 u ESg punktpotentiale 
| pn. ,, Bir ee 
V-VYk @likRiki =Lik dt ’ afüret 


Jetzt können die Kirchhoffschen Knotenpunktgleichungen aufgeschrieben werden. 
Wählen wir den :-ten Knotenpunkt aus, und schreiben wir die entsprechende Knoten- 
punktgleichung auf. Die Summe der Ströme — die Generatorströme inbegriffen — ist 
gleich Null, d. h., 


n—1l 
Pa Yale 77 ER) - —igi» = 1, 2, nd — 1, (35) 


k=1 
wobei %;, den folgenden Operator bedeutet: 


t 


1 d 
W; = Gy dt CO m. 36 
k et T [ +0 Fr (36) 


“ik 


Den Generatorstron haben wir auf der rechten Seite getrennt geschrieben. 
—ig; bedeutet also die Summe der Generatorströme, die in den Knotenpunkt ein- 
gespeist werden. 

Schreiben wir jetzt noch einmal die Maschengleichungen mit Hilfe der. Maschen- 
ströme und die Knotenpunktgleichungen mit Hilfe der Knotenpunktpotentiale auf: 


I 
N Zir = —Ugi: t = E:2; nl (37) 
k=1 


n—1 


3 Yun — a) = Ts De ee (38) 
k=0 
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Wir sehen, daß die beiden Gleichungssysteme einen sehr ähnlichen Aufbau zeigen. 
Es bestehen die folgenden Analogien: 


LE — Y x 1, > di Ur Ugi > %i- (39) 


Den Impedanzoperatoren entsprechen Admittanzoperatoren, den Maschen- 
strömen entsprechen Knotenpunktpaarspannungen, und den Spannungsgeneratoren 
entsprechen Stromgeneratoren. | 

Später werden wir noch sehen, daß eine äquivalente Umwandlung eines Spannungs- 
generators in einen Stromgenerator und umgekehrt möglich ist: Wir können also 
jedes Netzwerk als nur von Spannungsgeneratoren oder nur von Stromgeneratoren 
gespeist betrachten. 


3.1.5. Beispiel für die Aufstellung der Grundgleichungen 


1. Als Beispiel nehmen wir das Netzwerk in Abb. 3.11. Wir haben das Netzwerk zuerst mit 
den nötigen Meßrichtungen zu versehen und auch die Knotenpunkte und die Maschen zu 
numerieren oder zu bezeichnen. Die n— 1 = 6— 1 = 5 Knotenpunktgleichungen lauten: 


41 atom, (A) 
u +4, =0, (B) 
y—uti=0, (0) 
Fa u IE (D) 
tt. (E) 


Abb. 3.11 Beispiel eines komplizierten Netzwerkes zur Anwendung der Kirchhoffschen 
Gleichungen 
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Die 1 = 5 Maschengleichungen lauten: 


= di di di 
= R + L— +1. +1.,— +1, — =, 1 
u+uüR,+Lı + Lie: dt +5; dt + L3 Er (1) 
t 
di di di 1 " di di 
Rn et Stun. R eben „den FB, 2 
2 124 257) u C, fü 5 di 3 (2) 
t t t 
1 f: di 1 f. R di 1 Ä 
a AR +, [wit 0, (3) 
| t 
di dis - di di : 1 n gr 
—L; a7 Lis Eee +45, Ar + ls; a +4R, + oj® d+%R,=0, (4) 
t 
di di di di 1 ’ . 
—L, Fr —L,; ri Ls 7 25 Zee air j® di + =0. (5) 


Damit haben wir zehn Gleichungen für die zehn unbekannten Zweigströme. 
Mit Hilfe der Maschenströme können wir die folgenden fünf Gleichungen aufschreiben: 


a dh, — 34) dj; 


dj 
R+L Er Lea —- + Las er Peg 1, —% (1) 
t 
dj 60} d(j, — 73) 1 : : 
Is 1 = 2 +jR, +L, -n +) 6 ja) dk. 
di. —; di 
+1 41, =0, (2) 


t 


t 2 
1 2 ä di. — I 1 i ; dj 
gern Kenya een Re (3) 
C, Os dt 


dt 
dü. —; di di. — 4 ‚i 
„u I) + 1, +, _ 1 I) — + JR, ir (ja +7;)d 
++) R, = 0, ; (4) 


= HM, 5, fer, Ach 
LE +1, u _ M4n- 1, a + [ütwWat+ + =0. 
(5) 


Mit Hilfe der durch diese Gleichungen bestimmten Maschenströme können die Zweigströme 
leicht ausgedrückt werden: 


1, => rm Bm he 
4 = — 1 %; = 11» 1, = Ja» 


%z = > g =: —j5 ig = ja + 95» %0 = h- 


3.1. Die Kirchhoffschen Gleichungen 399 


2. Für die Anwendung der Methode der Knotenpunktpotentiale schreiben wir die Grund- 
gleichungen für das Netzwerk in Abb. 3.12; für den Knotenpunkt 1 


d(v, — ß 
+, = in, 


Re 


dt 


t 
1 
1 


Abb. 3.12 Netzwerk zur Anwendung der 
Methode der Knotenpunktpotentiale 


für den Knotenpunkt 2 


em 0, +0, 2 


At At + Gz(0% — v5) = ia» 


für den Knotenpunkt 3 


t 
1 d : 
L. dt 


3.1.6. Die allgemeinen Methoden zur Lösung der Grundgleichungen 


Nachdem die Kirchhoffschen Gleichungen aufgestellt sind, haben wir ein System von 
linearen Integrodifferentialgleichungen für die unbekannten Größen. Wenn das Netz- 
werk keinen Kondensator besitzt, haben wir ein System linearer Differentialglei- 
chungen erster Ordnung zu lösen. Im allgemeinen Fall, nach Differentiation beider 
Seiten aller Gleichungen des Gleichungssystems, gelangen wir zu einem System von 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 
Wenn die Anfangswerte, d. h. die Spannungen der Kondensatoren und die Ströme der 
‚Induktivitäten im Zeitpunkt i = 0, bekannt sind, können die Zeitfunktionen der 
unbekannten Größen bestimmt werden. Selbst aus dem Aufbau der Differential- 
gleichungen können schon wichtige Folgerungen gezogen werden. Aus der Tatsache, 
daß das System linear ist, folgt schon das Superpositionsprinzip. Dieses lautet für die 
Netzwerke: Sei ein Netzwerk gegeben. Zu einer Erregergröße gehöre in diesem Netz- 
werk ein gewisser elektrischer Zustand. Zu einer anderen Erregergröße gehöre in 
demselben Netzwerk ein anderer Zustand. Nach dem Superpositionsprinzip gehört 
zur gleichzeitigen Wirkung der Erregergrößen die Summe der einzelnen Zustände. 
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Mögen zu den Generatorspannungen u{, die Zweigströme :? gehören. (Hier bezieht 
sich der Index k auf die Masche, der Index : auf den Zweig.) Die Größen befriedigen 
die Maschengleichung: 

FW, + it. (40) 
Zu den Generatorspannungen ut) gehören die Zweigströme i#. Auch hier gilt die 
Maschengleichung: 

Fu + 2) = 0. (ai) 
(Der Stern soll hier nur eine andere reelle Zeitfunktion andeuten.) 

Durch Addieren der Gleichungen (40) und (41) ergibt sich 


Zu + u) + PD + FO] = 0. (42) 


Damit erhalten wir wieder die Kirchhoffschen Gleichungen für das zusammen- 
gesetzte System. Auf.diese Weise folgt aus 


Lt=0 un Jr =0 
auch die Gleichung: 
Füi+n)=0. 


Diese einfache Tatsache, die in dem Superpositionsprinzip ausgedrückt wird, liegt der 
Methode der Berechnung der elektrischen Kenngrößen von allgemeinem zeitlichen 
Verlauf zugrunde. Es wird nämlich das Verhalten der Netzwerke bei einfachen 
Erregergrößen ausführlich untersucht. Danach zerlegen wir die Erregergröße von 
allgemeinen: zeitlichen Verlauf in solche elementaren Erregergrößen. Ihre Wirkung 
wird durch Superposition erhalten. 

Die Netzwerke mit sinusförmigem zeitlichem Verlauf’ können ziemlich einfach 
behandelt werden. Die Untersuchung der Netzwerke mit sinusförmigem zeitlichen 
Verlauf ist an sich ein sehr wichtiges Problenı, da solche Netzwerke in der Praxis 
häufig vorkommen. Wir wissen aber, und später werden wir uns damit ausführlich 
beschäftigen, daß beliebige periodische Funktionen durch Fourier-Reihen, nicht- 
periodische durch Fouriersche Integrale dargestellt, d.h. aus sinusförmigen Funk- 
tionen zusammıengesetzt werden können. Wir bestimmen also die Sinuskomponenten 
der ursprünglichen Spannung und die von ihnen hervorgerufenen Ströme. Durch 
Addition dieser Ströme erhalten wir den resultierenden Strom. 

Eine Funktion kann auf sehr verschiedene Weise in Teilfunktionen zerlegt werden. 
In der mathematischen Analysis ist es häufig üblich, die. Funktion als Summe von 
Impulsfunktionen darzustellen (Abb. 3.13). Man kann aber auch mit Sprung- 
funktionen operieren. Da die Impulstechnik einen wichtigen und ausgearbeiteten Teil 
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der modernen Fernmeldetechnik darstellt, ist es durchaus nicht verwunderlich, daß 
die Lösung mit Hilfe von Impulsspannungen in den Vordergrund rückt. 


Abb. 3.13 Eine Zeitfunktion kann auf mannigfache Art in ‚‚elementare‘“ Funktionen zerlegt 
werden: Periodische Funktionen können aus Sinus- und Cosinusfunktionen zusammengesetzt 
werden; allgemeinere Funktionen werden zweckmäßig aus Sprung- oder Impulsfunktionen 
zusammengesetzt 


Die beiden erwähnten Methoden werden durch eine aus den elektrotechnischen 
Problemen entstandene Methode, nämlich durch die Lösung von Differential- 
gleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation, synthetisiert. Alle diese Methoden 
werden der Reihe nach ausführlich von uns besprochen. 

Die Analyse allgemeiner Netzwerke ist natürlich. kompliziert. Die Lösung wird 
einfacher, wenn wir uns | 


a) auf einfache Zeitfunktionen, 
b) auf einfache Geometrie, 
c) auf einfache Zielsetzung 


beschränken. 
Unter den einfachsten Zeitfunktionen sind vielleicht die sinusförmigen die wichtig- 
sten. Wie wirschon erwähnt haben, ist das Problem der Netzwerke mit sinusförmigem 


96 Simonyi 
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zeitlichem Verlauf auch an sich wichtig. Wichtig ist weiter die Sinusfunktion als elemen- 
tare Erregerfunktion. Es wird sich herausstellen, daß die hier gewonnenen Kenntnisse 
auch bei der zur allgemeinen Lösung geeigneten Laplace-Transformation nützlich 
sind. 


3.2. Netzwerke mit einfacher Geometrie und mit 
einfachem zeitlichem Verlauf 


3.2.1. Sinusförmige Erregung. Einfachste Kreise 


Nehmen wir an, daß sich alle Erregergrößen in der Zeit sinusförmig verändern. Es 
sei z.B. 


ult) =D cos (wi + 9). (1) 
Nehmen wir weiter an, daß die Kreisfrequenz der Generatoren identisch ist. Die 
Spannungen unterscheiden sich also in Amplituden und in Phasen. Dann werden sich 
alle erregten Größen, wie Ströme, Spannungsabfälle, ebenfalls sinusförmig verändern. 


Da die mathematische Behandlung und Darstellung der Sinusfunktionen umständlich 
ist, führen wir die komplexe Spannung 


u—Ü elatto) (2) 


ein. Wir bemerken sofort, daß diese Spannung mit der reellen Spannung entsprechend 
der Eulerschen Relation, 


Ü eilto+r) — Ü[cos (ot + g) + j sin (ot + 9)], (3) 
in folgendem Verhältnis steht: 
Re Ü eltetr) — Ü cos (ut +9). (4) 


Da die Bildung der Realteile von Funktionen der Form (2) und die Addition sowie 
Multiplikation mit einer reellen Zahl vertauschbar sind, gilt die Gleichung 


Re (au, + bus) =aBReu, +bRexu,. 


Die Bildung des Realteiles und die Operationen des Differenzierens und Integrierens 
sind ebenfalls vertauschbar ; somit gilt 


d Re Ü ei@t+P) — Re da Ü ejwtte) (5) 
di dt 

bzw. 

[Be Ü elett dt —Re f Ü eletto) dt. (6) 


Die Richtigkeit dieser Gleichungen kann sofort mit Hilfe der Eulerschen Relation 
bestätigt werden. Da in den Kirchhoffschen Gleichungen nur die erwähnten Opera- 
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tionen vorkommen, können wir mit den komplexen Größen rechnen und brauchen 
nur das Endresultat in das Reelle zu transformieren. Den Gleichungen 


di 1 
en en ee 7 

UR v UL Er Uc c fi ( ) 
entsprechen der Reihe nach: 

On=Rl, Ör=joll, o=—1 ® 

jwC 

oder 

Ür ÜL, ü. 1 
——=h, = =joL, 3 ’ 9 
f ner ro = 


Hier bedeuten Ü und / die komplexe Spannungs- bzw. Stromamplitude. In der 
Praxis rechnet man meist nicht mit diesen, sondern mit den durch Y2 dividierten 


Werten. U= oy2 bzw. I=1 y2 werden komplexe effektive Spannung bzw. 
komplexer effektiver Strom genannt. Das Verhältnis dieser Größen, also in den 
obigen einfachsten Fällen die Größen 


Z = R, jwL, en, 
I jwC 


werden Impedanzen, deren Kehrwerte Admittanzen genannt. Für eine gemeinsame 
Benennung wird häufig der Ausdruck Immittanz gebraucht. 


Abb: 3.14a Einfachste Kreise zur Be- 
rechnung der resultierenden Impedanzen 


Wir können also nach dem bisher Gesagten mit diesen Größen genauso rechnen, 
als ob sie Gleichstromwiderstände wären. Wir erhalten z.B. für die einfachsten 
Schaltungen in Abb. 3.14a die folgenden Impedanzen: 


eihe | ; aralle : RjoL 
bzw. 
1 1 L/C 
Zur as joL Be 77 R Zn == jwL x 2.0 = — (10b) 
job + — 
jwC 


26* 
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Haben wir die Kirchhoffschen Sätze angeschrieben, so erhalten wir ein lineares 
Gleichungssystem, in dem im allgemeinen Fall sämtliche gegebenen Größen komplex 
sind. Die gesuchten Größen ergeben sich ebenfalls als komplexe Zahlen. Mit Hilfe 
eines Vektordiagramms lassen sich die Verhältnisse meistens übersichtlich darstellen. 
Wir haben die komplexe Methode aber erst dann völlig verstanden, wenn wir den 


Abb. 3.14b Schaltbild des Transfor- 
mators und schrittweise Konstruk- 
tion des Vektordiagramms. Als 
Ausgangspunkt der Konstruktion 
wurde der Sekundärstrom gewählt 


Übergang zu den reellen Zeitfunktionen beherrschen und imstande sind, die Anzeigen 
der Grundmeßinstrumente (Ampere-, Volt- und Wattmeter) mit den komplexen 
Größen in Verbindung zu bringen. 


Als Beispiel sei der Fall des Transformators angeführt, da wir uns später ohnehin noch mit 
ihm beschäftigen müssen. Die Kirchhoffschen Gleichungen lauten nach Abb. 3.14 b 


[Rı +ji%, + oL,)] I, — jaML,=U, | 
-jeML, +[Ba+R+i X; + +oi)]l,=0. 
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Um unnötige Komplikationen zu vermeiden, wählen wir Z,; = R; + jX 3, =. 
Das Gleichungssystem kann z. B. für I, gelöst werden: 
n< U1[R, + j(X, + oZ,)] 
[RR +jX, +oZL) [RR + j(X, + oL,)] + MITZ 


a nn 

2 Mi? aM? i 

R IREERIERN. Er. WERRERREN R IIX, -— — — ) 
7 R; + (X, + oZ,)? a : | : RB + (X, + wL,)” . 


Führen wir jetzt weitere Vereinfachungen ein. Es sei Z, = 0. Außerdem seien die Spulen 
eng gekoppelt, d. h., es gelten folgende Zusammenhänge: 


L, = NiLo; L, = NL; M=N;,N:L- 


Hier bedeuten N, und N, die Windungszahl der primären bzw. der sekundären Spule. Dann. 
gelten folgende Näherungsformeln: 


U, _ U _ jebhh—joeM, _ Lh—ML _NI — NN;l; 
U, Zul, -joL,I, +jaMlL, -—LR,+MI 'NN;h — NL, 


NM Nh-NLh €; 


Wenn wir auch die Belastungsimpedanz der Bedingung |Z,] < wL, unterwerfen, so haben wir 


I. 2 +jwL, & Lz N,‘ 
Ein Transformator, bei dem die Zusammenhänge U/U,;, = N,/N,=1/n, I,/]I, =N;/N,=n 


gelten, heißt ein idealer Transformator. 
3.2.2. Energieverhältnisse bei sinusförmigem zeitlichem Verlauf 


Wenn ein Schaltelement eine Spannung u = Ü cos (ot + 9,) und eine Stromstärke 
i = I cos (wt + 9;) aufweist, so ändert sich die aufgenommene Leistung als Funktion 


der Zeit: 
pl) = ui = DI cos (wt + 9.) 608 (wt + 9;). 
p(t) heißt Momentanleistung. Der Mittelwert von p(t) heißt Wirkleistung: 


T T 
P= 7 [pdt= 7 [ Oleos ot + 70 000 (at + m). 
| 


Eine elementare Rechnung ergibt: 


Ü 
P = —- cos (Pu = 9;) —= Üxtıler COS o; Unr=—; It=—. 
2 2 Y2 
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Es sei jetzt u(t) = Re D elet; i(t) = Re 1 el“t, und es sei die Phase in den komplexen 
Amplituden Ü bzw. ] miteinbegriffen. Wir wissen schon (siehe Kap. 1.7.4.), daß P 
auf folgende Weise berechnet werden kann: 


P = Be Ül* =ReUl*. 


Die Größe UI* wird komplexe Leistung genannt. 
UI = S = Ver Peley er = Uerılerı 608 9 + Verl ing =P+W, 


U rl er heißt Scheinleistung, P = U,relerı cos p Wirkleistung und Q Blindleistung. Da 
das momentane Kraftmoment zwischen zwei ineinandergelegten Spulen — die zine 
von einem der Spannung proportionalen Strom, die andere vom Verbraucherstrom 
durchflossen — proportional. der momentanen Leistung ist, schlägt die Drehspule 
eines Wattmeters proportional dem Mittelwert der momentanen Leistung aus, also 


Mittleres 
Drehmoment= 


Mittleres | | Ulcos 9 
Drehmomenf= 


Abb. 3.14c Anordnung zur Messung der komplexen Leistung P+jQ = UIcosp +jUIsing. 
Damit werden zugleich Wirk-, Blind- und Scheinleistung sowie der Phasenwinkel gemessen. 
In der Schaltung mißt das Instrument die nach rechts (bei +-Ausschlag) oder nach links 
(bei —-Ausschlag) strömende Leistung i 
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wo Üertlerı c0S 9. Wird der Strom der Spannungsspule durch eine Induktivität um r/2 
verschoben, so ist der Ausschlag proportional der Blindleistung: 


T . 
U ertlett COS (v = 3) a Üertlert sın 9. 


Zwei solche Instrumente kombiniert ergeben ein Meßgerät für $= 7? -+jQ (Abb. 
3.14c). 


/ 


3.2.3. Die Methode der Knotenpunktpotentiale und der Maschenströme 
bei sinusförmigem zeitlichem Verlauf. 


Mit Hilfe der Knotenpunktpotentiale kann der Strom in dem Zweig zwischen den 
Knotenpunkten ? und k folgendermaßen ausgedrückt werden (Abb. 3.15): 


Y,—Vr= 1a — Un. (11) 


Abb. 3.15 Die Methode der Knotenpunktpotentiale 
in Wechselstromkreisen 


Daraus folgt: 


Vv,;—-V, , Ux 
IN EL 12 
k Z.. + Zu (12) 


Die Knotenpunktgleichung für den Knotenpunkt ? lautet also: 


U 1 V. 
I, ==! — +13 —- 3, (13) 
2 i = Zi en Zu * Zi 

i=1,2,..,n—1. 
Die Summation bezieht sich auf alle mit dem i-ten Knotenpunkt in Verbindung 
stehenden Knotenpunkte. Diese Gleichung kann durch Einführung der verein- 
fachenden Bezeichnung, 


1 1 
k Zr Zu 
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auch in folgender Form geschrieben werden: 


V, Ügik . 
m: = 2 gen (? — 1, 2, ... nn — 1) . 14 
Zi Zi nn 


Wir haben also endgültig 


v,, V; V.-1 Ugır 
— ++ +44 ; 
Zı Zu Zii Zu,a- Zi 
VYı , Pr v; N. Uger 
++. 4+ 4.4 
Zaı Zar 2a; Zr n—1 Zx 
v; 2 v; N .-1 Ug 
+ ++ — ++ 5 aus 
Zn-ı 1 Zn p Zu-,i Za-ı n—1 Zu-i k 


Abb. 3.16 Die Methode der Maschenströme 
in Wechselstromkreisen 


Hier wird allen Impedanzen, die zu solehen Knotenpunktpaaren gehören, die nicht 
unmittelbar miteinander verbunden sind, der Wert Unendlich zugeschrieben. 

Bei der Methode der Maschenströme nehmen wir nach Abb. 3.16 eine allgemeine 
Masche in dem Netzwerk; wir schreiben die Maschengleichung auf. Diese wird z. B. 
für die Masche k in Abb. 3.16 . 


Jy(Zxı + Zum + Zen + 2x0) — JıZrı — ImZrm — InZan — SoZro = Um — Um: 
Im allgemeinen erhält man für die Maschengleichungen 

JıZ1 + JaZıa + JaZıs + + JıZu = Ua: 

JıZsı + JaZag + JaZas + + JıZaı = Ua, 


JıZu + JıZa + JaZıs +++ + JZu = —Ucı 
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oder einfacher 


l 
ZIZu=-Un, k=12.,1. 


t=1 


Hier bedeuten Z,, = Z,; die gemeinsamen Impedanzen der i-ten und k-ten Masche, 
Zy« die Impedanz der k-ten Masche (in Abb. 3.16): 


Zur = Zxı + Zum + Zun + Zro: (15) 


Us; bedeutet die Summe der Spannungen der Generatoren in der k-ten Masche. 
Der Wert der k-ten Maschenstromstärke kann also sofort angegeben werden: 


Di 
«= (-U) (16) 


Hier bedeutet D die Determinante des Gleichungssystems (14), D;, die durch die 
Streichung der i-ten Reihe und der k-ten Spalte entstehende Unterdeterminante. Da 
Zi = Zu; ist, wird die Determinante D symmetrisch; es gilt also auch D;, = Dyi- 


3.2.4. Beispiele für die Anwendung der Methoden der Knotenpunktpotentiale 
und der Maschenströme 


1. Schreiben wir die Kirchhoffschen Gleichungen mit Hilfe der Maschenströme für die Schal- 
tung in Abb, 3.17. Die drei Spulen seien auf demselben Kern aufgewickelt, also miteinander 
gekoppelt. Die zwei Maschengleichungen lauten: 


: Z ; Z 
U = Jo (2 + 18 — 215 4 ) en (-2% + IE + IN — I 4 2). 


BR Z Z, +2 
0= io (In + + nn) Ho (it an +). um 
Wenn wir diese Gleichungen mit den Gleichungen für die Schaltung auf der rechten Seite der 


Abb. 3.17 vergleichen, so sehen wir die Äquivalenz der zwei Schaltungen. Es wird nämlich 
für diese zweite Schaltung: 


} Z : Z 
U, = J,jo (2 +L+-= ) — J,jw (7 + ), 
jw jw 


0= - Jo 2 er a) I (7 TE tn | (18) 
Io Jo 
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Um völlige Äquivalenz zu erreichen, müssen die folgenden Gleichungen gelten: 
Lı+12,=L7+l1 — 20)» 

= -IR + +15 - Ih, (19) 
L+Lb=1L} +1} — 21%. 


Bei spezieller Wahl der Parameter der ersten Schaltung kann sich in der Äquivalenzschaltung 
eine Spule mit negativem Induktionskoeffizienten ergeben. Die Realisierung einer solchen 
Schaltung. spielt in der Synthese vorgeschriebener Netzwerke eine große Rolle. Wir erhalten 
einfache Zusammenhänge im Fall idealer enger Kopplung: 


t=iN}, If=kN}, I$=KN}, 


| (20) 
Lfg = kN,N,. Li; = kN, Ns; L]; = kN\N;. 


LE 
x 3 
In 1a 


Abb. 3.17 Anwendung der Methode der Maschenströme auf ein Netzwerk, 
das zu einem Ersatznetzwerk mit negativem Induktionskoeffizienten führt 


Dabei bedeuten N,, N,, N, die Wicklungszahlen der einzelnen Spulen. Es wird also 
L+l2=KkN,— N), 

IL; =KN,;,—N,) (N, — N;), (21) 
L,+1L,=Kk(N, — N,). 


Wie durch einfache Ausrechnung bestätigt werden kann, besteht zwischen den Induktions- 
koeffizienten für Aquivalenzschaltung der folgende Zusammenhang: 


Lo+Lb,+L,b=0. (22) 


Man sieht, daß tatsächlich wenigstens einer der Koeffizienten. einen negativen Wert haben 
muß, 


2. Als einfache und praktisch wichtige Anwendung der Methode der Knotenpunktpotentiale 
beweisen wir den Millmannschen Satz. Die Generatoren, die ein System von Dreiphasen- 
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generatoren bilden, seien in einer Sternschaltung (Abb. 3.18) angeordnet, ebenso die Be- 
lastungswiderstände. Die inneren Widerstände seien vernachlässigbar. 

Die Nullpunkte seien über die Impedanz Z, miteinander verbunden. Da in dieser Schaltung 
nur zwei Knotenpunkte existieren, führt die Anwendung der Knotenpunktmethode sofort zu 
dem Resultat: 


ZU = 23 Uaf;i (23) 
bzw. 
U, (24) 


——n 
Udo 
Abb. 3.18 Zur Ableitung des Millmannschen Satzes 


Die Phasenströme erhalten wir aus den Gleichungen 


L,=(W;—-U)Y; = Yolo- (25) 
Bei Dreiphasenströmen sind die Generatorspannungen die folgenden 

Orr 
Un= li ITa=Pls; UI maleı; a=e3. (26) 


Es wird also 


Y,+ta®Y,+a),;, 


U = U. ——_ 22, 
FIT ER BET 


(27) 


3. Ein wichtiges Gesetz für Netzwerke, die aus R, L und C aufgebaut sind, ist das Rezi- 
prozitätsgesetz. Seine Tragweite und Gültigkeitsgrenzen werden später (Abschnitt 4.13) all- 
gemein behandelt. Der Satz lautet: Wenn ein Netzwerk einen einzigen Generator im i-ten Zweig 
besitzt und dadurch im k-ten Zweig eine Stromstärke verursacht wird, verursscht derselbe 
Generator, in den k-ten Zweig eingeschaltet, dieselbe Stromstärke im i-ten Zweig, sofern der 
innere Widerstand des Generators Null ist (Abb. 3.19). 
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Wenn nämlich der Zweig i zu einer einzigen Masche, der Masche i, gehört, dann wird der 
Maschenstrom mit dem Zweigstrom identisch. Ähnlich soll der k-te Zweig nur zur k-ten Masche 
gehören, d.h., auch hier werden Zweigstrom und Maschenstrom identisch. Daß eine solche 
Wahl immer möglich ist, ist nicht selbstverständlich. Vorläufig genüge die Behauptung ohne 
Beweis. Es sei jetzt in dem i-ten Zweig eine einzige Spannung wirksam. Dann erhalten wir 
für den Strom im k-ten Zweig 


D. 
J,=1,=-U—. 28 
r= tk i7 (28) 
Für den Strom im :-ten Zweig, wenn die Spannung im k-ten wirkt, wird 
Di 
J=1,=-U—. 29 
’ —t k D ( ) 


Abb. 3.19 Zur Ableitung des Reziprozitätsgesetzes 


Unter Benutzung der Gleichung D;, = —D;,; erhalten wir 

Wenn jetzt noch die Gleichheit der zwei Spannungen U, = U; gilt, haben wir das Endresultat 

I; = Ir. (31) 
Hier bemerken wir, daß die Größe U,/I; = —D/D,; also nur von .den Netzwerkelementen 


und von der Netzwerkgeometrie abhängt. und die Dimension einer Impedanz besitzt, die 
Transferimpedanz oder Übertragungsimpedanz heißt. Ihr Kehrwert heißt Transferadmittanz. 
Die Bezeichnung weist auf die Tatsache hin, daß durch diese Größen die Übertragung der 
Wirkung einer Erregungsgröße von einem Zweig in einen anderen Zweig charakterisiert wird. 


3.2.5. Der n-Pol 


Die Grundzusammenhänge. Wenn ein Netzwerk oder ein herausgegriffener Teil eines Netz- 
werkes durch » ausgeführte Klemmen erregt oder belastet werden kann, sprechen wir von 
einem (passiven) -Pol (Abb. 3.20). Die Spannungen der Pole, gemessen von einem gemein- 
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samen Bezugspunkt, seien der Reihe nach V,, V., V3 ..., Y„. Die entsprechenden Ströme 
seien Ij, Ia Iy ---,/„. Da das Netzwerk ein lineares Netzwerk ist, gilt das Superpositions- 
prinzip. Es bestehen zwischen den angeführten Größen die folgenden Gleichungen: 


I, = Yıfı + Yı2Vz es YınUn» 


In —= Yalı + YoPo + + Yon’, ea 
In = YzıVı + YaaVa er Yan’ 

oder in Matrizen-Schreibweise 

I=YV. (33) 


Y| |% Ik Mn |Vn-1 
Abb. 3.20 Der passive n-Pol 


Die Matrix Y heißt die indefinite Admittanzmatrix. Die physikalische Bedeutung der Koeffi- 
.zienten Y;, erhalten wir aus dem Gleichungssystem (32) zu 


Yu = (7£) „ s=l2,..,n; s#k. (34) 
V, | V,=0 

Es ist leicht einzusehen, daß diese Koeffizienten nicht voneinander unabhängig sind. Da das 
ganze Netzwerk als ein großer Knotenpunkt betrachtet werden kann, wo elektrische Ladungen 
nicht aufgespeichert werden können, gilt 


Z2I=V0 (35) 
oder, ausführlich geschrieben, 
‚n n n 
1,2 Yı + 2 Yet + &TYa=d. (36) 
i=1 i=1 i=1 


Da diese Gleichung bei beliebigen V-Werten gelten muß, ist sie auch für V. #0; V,=0; 
s=+ k gültig, d.h., | 


n 
EYy=0, k=12,..,n. (37) 


;=ı 


414 3. Quasistationäre Vorgänge 


Dies bedeutet aber, daß die Summe der Elemente auf jeder Zeile Null werden muß. Da die 
Werte der Ströme nicht davon abhängen dürfen, wie wir den Bezugspunkt der Spannungen 
wählen, muß der Ausdruck für einen Strom, sagen wir für I;, ungeändert bleiben, wenn zu 
jeder Spannung der gleiche Wert addiert wird, d. h., 


n n N . nn _ 
L,=2 Yıı =23 TI EIV)= 3 Yale EV EI: (38) 
k=1 OK k=1 k=1 
Daraus folgt 
n . 
ZI >°. (39) 
k=1 


Es wird also die Summe der in einer Spalte stehenden Elemente auch Null. Somit bleiben von 
den n? Elementen nur (nr — 1)? unabhängig. Das Reziprozitätsgesetz schreibt die Symmetrie 
der Y-Matrix vor. Wegen dieser Symmetrie bedeuten die obigen Beschränkungen nur rn Be- 
dingungsgleichungen, da eine Bedingung für eine Spalte automatisch dieselbe Bedingung für 
eine Zeile bedeutet. Es gibt n(n — 1)/2 Symmetriebedingungen; dazu kommen noch die n Be- 
dingungen für das Nullwerden der Koeffizienten in jeder Reihe. So erhalten wir insgesamt 


I I» & 2 = RZ (40) 


unabhängige Elemente in der Admittanzmatrix eines reziproken n-Pols. 

Grundschaltungen. Untersuchen wir jetzt, was geschieht, wenn wir einige elementare Schal- 
tungen verwirklichen. 

Erden wir den j-ten Punkt, d. h., verbinden wir ihn mit dem Bezugspunkt, so wird U, = 0; 
dann ist die j-te Zeile der Y-Matrix also mit Null zu multiplizieren. Diese Zeile kann demnach 
weggelassen werden. Die j-te Spalte kann ebenfalls gestrichen werden, da I; sich als Summe 
der anderen Ströme mit negativem Vorzeichen ergibt. Das erhaltene Netzwerk kann also 
durch eine Matrix von n—1 Zeilen und n— 1 Spalten charakterisiert werden, die durch das 
Streichen der j-ten Zeile und der j-ten Spalte der ursprünglichen Y-Matrix entsteht. Die Ele- 
mente der so erhaltenen Matrix sind alle unabhängig voneinander. 

Bei reziproken Netzwerken vermindert sich die Zahl der unabhängigen Elemente auf 


(nr — I)(n —2) _nn — 1) 


a 2 nn 


’ 


d.h. auf die gleiche Anzahl, die die indefinite Admittanzmatrix Y besitzt. 
Nach dem bisher Gesagten gelangen wir dadurch am einfachsten zur indefiniten Admittanz- 
matrix, daß wir einen Pol erden; dann schreiben wir den Zusammenhang 


Kr-ı) — Yn-ı) Yir-ı) » 


Damit erhalten wir die Matrix Y("-2), deren sämtliche Elemente unabhängig sind. Diese 
Matrix wird dann zu einer Matrix mit n Spalten und » Zeilen ergänzt. Die Elemente in der 
neuen Zeile bzw. Spalte werden durch die Bedingung festgelegt, daß die Summe der Elemente 
in jeder einzelnen Zeile bzw. Spalte Null sein muß. 
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Als eine neue elementare Schaltung lassen wir einen Pol, sagen wir den n-ten Pol, frei, also 
unbelastet. Die Gleichungen lauten jetzt 


I, = YııYı ++ Ya; 
I,= YaVı ++ Yan» 


(41) 
0 =Yalıt "+ Fan’n- 
Aus der letzten Gleichung folgt: 
1 
Vn ur Y (YaıPı + YnaVa Sa un Yaa-ı)/n-ı)- (42) 
nn 


Setzen wir diesen Ausdruck in die anderen Gleichungen ein, so gelangen wir zu einer indefiniten 
Admittanzmatrix mit n— 1 Spalten und 2 —1 Zeilen. Die Elemente dieser Matrix sind natür-- 
lich nicht unabhängig voneinander. Wenn die ursprüngliche indefinite Matrix auf folgende 
Weise unterteilt wird 


(n—1) 1 
Zeilen Zeile 


Ya Yz/ 1 Spalte, 
erhalten wir nach einfacher Rechnung die indefinite Matrix für die neue Schaltung: 
yvad)=Y,— YoYzYo- (44) 


Als nächste Schaltung verbinden wir zwei Klemmen, z. B. Klemme (1) und (2), miteinander. 
Bezeichnen wir die gemeinsame Spannung mit V,, so erhalten wir als Gleichungssystem 


1, = (Yıı 25 Y 2) V, + YısV3 Br en YınPn> 
I, = (Ya + Yo) Vot YaVs + "+ Inn: 


| (45) 
I, =(Ya+ Ts) Vot TVs ++ YnPr: 
In == (Faı 25 Y ne) 4 Tr Ya3V3 rege Ypn’n- 
[, 
Da I, +1, = I, gilt, erhalten wir'nach Addition der ersten zwei Gleichungen 
I=(Yu+Yat+tYat+Yo)VYot+t (Ya T Ya)VYa + +(Yın + Ian) Fr: 
I, =(Yıt Ya) Vo + YasV 3 +++ Ya» (46) 


Ina = (Yaı + In) Vo + YnsVs + En IpnP’n- 


Wir bekommen also die indefinite Admittanzmatrix des so entstandenen (n — 1)-Pols, wenn 
die den zusammengeschalteten Polen entsprechenden Zeilen bzw. Spalten addiert werden. 
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Der Zweipol. Unter Berücksichtigung der Bedingungsgleichungen zwischen den Elementen 
der indefiniten Admittanzmatrizen ergeben sich die Grundgleichungen des Zweipols 


I, 3= YııVı Fr YıaVr ER Yııfı = YııPa za Yıı(Vı = V,) 
I, = YaVı + Yale = -Yuılı + Yıfa = -YıılVı - I) = I. 


Es stellt sich heraus, daß der Zweipol, wie uns schon bekannt ist, durch einen einzigen Ad- 
mittanzwert charakterisiert werden kann. 


(47) 


Der Dreipol. Die Anzahl der unabhängigen Elemente ist jetzt n(n — 1)/2 = 3. Der Dreipol 
kann also mit drei Impedanzen charakterisiert werden, die natürlich im Dreieck oder im Stern 
geschaltet werden können. Als Beispiel bestimmen wir die Admittanzmatrix bei Deltaschaltung 
(Abb. 3.21). Erden wir den Pol (3), so erhalten wir 


I,=Y,V, + YıYı - V)) = (Yı + Y3) Vı - YıPr» 
]; = Y,V, br YıV, — V,) = —YıPV, + (Y, Tr Y,) V;. 


(48) 


2: 


Abb. 3.21 Zur Ableitung der Grundgleichungen 
des Dreipols 


— [men m en re m 


Wenn wir die zu diesen Gleichungen gehörende Matrix aufschreiben und mit einer neuen Spalte 
und Zeile ergänzen, die die entsprechenden Summen zu Null macht, erhalten wir die indefinite 
Admittanzmatrix des Dreipols: 


Yı Eu Y; je Yı Sz Y; 
Y = 7 Y; Y, + Y, — Y, . (49) 
—}, —Y, Y;+P 


Der Vierpol. Die Anzahl der unabhängigen Elemente wird 4 - 3/2 = 6. Er kann also z..B. 
mit sechs Admittanzen verwirklicht werden, die in Form eines geschlossenen Vierecks ge- 
schaltet sind. Dieser Vierpol ist nicht identisch mit dem, was nach. dem allgemeinen Sprach- 
gebrauch Vierpol (oder besser: Zweitor) genannt wird; wir werden ihn daher als eingebetteten 
Vierpol bezeichnen. Der Unterschied besteht darin, daß beim Vierpol (Zweitor) angenommen 
wird, daß keine äußere Verbindung zwischen Primär- und Sekundärseite besteht. 


3.2.6. Der 2n-Pol oder das n-Tor 


Wir sprechen von einem 2n-Pol oder vom r-Tor dann, wenn die Gleichheit von zufließendem 
und abfließendem Strom an jedem Klemmenpaar gesichert ist: Die Generatoren oder die Be- 
lastungen sind auf je ein Klemmenpaar geschaltet, diese werden aber außen nicht miteinander 
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verbunden (Abb. 3.22). Zwischen den Klemmenspannungen und den Strömen besteht der 
Zusammenhang 


I=YU, U=ZI. (50) 
Y bzw. Z ist eine symmetrische Matrix mit n Zeilen und » Spalten. Die Elemente der Matrix 
sind, abgesehen von den Symmetriebedingungen, unabhängig voneinander. So kann ein n-Tor 
mit n(n-+1)/2 Angaben charakterisiert werden. Der früher behandelte ‚„Vierpol‘, genauer 
Zweitor, kann also insgesamt mit 2 - 3/2 — 3 Impedanzen charakterisiert werden. Die Ver- 
minderung der charakteristischen Parameter folgt aus der Tatsache, daß wir jetzt den Vierpol 
nicht als. einen herausgegriffenen Teil eines Netzwerkes betrachten können. 


04 
.’ 


- . 
ch RT Zu 


Abb. 3.22 Der 2n-Pol oder das r-Tor 


UN Un 


Für die Charakterisierung der n-Tore kann man neben den Z- und Y-Matrizen auch andere 
Matrizen verwenden, die nicht zwischen den » Stromwerten und zwischen den n Spannungs- 
werten einen Zusammenhang ausdrücken, sondern gemischte Größen, z.B. n Strom- und 
Spannungswerte mit anderen n Strom- und Spannungswerten, in Beziehung setzen. Nach einer 
neueren Methode wird die Summe eines Spannungswertes und eines Stromwertes mit Hilfe 
der Differenz dieser Größen ausgedrückt. Führen wir also die charakteristischen Größen 


V.=— (U +) (51) 


ein, wo eine jede Größe eine einzeilige Matrix bedeutet. Der Index O0 weist darauf hin, daß 
diese sogenannte normierte Größen sind. Die Spannung U% und der Strom I}, stehen in 
folgender Beziehung mit der tatsächlichen Spannung U, und dem Strom I, 


U, 
——) 
Yror 
Der hier vorkommende Koeffizient r ist ein Normierungskoeffizient mit der Dimension eines 
Widerstandes. Die Dimensionen von U% und If, werden identisch (VA)1/2. 


Wenn wir jetzt die Diagonalmatrizen R5' und R, von den Dimensionen n x n einführen, 
deren Diagonalelemente die folgenden sind: 


1/Yra» 1/Yros» ... bzw. Yro» Yo» Be 
so kann Gl. (52) folgendermaßen geschrieben werden: 
U=-R'U; P=RIl. (53) 


37 Simonyi 


UL = N= I; Vro- (52) 
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Es wird also 

V=—(U04 9) = — (RU +RIN (54) 
Die andere Veränderliche wird 

V.= — (U -1) = e (RZU— RD). (55) 


Die Indizes i bzw. r deuten auf die Wörter ‚‚ineident‘“ bzw. ‚‚reflected‘“ hin. Diese Bezeichnung 
hat bei Fernleitungsanschluß einen unmittelbaren physikalischen Sinn (siehe Abschnitt 4.31.4.). 
Die Gleichungen (54) und (55) können in folgender Weise umgestaltet werden: 


U=V, +-V; P=W —V (56) 
bzw. 
U=RKV; + VI); i= R,'(V; —V}). (57) 


Berücksichtigt man die Beziehungen 
U=-ZIl; U’=R,'U; P=Rjl, (58) 
so sieht man sofort, daß das Ohmsche Gesetz auch zwischen den normierten Größen besteht: 
U! = Z,l°, (59) 
wo Z, = RS ZRI" ist. 


Wir gelangen zu einem wichtigen neuen Begriff, dem der Streumatrix, wenn wir den Zu- 
sammenhang zwischen V; und V, aufstellen. Es gilt nämlich 


V=-ZtNM P=-(ZANEV. (60) 
Es wird also 

1 
V. = Z-NP-(Z-1 (ZH mV. (61) 


Daraus folgt 

V=-(Z-1)( +1)1V=SV. (62) 
Durch diese Gleichung wird die Streumatrix 

S= (Z, - 1){Z, +1) (63) 


definiert. 
Diese Matrix läßt sich umformen: 


— (RYZR5T — 1) (RZR;T + 1) 
= RZ R)(Z+Rö)"R.. (64) 
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Hier haben wir 


(AB)! = B-1A-1 (65) 
benutzt. Setzen wir 
R, Zi Roi ’ (66) 


so erhalten wir 
S=-(Z-RI(Z+ RI=(Z+ RI (Z—RI). (67) 


Es ist zweckmäßig, als Normierungswiderstände diejenigen zu nehmen, die mit den Er- 
regungsquellen in Reihe geschaltet sind. Bei Fernleitungsanschlüssen nimmt man die Wellen- 
widerstände als Normierungswiderstände. | 

Die durch ein n-Tor aufgenommene Leistung kann mit Hilfe der S-Matrix ausgedrückt 
werden. Es ist nämlich (Gl. 3.12. (41)) 


P=RelU. (68) 


Unter Berücksichtigung der Zusammenhänge (57) und (62) erhalten wir nach einiger Rech- 
nung 


P=V#V, — VEIV, = VHV; — (SV,)*V, = Vet — S*1S) V;. (69) 
Die durch die Gleichung | 
D=1 — S*iS (70) 


definierte Matrix wird auch Dissipationsmatrix genannt. Der Index T bezeichnet die trans- 
ponierte Matrix, bei welcher also die Spalten und Zeilen vertauscht sind. 


3.2.7. Das Zweitor oder der Vierpol 


Wegen ihrer Wichtigkeit werden die Zweitore (Vierpole) eingehender untersucht. Bei’ 
‘den Zweitoren sind die vier Größen U,, I,, U, I, durch drei unabhängige Parameter 


Abb. 3.23 Der Vierpol oder das 
Zweitor. Alle Formeln beziehen 
sich auf die hier angedeuteten 
Strom- und Spannungsrichtungen- 


verknüpft (Abb. 3.23). Folgende Darstellungen sind üblich: Durch das Gleichungs- 
system 


U, = Zuli + Zuels; (71) 
U 2 Zul us Zael: (72) 


[2 2 2 
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sind die Widerstandsparameter, durch das System 
I, = YıÜı+ Yıals; 
I, = YıU, + Y2Ü; 


die Admittanzparameter definiert. Die Parameter in dem Gleichungssystem 


U= Al; — Aydls; 

I, zZ AyÜ; = Asala 

heißen Kettenparameter. Es wird auch das Mischsystem 
U, = Hııı + Hual;; 

I, = Hylı + HaU; 


I, I 


I, B. 
= U Zik \% 
(1) (2) 
Zr Zr tk 


5 
W% 


_0,(D (2 
IKK =) An Ank 
m=ı,2 


N, ,(2 
HirHik *Hik 
d) 


(73) 
(74) 


(75) 
(76) 


(77) 
(78) 


Abb. 3.24 Die Reihen-, Parallel-, Ketten- und Hybridschaltung von Vierpolen. Ks ist auch 


angegeben, welche Matrix man am zweckmäßigsten benutzt 
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benutzt. Entsprechend werden die Widerstandsmatrix Z, die Admittanzmatrix Y, 
die Kettenmatrix A und die gemischte Matrix H eingeführt. In Abb. 3.24 sieht man, 
wie sich in den verschiedenen Schaltungen die resultierende Matrix aus der Matrix 
der einzelnen Vierpole zusammensetzt. Der Beweis ergibt sich ohne Schwierigkeit, 
indem man die entsprechenden Grundgleichungen anschreibt. 

Als Beispiel sei der Fall der Reihen-Parallel-Schaltung angeführt. Es gelten also 
die folgenden Gleichungen 


) _ Ywra ra 
U = Hyıp a HRU», 


(79) 

ID — HWID 1 HWUW; 
Up = AN? + HRUP, (80) 
19 = HSID + HQUP. 
Aus Abb. 3.24 liest man sofort die Zusammenhänge ab: 
U,=U0 +09; 
I, = I® 419; 

2 p] Ss p) .- 


=2 _— I). 
Ih) =I®=19; 
D,=UV- Un, 


Durch Addieren der Gleichungen (79) und (80) erhalten wir 


0, = UP + UP-= HWID + HWIP + HWUD + HWUP: 
I, = 19 + 19 = EWIP + HBIP + HWUP + HRUP. 


Wenn auch noch die Gleichungsgruppe (81) berücksichtigt wird, ergibt sich 


(7) = Fe Fan HR el 82) 
2) \an+ag ag 42%] \v. 


Bei der Ableitung haben wir vorausgesetzt, daß die zufließende und die abfließende - 
Stromstärke, also /® und I®, gleich sind, was durchaus nicht so sein muß. Die 
Gleichheit ist durch die äußere Schaltung nur dann gesichert, wenn Primär- und 
Sekundärseite nur durch das Zweitor zusammenhängen, was hier nicht der Fall ist. 
Wenn durch den inneren Aufbau der Zweitore bzw. durch die Art der Zusammen- 
schaltung gesichert ist, daß die Zweitore auch nach dem Zusammenschalten noch als 
Zweitore- betrachtet werden können, so sagen wir, die Vierpole genügen der Regu- 
laritätsbedingung. Abb. 3.25 zeigt, wie sich bei gleichem Aufbau eine reguläre bzw. 
irreguläre Schaltung ergibt. Im allgemeinen Fall müssen wir die Zweitere als (ein- 
gebettete) Vierpole betrachten. Dann genügen die drei Matrizenelemente nicht. 
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Als Anwendung bestimmen wir die A-Matrix eines durch einen idealen Trans- 
formator gespeisten Zweitores (Abb. 3.26). Für den Transformator gilt 


vo-1v0, IM _nI® (83) 
nr 


oder in Matrizenschreibweise 


un 1 UD 
EN (84) 
0 


„| 
n/) \—-I® 


(t 
ID 


Abb. 3.25 Bei der Schaltung a) führt die Matrixaddition zu einem falschen Resultat. Die 
Schaltung b), mit demselben Vierpol ausgeführt, genügt der Regularitätsbedingung 


Abb. 3.26 Kettenschaltung eines 
idealen Transformators mit einem 
Vierpol 


Es wird also 


O\ [1 0\ (An Anl © 


__- Rn 


1 1 
— Aıı — Aı 
n 2 
I, On Ası As —J, N As 27 Ass —J, 


(83) 
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Wir geben noch die Widerstandsmatrix an: 


1 1 
sr Zu — Zi 

Z= bi = (86) 
— Zıı Za 


In Tabelle 3.1 sind die Umrechnungsformeln der Vierpolmatrizen angeführt. Hier 
findet man auch die Bedingungen, denen die vier Parameter genügen müssen, da ein 
reziproker Vierpol durch drei Größen charakterisiert werden kann. Am einfachsten 


291 | IR . | = “ 


Abb. 3.27 und 3.28 Zur Bestimmung der Wellenparameter 


läßt sich die Bedingung bei den Parametern Z;, und Y;, angeben. Das Reziprozitäts- 
gesetz fordert nämlich die Symmetrie dieser Matrizen. Es gilt also 


Zur = Zaı; Ya = Ya- 


Daraus folgen schon mit Hilfe der Umrechnungsformel die weiteren angeführten 
Bedingungsgleichungen. Wir haben auch die Bedingungen für die Symmetrie in bezug 
auf das Ein- und Ausgangsklemmenpaar angegeben. | 

Wegen ihrer großen Bedeutung müssen auch die Wellenparameter erwähnt 
werden. Ein Vierpol kann auch durch die folgenden drei unabhängigen Größen 
charakterisiert werden: durch die Wellenimpedanzen Z,, und Z.a und den Über- 
tragungsfaktor g,. Zum Begriff der Wellenimpedanzen gelangen wir auf folgende 
Weise. Wir schließen die Sekundärseite mit Z,, und messen an der Primärseite den 
Eingangswiderstand Z,,. Als Wellenimpedanzen werden die Größen Z,, und Z, dann 
bezeichnet, wenn bei Schließung der primären Seite durch Z,, an der sekundären 
Seite der Eingangswiderstand Z,, gemessen wird (Abb. 3.27). Es können also die 
folgenden Definitionsgleichungen aufgestellt werden: 


_ Aıg + ArıZoe 


— ; (87) 
2 Ag + AzıZoz 
ai Ars + AssZoı (88) 


A AD 


Zusammenhänge zwischen den verschiedenen Parametern eines Zweitors. 
>hen sich auf die symmetrischen Bezugsrichtungen. 


Es = Fi a FB 
D, Zei Zee) LI 


Y Y 
Za=Z2 _—: -— 
Y Y 
EEE _._2ı u 
11 Za2 | 4 | Y| 
Z Z 
Te | en 
Zar Zıı 
en = EEE 
z| ız| 11 22 
Zu 21 I =, 
Zaı Zaı Yaı Yz 
I: Ze ri Yıı 
Zgı Zaı Yzı Yzı 
Zu _|21 _ Yu En 
Be 21 Ba a2 
Zia Zia Y2 Yı 
ız| 212 I _Yı 
Zee Zoe Yı Yı 
Z,ı =, Ya B4 
Zee Zaa 11 Yıı 
Z | Z Y Y 
Em am | Yon Yon 
22 11 1 [7 22 |Y| 
1 1 
In —- (NZi + V2.125) In —- (NY + Ya). 
21 21 


nf diagonalen Stellen sind die Reziprozitätsbedingungen (oben) und die. 
& Symmetrie (unten) angegeben. |Z|, |Y| usw. bedeuten die Determinant 
entsprechenden Parametern. 
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ea ee | le 
I; Ay Ag —JI; —I, Adı Ada I; I; HAzı Ha U, 


Ay Al 22 a: al Hı 
Ası As A}, At, Hz Ha 
a. Az _ 4! _ Au _Haı ne 
Ayı Ayı Ay Ab, He Has 
Az Be - _ A zn N _ Ha 
Ay Ay Ai, Alg Hy H;ı 
Be Au ‚Ai _ 4 Ha Al 
Ass Asg Al Ad, A;ı A, 
Anz — Aysdaı Ab _ Aig = _ Bu 
=|4| = IAt] |A?| Azı Azı 
Ay = Ay _4Adı Alı Ha _ı 
|A:| |4?| A; Azı 
An _ An Aysdde — Ajoddı ER _ Hu 
IA] A| —1|4°| —1 H3 Ha 
Azı An | Hz I 
— Al, = Al a 
Al A| wenn Hı2 Ha 
A A A 1 
1 En Fu Ai En 
22 -122 ji 11 
BD Ası |A?] _ Ad H Age — Hısfsı 
Ay Asa Ai, Ai, — || — 
ee I AdgAia Aida ' IH] Au en 
Ayıdz Aydı 43,41 43,4% Hz AziH| 


1 - - — 1 — 
In (YA2Ası + VAuo) In Naizatı + V41,45,) In (VA,H% + VIH)) 
21 S 


Als wichtige Zusammenhänge sollen noch die folgenden angeführt werden: 


Ayı = VZu0/Z2 eosh 9; An = VZ102% sinh 995 Agı = (1 VZ02%) sinh 90; 
Ag = VZz/Z10 cosh 99. 
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Aus diesen Gleichungen erhalten wir ohne Schwierigkeit: 


Zu = Yale. (89) 
AyAz 

Zu ante (90) 
Asıhı 


Schließen wir jetzt den Vierpol: mit den Wellenwiderständen nach Abb. 3.23 ab, 
wobei Z, = Zu, Za = Zug wird, so erhalten wir für U,/U, bzw. Iz/I:: 


U, _ 1/Ae 


I, _ 1/Au 
Ü, A, Ä 


(YAyı Az g YAızAsı ); —- = 


AsuAocs — YArsAor |]. 91 
a Ir (YAnAs — YAnAnı) (91) 


Der Übertragungsfaktor g, wird wie folgt definiert: 


D, I; _ e-M — (YA, ar YA1sAsı )”, d.h., 


U, I, 


90 — In (YAyıA2 — VArsAaı)" = In (YAnıdre + YAıedeı) = a0 + jdo- (92) 


Mit Hilfe der Größen Z,,, Zoa und g, können z. B. die Kettenparameter ausgedrückt 
werden. Diese sind auch in der Tabelle zu finden. 
Die Eingangsimpedanz im allgemeinen Fall wird 


Z, cosh 9, + Zoe Sinh 9 


Zu = Zn ——————— 
j = Zog cosh gu + Z, sinh 9 


(93) 


Daraus ergeben sich also z. B. die Eingangswiderstände, wenn die sekundäre Seite 
kurzgeschlossen bzw. offengelassen wird: 


Z 
2» =Zutanhg; ZI = ER (94) 


Ans diesen Gleichungen erhalten wir 


[zw zw 
Zu = YZWZP ; tanh 9, = V# bzw. Za = YZWZO; tanh, = z0° 
(95) 
Diese Zusammenhänge ermöglichen eine Messung der-Größen Zy, Zg und tanh 99. 
Bei symmetrischen Vierpolen, d.h. bei Vierpolen, bei denen die primäre und 


sekundäre Seite vertauscht werden können, vereinfachen sich alle unsere Formeln. 
Insbesondere wird Za = Zoe = Ze; Zı = Zee . 
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Bei symmetrischen Vierpolen mit Abschluß durch die Wellenimpedanzen läßt sich die 
Streumatrix 


S=(Z+RIUZ-RI) 


unter Verwendung von 


zZ u Fe = (96) 
212 Zu 
und 
R? — Zo 0 
7 z 


durch eine ziemlich langwierige, aber einfache Rechnung in folgende Form bringen: 


Ss — Be +2, Ze (M Bi —Z Zu 


Z12 Zu = Zo Zie Zu =: Zo 
= ERS SR: FERNEN l; re 
(Zu + 20)? — Zi2 1220212 0 
Ir (Zu T Zoe)” m Zia ws Is = 0 eg , (97) 
22,2 A 1 ,| lm o 
(Z,ı + 20)? — Zi: To | 


3.2.8. Das aktive n-Tor 


Bei aktiven n-Toren, die also (unabhängige) Generatoren im Innern haben, treten auch dann 
Spannungen zwischen den Klemmenpaaren auf, wenn sie von außen nicht erregt und nicht 
belastet werden: die sogenannten Leerlaufspannungen. Wir erhalten also folgendes Gleichungs- 
system: 


U, Er Zuılı + Zıalr Are ZınIn En Ug 
U; = Zaılı + Zaelp +++ ZanIn Ir Use 


(98) 
U, = Zulı + Zulet + Zanln + Ugn- 
Wir sehen tatsächlich, daß sich im Falle /, = I, = --- = 0 die Klemmenspannungen U,,; 
U o3 +++, Ugn ergeben. In Matrizenschreibweise: 
U=ZI+U.,. (99) 


Es seien jetzt die Klemmen durch die Impedanzen Z,,, Zaa ... belastet. Dann gilt für die 
Klemmenspannungen 


U=-Z. (100) 
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Damit erhalten wir an Stelle des obigen Gleichungssystems 

-Z,I=ZIi+U, bw. —-Z, +Z)l=U.,. (101\ 
Daraus ergibt sich für den Strom 

I=-Z, +Z)1U, (102) 
oder, wenn wir die Meßrichtungen der Spannung und des Stromes für Z, gleichsinnig wählen, 


I=(Z, + Z)!U.. (103) 


Abb. 3.29 Der Theveninsche Satz 


Bei Z, = 0 ergibt sich für den Kurzschlußstrom I, aus Gl. (101) 
UV, = — ZI: 


Gl. (102) läßt. sich nun folgendermaßen umformen: 


I= (Z, + Z)1Zı.. (104) 


Das bisher Gesagte ist für aktive Zweipole in dem Theveninschen und dem Nortonschen Satz 
zusammengefaßt. | 


Der Theveninsche Satz besagt, daß ein aktiver Zweipol durch einen Spannungs- 
generator mit einem in Reihe geschalteten inneren Widerstand ersetzt werden kann. 
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Die Spannung des Generators ist mit der Leerlaufspannung des aktiven Zweipols, 
der innere Widerstand mit der Impedanz des Zweipols — bezogen auf die Ausgangs- 
klemmen nach dem Kurzschließen aller Spannungsquellen und Abtrennung aller 
Stromquellen — identisch. 

Der Nortonsche Satz sagt aus, daß jeder aktive Zweipol durch einen Strom- 
generator mit parallel geschaltetem Widerstand ersetzt werden kann. Der Generator- 
strom ist mit dem Kurzschlußstrom des aktiven Zweipols, die Parallelimpedanz mit 
der schon oben definierten Impedanz identisch. 


Abb. 3.30 Der Nortonsche Satz 


In Abb. 3.29 und 3.30 sind diese Behauptungen klargestellt. Der Strom ergibt sich 
für beide Ersatzquellen | 


= (105) 
Z; + Zus 

bzw 

ee nen, (106) 
Zus + Zi Zus + Zi Zi Z, + Zus 


Auf den Theveninschen bzw. den Nortonschen Satz kommen wir später noch einmal 
zurück. Dann wird auch der Gültigkeitsbereich erweitert. 
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3.3. Netzwerkanalyse für die Netzwerksynthese 


3.3.1. Einführung der komplexen Freguenzebene 


Für die Behandlung der Netzwerke mit allgemeinem zeitlichem Verlauf ist die 
Kenntnis des Verhaltens des Netzwerkes für verschiedene sinusförmige Erregung 
nötig, da z.B. bei der Methode der Fourier-Zerlegung der Einfluß der einzelnen 
Komponenten nur dadurch bestimmt werden kann. Daraus folgt, daß auch die 
Kenntnis der Abhängigkeit der Admittanz oder Impedanz als Funktion der Frequenz 
nötig ist. Es wird also das Netzwerk mit Erregergrößen von der Form u = ÜDeiet 
erregt, wobei die Größe » oder besser jw verändert wird. Wir möchten also das Ver- 
halten der Funktionen Z(jo) bzw. Y(jw) kennenlernen. Wir beschränken uns vorläufig 
auf Impedanzfunktionen und untersuchen die Übertragungsfunktionen später. 
Wenn wir für die Erregerspannung die Form 


u=Ü er 


wählen, wo p = & -+ jo eine beliebige komplexe Zahl bedeutet, dann kann der Fall 
der sinusförmigen Erregung durch Einsetzen des Wertes p = jw erhalten werden. 
Wir haben also in diesem Fall die komplexen Funktionen Z(p) bzw. Y(p) der kom- 
plexen Veränderlichen p zu untersuchen. Geometrisch kann dieser Zusammenhang 
als eine Abbildung der komplexen p-Ebene auf die komplexe Z-Ebene oder Y-Ebene 
gedeutet werden. Tatsächlich interessiert uns nur das Bild der imaginären Achse der 

p-Ebene, d.h. das Bild der. jw-Achse. Das Bild der jw-Achse, d. h. die Endpunkte der 
komplexen Impedanz auf der entsprechenden komplexen Immittanzebene, nennen 
wir das Nyquist-Diagramm für das betreffende Netzwerk bezüglich der betreffenden 
Immittanz. 

Es erhebt sich die Frage, warum wir die ganze komplexe p-Ebene betrachten, 
wenn uns nur die Werte für p = jw. interessieren. Wir wissen aber aus der Theorie 
der komplexen Funktionen, daß eine komplexe Funktion aus ihren Nullstellen und 
Polen bis auf eine additive oder multiplikative Konstante bestimmt werden kann. 
Diese p-Werte hängen mit Z(p) eng zusammen, bestimmen also die Werte von Z(p) 
auch auf der jw-Achse. Es ist zu erwarten, daß das Verhalten einer Immittanz- 
funktion am einfachsten durch die Nullstellen und Pole charakterisiert werden kann. 

Wenn man die physikalische Seite betrachtet, so deutet man die Erregergröße 
Ü er! = Ü e(«tielt in der Weise, daß die Generatoren nicht nur sinusförmige, sondern 
auch abklingende oder anwachsende Spannungen aufweisen. Für später ist es wichtig 
zu bemerken, welcher zeitliche Verlauf von ce” den verschiedenen p-Werten ent- 
spricht (Abb. 3.31). 
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Untersuchen wir jetzt die Eigenschaften der Z(p)-Funktionen einiger einfacher 
Schaltungen. | 


1. RL-Reihenkreis. Die Impedanz wird 


R 
Ko) -R+m=Le +7) ) 


Ro) 
JoL 
Abb. 3.32 Die Abbildung Z(p) = L(p + R,/L) 
Führen wir jetzt mit der Bezeichnung 2, = —R,/L die Nullstelle ein, so wird 
Zp)=Eip — 2). (2) 


In Abb. 3.32 sind die p- und Z-Ebene nebeneinander gezeichnet. In der p-Ebene 
wurde die Nullstelle z, = — R,/L eingezeichnet. Hier wird der Wert von Z(p) gleich 
Null. Das Bild der imaginären Achse wird 


Zio) = Ro + joL, (3) 


was eine gerade Linie bedeutet. Wird diese Gerade mit den »&-Werten als Parameter- 
werten versehen, so können wir den Wert von Z(jw) für jeden w-Wert ablesen. 
Charakteristisch ist für diese Schaltung die einzige Nullstelle. 
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2. In Abb. 3.33 sehen wir die entsprechenden Größen für einen parallel geschalteten 
RL-Kreis. Die Impedanz wird 


| RpL 
Z(p) = ——, 
2) Lo + pL 


was in der folgenden Form geschrieben werden kann: 


(4) 


Zp) = ——, (5) 


pP—- Pı 


Abb. 3.33 Die Eigenschaften der zu einem parallelen RL-Kreis gehörenden Abbildung 


wobei p, = —R,/L die Nullstelle des Nenners, also einen Pol von Z(p) bedeutet. 
Außer dieser Singularitätsstelle hat die Impedanzfunktion Z(p) auch eine Nullstelle 
bei z, — 0. Das Bild der imaginären Achse wird jetzt ein Kreis, wie aus der Form der 
Gleichung -(4) zu ersehen ist. Diese Schaltung wird also durch einen Pol und eine 
Nullstelle charakterisiert. 


3. Schalten wir jetzt einen Ohmschen Widerstand in Reihe mit dem parallelen 
RL-Kreis, so ergibt sich Z(p) zu | | 


RyR 
Rmp + ne + Rop 


R — 2 
ZDER ei Der ern Eh) ., (6) 
se p+ en 
L L 
wobei 
R Ron 1 
pı = _—, A _ Ze. (7) 
L Rot Em L 


Wir bemerken also, daß die Lage des Pols sich nicht verändert hat, dagegen die 
Nullstelle entlang der negativen reellen Achse verschoben wurde (Abb. 3.34). 
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4. Die Impedanz des parallelen RC-Kreises wird 


&o 
pC R, 1 1 Ä 
pas ee en a, 8 
. 1 Rpc+il Cp-—-P ” 
Rt — 
pC 
"wobei 9= - 
RC E 


bedeutet. Diese Schaltung ist durch einen einzigen Pol charakterisiert. 


Abb. 3.34 Die Eigenschaften der Abbildung eines parallelen RL- Kreises, wenn noch ein 
Widerstand in Reihe geschaltet wird 


5. In Abb. 3.35 ist der Fall des Schwingungskreises dargestellt. Die Impedanz 
wird im verlustfreien Fall 


4 
C 1 
wobei 
1 
= +) — 5: — —j —, (10) 
= Tiro 


Ist der Schwingungskreis nicht verlustfrei, so ergibt sich für die Impedanz 


1 
Z(p) 2 me ___Bti ee 1 en 2, (11) 
R, + Ip +2 LCp® + R Cop +1 0OP-— Pa) (P — Ps) 


38 Simonyi 
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wobei 41= BR... Pıs = BL +] ı. — Ro (12) 


L 2L LO 4’ 


Diese Schaltung wird also durch eine Nullstelle und zwei Pole charakterisiert. Die 
Pole sind zueinander konjugiert. 


Abb. 3.35 Impedanzfunktion eines parallelen Schwingungskreises. Die gestrichelt gezeich- 
neten Punkte gehören zum verlustfreien Fall. Bei gegebenen L- und C:Werten liegen die zu 
verschiederren Verlusten gehörenden Pole auf einem Halbkreis 


>} 


Abb. 3.36 Impedanzfunktion eines Reihenschwingkreises 


6. In Abb. 3.36 sind die Verhältnisse für einen in Reihe geschalteten RLC-Kreis 
dargestellt. Die Impedanz wird 
L (p— a) (pP — a) 
p 


1 
Zp=Bo+tLlp+ PS (13) 
pP 
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wo für die Größen z, und 2, die Gleichungen (12) für 7,, ps gelten. Diese Werte 
bedeuten aber jetzt die Nullstellen. Außerdem haben wir einen Pol an der Stelle 
?ı = 0. Diese Schaltung wird also durch einen Pol und zwei Nullstellen charakteri- 
‚siert. Die Nullstellen sind zueinander konjugiert. 


2? 


Abb. 3.37 Die Polstellen der in Reihe geschalteten Parallelschwingkreise 


Wenn jetzt entsprechend Abk. 3.37 parallele Schwingungskreise in Reihe geschaltet 
werden, so haben wir für den verlustfreien Fall 


1 p Bu 

DL En en .(14) 
i 0: (P — Pa) (P — Pr) 

Die Pole sind jetzt wieder zueinander konjugiert. Ein Schwingungskreis kann zu 

einer Induktivität oder zu einer einzigen Kapazität entarten. Der entsprechende Pol 

oder die entsprechende Nullstelle liegt im Unendlichen. Dann haben wir den folgenden 

Ausdruck für die _— 


p 1 1 
Zp) = PH +27 FEEREERET  E (15) 
GG P—Pı)P—Pe) P 4 0; 
Jo4 
a ne | 
8 di Abb. 3.38 Die Nullstellen parallelgeschalteter 
a | Reihenschwingkreise 
ar 
Se B 


Bei den parallelgeschalteten Reihenschwingungskreisen sind diese Behauptungen 
für die Nullstellen gültig (Abb. 3.38). Die angeführten Beispiele lassen die folgenden 
Gesetzmäßigkeiten vermuten. 

a) Die Pole und Nullstellen liegen links von der jw-Achse oder auf der jw-Achse 
— im letzteren Falle müssen sie einfach sein —, aber nie in der rechten Halbebene. 

b) Die Pole und Nullstellen liegen entweder auf der reellen Achse oder kommen in 
konjugierten Paaren vor. 

c) Der Unterschied zwischen der Anzahl der Pole und der der Nullstellen kann 
höchstens 1 sein. | 


28* 
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3.3.2: Pole und Nullstellen 


Jetzt beweisen wir in aller Kürze die im vorigen Kapitel angeführten Eigenschaften 
der Immittanzfunktionen. 
Wir haben schon früher einen Ausdruck für die Immittanzfunktionen in der Form 


D Dix 
Z(p) = —; Y(p) = — 16 
(p) Du (p) D (16) 
erhalten. Jedes: Element der Determinanten hat die Form 
2 
R+Ip + —. (17) 


Die Determinante besteht also aus Produkten solcher Größen. Daraus folgt; daß 
D/D,, und D,,[D solche Brüche darstellen, in deren Nenner und Zähler positive und 
auch negative Potenzen von p vorkommen. Wenn wir also mit einer geeigneten hohen 
positjven Potenz von p den Zähler und den Nenner multiplizieren, erhalten wir einen 
Bruch, dessen Zähler und Nenner keine negative Potenz von p mehr enthält, d. h., wir 
erhalten die Immittanzfunktion als den Quotienten zweier Polynome: 


A: mLıa m11..+.4 
De een (18) 
Bop" + Bo" + "+ Br 
Da ein Polynom n-ter Ordnung gerade n Wurzeln hat, können die Polynome in 
Faktoren zerlegt werden: 


N (p — Zı) (P — 22) (P — Zum) 


Z(p) = = 
) (pP — m) (pP — Pe) -(P— 9.) 


(19) 


Wir haben mit den Buchstaben z und p die Nullstellen (zero) bzw. die Pole bezeichnet. 
Es sind nämlich die Nullstellen des Nenners die Pole der Impedanzfunktion. 
Wir bemerken sofort, daß alle Koeffizienten A; und B; im Zähler und Nenner reell 
sind, da diese aus den reellen RLC-Werten zusammengesetzt sind. Diese Tatsache hat 
‚schon eine interessante Folge: Wenn zu einem Wert p der Wert Z gehört, gehört zu p* 
der Wert Z*, d. h., zur Konjugierten von p gehört die konjugierte Impedanz. Daraus 
folgt sofort, daß zu jo und zu —jw Impedanzen mit den gleichen Realteilen, aber mit 
entgegengesetzten Imaginärteilen gehören, d.h., 


Z(e) = Z*( jo); (20) 
Re Z(jo) =ReZ(-jo); Im Z(jo) = —Im Z(-jo). 
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Daraus folgt, daß das Nyquist-Diagramm symmetrisch zur reellen Achse ist. Diese 
Tatsache kann für die speziellen Fälle in den Abb. 3.32—-3.36 festgestellt werden. 

Die Tatsache, daß die Koeffizienten der Polynome reell sind, hat noch eine andere 
Folge. Die Wurzeln, d.h. die Nullstellen und Pole, können nur reell sein oder in 
konjugierten Paaren vorkommen. In beiden Fällen liegen die Wurzeln symmetrisch 
zur reellen Achse. 

Um zu zeigen, daß die Pole und Nullstellen nicht auf der rechten p-Halbebene 
verstreut sein können, beweisen wir zuerst, daß diese mit den Eigenschwingungen 
des Netzwerkes in engstem Zusammenhang stehen. Schalten wir nach Abb. 3.39 
einen Generator mit der Spannung U eP! an die Klemmen der Impedanz. Jetzt haben 
wir die Gleichung 


U=1Zp); I UJZ(p) (21) 


Abb. 3.39 . Zur Bestimmung der 
Eigenschwingungen eines Zweipol- 
netzwerkes 


Us 


zwischen den Strom- und Spannungsamplituden. ‘Wenn wir außer der trivialen 
Lösung U= 0, I= 0 eine Lösung erhalten wollen, benötigen wir im allgemeinen 
den Spannungsgenerator. Wir können aber eine endliche Spannung bei dem Strom 
Null erhalten, wenn Z(p) unendlich wird. Wir können auch endlichen Strom bei 
dem Spannungswert U = 0 erhalten, wenn Z(p) Null ist. Im ersten Fall können wir 
‚also den Generator abschalten, da kein Strom in den Leitungen fließt; es bleibt 
dennoch eine Spannung zwischen den Klemmen bestehen. Es sind aber nur solche 
Zeitfunktionen von der Form e?! möglich, für welche Z(p) unendlich ist. Wir wissen 
jedoch, daß Z(p) nur an den Polen unendlich wird. Wir haben also für den Zweipol 
mit offengelassenen Klemmen folgende Eigenlösung 


u=Uert, (22) 


Da die Eigenlösungen eines passiven Netzwerkes unbedingt einen abklingenden 
Schwingungsvorgang beschreiben müssen (Energie wird nur verzehrt), müssen die 
Realteile der Pole einen negativen Wert haben, d. h., es liegen alle Pole in der linken 
Halbebene. Im verlustfreien Fall können sie höchstens auf der jw-Achse liegen. 
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Betrachten wir den zweiten Fall. Wenn Z(p) = O ist und wenn zwischen den Polen 
keine Spannung auftritt, kann der Generator kurzgeschlossen werden. Hier haben 
wir aber nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn die Lösung von der Form 


i= I e* (23) 


ist, wobei z; eine Nullstelle der Impedanz, also eine Nullstelle des Zählers, bedeutet. 
Jetzt haben wir wieder abklingende Vorgänge, d. h. der Realteil der Nullstellen muß 
auch negativ sein. 

Bei verlustfreien Netzwerken können wir dauernde Schwingungen erhalten. Das 
bedeutet, daß die Nullstellen und Pole gerade auf der imaginären Achse liegen. Diese 
Stellen müssen aber unbedingt einfach sein. Nehmen wir nämlich an, daß jo; einen 
zweifachen Pol oder eine zweifache Nullstelle darstellt, dann haben wir für die Lösung 


Aclwt 4 Btelet, (24) 
was wieder einen mit der Zeit anwachsenden Vorgang bedeutet; derartiges ist aber 
bei passiven Netzwerken unmöglich. 


Wir beweisen jetzt den Satz über die relative Anzahl der Pole und Nullstellen. 
Schreiben wir die Impedanz Z(jo) als Funktion der Frequenz nach Gl. (19) auf: 


Zi) = en 21) yo 25) u. (@ = Zm) Bus ka . Üym . (25) 
(je — 91) jo — Pe) (jo — Pr) Vz1Vp2 *** Opn | 


Daraus folgt unmittelbar 


:Z{io)! — Z(o) = k je Faro =) 00 u) u. VzıVz2 *** Vzm (26) 
(jo — Pı) J® — Pa) (jo — Pr) Vzrdpa *** Op 


o(w) = arc Z(jo) =arck + 3 9, — 2 9: 
i=1 i=1 


2 


Aus physikalischen Gründen folgt sofort, daß der Realteil der Impedanz für alle 
@&-Werte positiv sein muß, da ??R bei jeder Frequenz den Jouleschen Verlust bedeutet, 
welcher positiv sein muß. Negatives R würde eine erzeugte und nicht verbrauchte 
Leistung bedeuten. Die Bedingung R > 0 besagt aber | 


= z < are Z(jo) < +2. (27) 
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Wir sehen aber aus Abb. 3.40, daß für sehr große Werte von w alle Winkel 9, und p, 
gegen n/2 streben. Es wird also 


T 
2 

Wir haben bisher über die Konstante k noch nicht gesprochen. Die Konstante k 
muß unbedingt reell sein; das folgt einfach daraus, daß alle Koeffizienten des Zählers 


und Nenners reell sind. Nehmen wir jetzt weiter an, daß k positiv, d.h. acck=0, 
ist, dann haben wir für 2 > 0 bei © — +00 die Bedingung 


Te Te T 
— — <arcktm— — n—<s —_ 28 
De + 5 = (28) 


--<m nn < +2 —1s<m—n<+l. (29), (30) 


Abb. 3.40 Zur Bestimmung des Phasenwinkels der 
Impedanzfunktion 


EUER 


Da die Funktion R(w) eine gerade Funktion ist, muß die Beziehung R>0 auch 
bei» — —oo gelten: 


Te ER Te 
_— — <—-[/m— —-—n—)]s+t-; —1isn—-ms-+l. 31), (32 
> (m: "3)s+3 sn—ms+ (31), (32) 
Wenn wir k negativ annehmen, wenn also arc k = r ist, erhalten wir aus den obigen 
Gleichungen für @ — +00 und für © — —oo 


-3<r4m; -n3)<3; —3<m—ns-—1l bw 1sm—-ns+3. 


2 
(33), (34) 


Wir sehen sofort, daß wir k positiv wählen müssen, wenn wir nicht zu einem Wider- 
spruch kommen wollen. 

Damit haben wir also unsere Behauptung für die relative Anzahl der Pole und 
Nullstellen bewiesen. | 

Die Abb. 3.41 soll die wichtige Rolle unterstreichen, die die Pole und Nullstellen 
einer Immittanzfunktion spielen. 
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Abb. 3.41 Bei Kenntnis der Pol- und Nullstellen können die Eigenschwingungen des Netz- 
werkes, die Impedanzfunktion, die Resonanzkurve und die Netzwerkparameter bestimmt 
werden | 


3.3.3. Die Stabilität aktiver Netzwerke 


Wenn das Netzwerk aktiv ist, wird natürlich auch der einschwingende Zustand mög- 
lich, d. h., die Amplitude kann exponentiell anwachsen. In solchen Fällen rückt der 
Pol oder die Nullstellein die rechte Halbebene. Bei den Stabilitätsuntersuchungen 
haben wir nachzuforschen, ob Nullstellen oder Pole in der rechten Halbebene vor- 
handen sind oder nicht. Die Bestimmung der Anzahl der Pole und Nullstellen kann 
nach Kapitel 3.11. folgendermaßen durchgeführt werden: Wir zeichnen das Nyquist- 
Diagramm auf. Wenn dieses Diagramm den Nullpunkt umschlingt, wird die Differenz 
zwischen der Anzahl der Pole und Nullstellen sicher nicht Null sein, d. h., das Netz- 
werk wird instabil. Wenn das Diagramm den Nullpunkt nicht umschlingt, können 
wir weitere Schlüsse nur dann ziehen, wenn z. B. physikalische Betrachtungen die 
Existenz entweder der Pole oder der Nullstellen ausschließen. 


3.3.4. Nullstellen und Pole auf der jw-Achse 


Wir haben schon bewiesen, daß die Nullstellen und Pole der Immittanzfunktion: 
passiver Netzwerke auf der jw-Achse einfach sind. Jetzt beweisen wir, daß die Re- 
siduen der Pole reell und positiv sind. Es sei 9, = jw ein Pol der Impedanz Z(p); 


3.3. Netzwerkanalyse für die Netzwerksynthese 44 


dann schreibt sich die Taylor-Laurent-Reihe: 


Z(p) = nn BREI RE HP —P)t (35) 
P—.Po 


.Es sei jetzt 9, = jw, eine Nullstelle der Impedanz Z(p), dann ist 


Zip) =bi(P — PD) + be(P —-— Po” +. (36) 


In unmittelbarer Nähe des Punktes 9, = jw, kann die Impedanz also wie folgt ge-. 
schrieben werden: 


(37) 


Abb. 3.42 Zur Bestimmung des Vorzeichens 
— des Residuums a_, 


Da das Vorzeichen des Wertes von p — 9 = ](® — w,) wechselt, wenn wir — 'bei 
komplexem a_, bzw. b, — von unten durch den Punkt w, gehen, wechselt auch das 
Vorzeichen des reellen Teiles von Z(p). Damit würde sich ein negativer reeller Teil 
ergeben, was unmöglich ist. Folglich können a_, und b, nur reell sein. Daß sie positiv 
sind, können wir aus dem Nyquistschen Stabilitätskriterium folgern: Wir zeichnen 
das zu Z(p) gehörende Nyquistsche Diagramm. Die rechte p-Halbebene grenzen wir 
entsprechend Abb. 3.42 ab und zeichnen die zu dieser Grenzlinie gehörende Z(jw)- 
Kurve in der Z-Ebene. Den Pol p, = jw umgehen wir wie gewohnt auf einem kleinen 
Halbkreis, damit Z(p) auf der Grenzlinie überall analytisch bleibt. Bei der Abbildung 
Z:= Z(p) geht dieser kleine Halbkreis entsprechend der Gleichung 


(38) 


in einen großen Halbkreis über. Wir sehen in der Abbildung, daß bei positivem a_, 
ein Halbkreis in der rechten Halbebene, bei negativem a_, dagegen ein Halbkreis in 
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der linken Halbebene entsteht. Die anderen Punkte des Nyquist-Diagramms liegen 
irgendwo symmetrisch auf der R-Achse in der rechten Halbebene. Wenn dieser Teil 
mit dem in der linken Halbebene liegenden Halbkreis zusammengefügt würde, wäre 
der Nullpunkt umschlungen, d.h.; es lägen Nullstellen oder Pole von Z(p) in der 
rechten Halbebene, was unmöglich ist, da es sich um passive Netzwerke handelt. 


3.3.3. Die Eigenschaften der verlustfreien Netzwerke 


Wir wissen schon, daß die Pole und Nullstellen der verlustfreien Netzwerke auf der 
jw-Achse liegen, in konjugierten Paaren vorkommen und einfach sind. Der Foster- 
sche Satz besagt noch mehr: Die Pole und die Nullstellen folgen abwechselnd auf 
der jw-Achse. Nehmen wir nämlich den umgekehrten Fall an, so kommen wir zu 


Abb. 3.43 Verlauf der Funktion X(w), wenn zwei Pole 
nebeneinander liegen würden 


X(o). 


einem Widerspruch. Dann wird nämlich die Förm der Reaktanz X(®) nach Abb. 3.43 
die folgende: Von einer Nullstelle ausgehend, wächst sie (oder nimmt ab), erreicht 
ein Maximum (oder Minimum) und wird dann wieder zu Null. Der Differential- 
quotient dX/dwo wird in der eineh Nullstelle positiv, in der anderen negativ oder um- 
gekehrt. Der Verlauf von Z(p) wird in der Nähe von p = p, durch die Gleichung 


Zip) zb — Po) = Jdı(® — @o) (39) 


beschrieben. Wir sehen also, daß der durch die Gleichung Z(jw) = jX(w) definierte 
Ausdruck für X(w) an der Stelle » = 0 den folgenden Differentialquotienten hat 


dX(w) 


—=b.. 40 
da 1 (40) 


Früher haben wir bewiesen, daß b, immer positiv sein muß. X(w») muß also beim 
Durchgang durch die Nullstelle immer wachsen. Das ist aber nur dann möglich, 
wenn zwischen den zwei Nullstellen ein Pol liegt. 

Schreiben wir jetzt Z(p) mit Hilfe der Pole und Residuen: 


ko k,p 
7 BEER. PER. PR D , . 41 
(p) a 2 _ a ı RoP (41) 


8 
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Wir bemerken sofort, daß in dem Fall, wenn p = 0 kein Pol ist, d.h. das Glied k,/» 
wegfällt, der Wert von Z(p) an der Stelle p = 0 gleich Null wird. X(w) hat also an 
der Stelle & = 0 entweder eine Nullstelle oder.einen Pol. Dann folgen abwechselnd 
die Pole und die Nullstellen. An der Stelle 2 = oo kann Z(p) Null oder Unendlich 
sein. Die möglichen Formen von X(w) ersieht man aus Abb. 3.44. Es ist auffallend, 
daß die Kurve überall monoton wächst. Das ergibt sich aus der folgenden Gleichung: 


) = 


Z(jo) = jX(o) = — Dir + Ikoo (42) 
oder 
X(w) = —— 24 En iz ko. (43) 


Abb. 3.44 
Die möglichen X(w)-Funktionen 


So wird also 


dX(w) ko kulo; + ©?) 

do ur (0; — ei 
da alle hier vorkommenden k-Werte, wie wir es bewiesen haben, positiv sind. 

Aus Gl. (41) folgt sofort, daß ein reaktiver Zweipol durch die Reihenschaltung 
paralleler Schwingungskreise realisiert werden kann (Abb. 3.45). 

Einige Schwingungskreise können dabei in eine Induktivität oder in eine Kapazität 
entarten. 

Wenn wir die Admittanz Y(p) = 1/Z(p) untersuchen, können wir zu einer anderen 
Darstellung der reaktiven Zweipole gelangen: Ein reaktiver Zweipol kann immer 
durch die Parallelschaltung von Reihenschwingungskreisen verwirklicht werden. Die 
Schwingungskreise können auch hier zu einer Induktivität oder zu einer Kapazität 
entarten (Abk. 3.46). 
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Abb. 3.45. Realisierung eines reaktiven Netzwerkes mit parallelen Schwingkreisen 


3 » 
C, & 
FE BEL IRRE Re ER 


In 


Abb. 3.46 Realisierung eines reaktiven 
Netzwerkes mit Reihenschwingkreisen. 

Wenn ein bestimmtes Netzwerk einmal 
gemäß Abb. 3.45, ein anderes Mal gemäß 
Abb. 3.46 realisiert wird, so haben die ent- 
sprechenden L und © verschiedene Werte. 


3.3.6. Die Immittanzfunktion als PR-Funktion 


Die Immittanzfunktion hat nach dem bisher Gesagten die folgenden grundlegenden 
Eigenschaften: 


1. Z(p) ist eine rationale Funktion der komplexen Veränderlichen p. 

2. Für reelle p-Werte ist auch Z(p) reell. 

3. Z(p) ist analytisch in der rechten Halbebene. 

4. Der Realteil von Z(p) entlang der jw-Achse kann nie negativ sein. 

5. Die Pole auf der jw-Achse sind einfach und ihre Residuen reell und positiv. 


Diese Bedingungen können anders formuliert werden. Nach einem Satz der Funk- 
tionentheorie nimmt eine komplexe Funktion ihr Maximum und Minimum an der 
Grenze ihres Regularitätsgebietes an, wenn die Funktion auf der Grenzkurve selbst 
regulär ist. Nehmen wir an, daß Z(p) auf der jw-Achse keinen Pol besitzt. Dann 
können wir diese Achse als die Grenzlinie des Regularitätsgebietes, d. h. der rechten 
Halbebene, betrachten. Da auf dieser Grenzkurve Re Z(p) > 0 gilt, muß der Real- 
teil von Z(p) in der ganzen rechten Halbebene positiv oder Null sein. Wenn Z(p) 
an der jw-Achse Pole hat, werden diese mit Hilfe eines kleinen Halbkreises um- 
gangen. Da die Residuen positiv sind, bleibt die Bedingung Re Z(p) => 0 auch an 
dieser neuen Grenzkurve erhalten, d.h., die Behauptung bleibt auch jetzt gültig. 
Die Eigenschaften der Impedanzfunktion in ihrer neuen Formulierung lauten also: 


1. Z(p) ist eine rationale Funktion der komplexen Veränderlichen ». 
2. Für reelle p-Werte bleibt auch Z(p) reell. 
3. ReZ(p)=0, wenn Rep>0. 
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Eine Funktion, die die Eigenschaften 2. und 3. besitzt, heißt eine positiv reelle oder 
abgekürzt eine PR-Funktion. | 
Unsere bisherigen Resultate können also in einem einzigen Satz zusammengefaßt 
werden: Die Immittanzfunktion eines linearen passiven Netzwerkes mit konzen- 
trierten Parametern ist eine rationale PR-Funktion der komplexen Veränderlichen p. 
Die Eigenschaften der Transferfunktionen. In der Praxis sind die Transferfunk- 
tionen wichtiger als die Immittanzfunktionen. Die Untersuchung der Transfer- 


Abb. 3.47 Die PZ-Anordnung der Transfer- 
funktion eines einfachen Netzwerkes 


1 


%_P'RC_ 
U RıtR 
PFRUR2C 


funktionen kann aber häufig auf die Untersuchung der Immittanzfunktionen zurück- 
geführt werden. Wir bemerken nur, daß auch die Transferfunktionen analytisch in 
der rechten Halbebene sein müssen, hier also keine Pole aufweisen können. Es ist 
nämlich entsprechend der Definition einer Transferfunktion: 


Gesuchte Größe = Transferfunktion x Erregung. 


Ist die Erregung gleich Null, so können wir dann eine von Null abweichende Größe 
erhalten, wenn die Transferfunktion Unendlich wird. Die Pole der Transferfunktion 
bedeuten also die Eigenlösung eines passiven Netzwerkes und können als solche nur 
abklingende sein. Da sämtliche Koeffizienten der Transferfunktion reell sind, kommen 
alle Nullstellen und Pole in konjugierten Paaren vor, oder sie sind reell. In Abb. 3.47 
sind ein einfaches Netzwerk, eine Transferfunktion und die dazugehörende Pole- 
Nullstellen-Anordnung dargestellt. 


3.3.7. Die Grundprobleme der Netzwerksynthese 


Wir wollen uns mit der Netzwerksynthese nicht beschäftigen. Wir formulieren je- 
doch die Grundprobleme. Das unmittelbare Problem der Synthese lautet folgender- 
maßen: 

Es sei die Immittanz- oder Transferfunktion gegeben. Es ist ein Netzwerk zu 
realisieren, welches eben zu dieser Funktion führt. Zuerst muß entschieden werden, 
ob zu der gegebenen Funktion überhaupt ein Netzwerk gefunden werden kann, d. h., 
ob diese Funktion alle oben angegebenen Bedingungen erfüllt. 
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In manchen Fällen kann das sehr leicht entschieden werden, besonders im nega- 
tiven Sinne, d.h., wenn zu der Funktion kein realisierbares Netzwerk gehört. Der 
nächste Schritt besteht darin, daß wir zu der gegebenen Funktion das Netzwerk oder 
die Netzwerke auffinden. Hier tritt das Äquivalenzproblem in den Vordergrund. 
Äquivalent werden jene Netzwerke genannt, die die gleiche Immittanz- oder Trans- 
ferfunktion besitzen. Unter den äquivalenten Netzwerken können wir unter Berück- 
sichtigung praktischer Gesichtspunkte das richtige auswählen. 

Bisher haben wir die Immittanz- oder Transferfunktion als gegeben betrachtet. 
In der Praxis sind sie aber nie unmittelbar gegeben. Meistens werden Frequenz- 
charakteristiken mit den zugelassenen Abweichungen numerisch oder graphisch vor- 
geschrieben. Unter Approximation verstehen wir die Methode, diese gegebenen Be- 
dingungen möglichst genau durch realisierbare Funktionen zu ersetzen. 

Die Aufgaben der Netzwerksynthese sind in logischer Ordnung die folgenden: 


Gegebene Approxi- Realisierbare Synthese Mögliche „Weitere Tatsächliches 
Be- mation System- —— Netzwerke — Netzwerk 
dingungen — funktionen praktische 
Gesichtspunkte 


Die hier angedeuteten Schritte sind je ein komplexer Problemkreis; sie bilden zu- 
sammen einen selbständigen Wissenschaftszweig, eben die Netzwerksynthese. 


3.4. Netzwerke mit allgemeinem zeitlichem Verlauf 
3.4.1. Die klassische Methode 


In Kapitel 3.1. haben wir schon die Kirchhoffschen Gleichungen bei beliebigem zeit- 
lichem Verlauf kennengelernt. Die klassische Methode der Lösung dieser Gleichungen 
besteht darin, daß zuerst das homogene Gleichungssystem gelöst wird. Diese Lösung 
gibt die Eigenschwingungen des Netzwerkes, die — wie wir schon wissen — aus 
abklingenden Vorgängen bestehen. Zu der allgemeinen Lösung des homogenen Glei- 
chungssystems fügen wir eine partikuläre Lösung des inhomogerien Gleichungs- 
systems hinzu. So erhalten wir die allgemeine Lösung des inhomogenen Gleichungs- 
systems, woraus bei entsprechender Wahl der Konstanten zu gegebenen Anfangs- 
bedingungen die richtige Lösung erhalten werden kann. Wenn es sich um Netzwerke 
mit Gleichstrom- oder sinusförmiger Erregung handelt, haben wir die partikuläre 
Lösung des inhomogenen Systems sofort vor uns: es sind die schon in den früheren 
Kapiteln behandelten eingeschwungenen Zustände. Die allgemeine Lösung wird also 


ih) = Hl) + ne); (1) 
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wobei :„(t) die Lösung der homogenen, i;,(t) die Lösung der inhomogenen Gleichung 
bedeutet. Zur Illustrierung sei das folgende Beispiel angeführt. 
Schalten wir nach Abb. 3.48 zur Zeit i = t, eine Spannung 


u=Ü sin (ot — 9.) (2) 


an den Reihenschwingungskreis. Die Differentialgleichung lautet nun 


t 
gi 1, a 
Bi+ Lg + [fe + V2= sin wm). (3) 
0 


Abb. 3.48 Zur Bestimmung der transienten Vorgänge 
in einem Reihen-LRÜ-Kreis 


Nach Differentiation und Division durch L erhalten wir: 


di Rd i Üo . 
SE A RE 4 
etriato  rere) (4) 


Die Lösung der homogenen Gleichung ist 


in = K, efıt + K,er!= K, et elek 1 K, et im, (5) 
Hier bedeutet 

R R\? 1 
2=-2+ (2) 7 el a 27 (6) 


Die Lösung wird manchmal auch in der folgenden Form geschrieben: 

in = er#[(K, + R,) cosayt + j(Kı — K,)sin an]. 7) 
Führen wir jetzt die Bezeichnungen 

K,+RK,=M und j(K,—-K)=N (8) 
ein, dann wird 


i) = e(M cos ot + N sin at) = I,e* sin (ol + Q). (9) 
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Die partikuläre Lösung kann ohne weiteres aufgeschrieben werden: 


in = 1 sin (wi — 9 — 9}); (10) 
wobei 
= BEREENE:  SEREREEN 9; = arc coS el : (11) 
Yr+ ie + DEN 
wC | | oC 
Es wird also endgültig 
it) = ült) + Ünlt) = Io e-* sin (od + 9) + 1 sin (ot — au — pi). (12) 


Wir haben in dieser Lösung zwei frei verfügbare Konstanten: /, und @. Durch ent- 
sprechende Wahl dieser Größen können die Anfangsbedingungen berücksichtigt 
werden. &, bedeutet die Eigenfrequenz des Schwingungskreises, ® dagegen die Fre- 
quenz des Generators. In Abhängigkeit vom Verhältnis dieser Größen zueinander 
und zum Dämpfungskoeffizienten « erhalten wir viele spezielle Formen der Strom- 
kurve. 


Im allgemeinen Fall erhalten wir die Lösung folgendermaßen: Mit Hilfe der Kirchhoffschen 
Gleichungen können für die erregten Größen 9,, 92 93 --- 9) der Erregungsfunktionen fı, fe, 


fa «-. fa n lineare Gleichungen aufgestellt werden, welche die Funktionen 9; g; und f g; dient- 
halten. Nach einer Differentiation erhalten wir 


aıfı + ST ann + Fr tea + ht fi) 
Agfı Ft Ama + == fl), 
Anıfı =). (13) 


Hier bedeuten die fi(t) die Differentialquotienten. irgendeiner linearen Kombination der 
Erregungsfunktionen.. 
Wenn das Gleichungssystem (2n — 2)-mal differenziert wird, erhalten wir insgesamt 


(2n —-2)n+n=2n’—n 


Gleichungen. Aus 2n® — n — 1 Gleichungen können wir mit Hilfe der uns interessierenden 
Funktionen g;, 9; ---, gm die anderen Funktionen ausdrücken und in die noch nicht benutzte 
Gleichung einsetzen. Auf diese Weise erhalten wir eine einzige Differentialgleichung, die nur 
die Funktion c;(f) und ihre Ableitungen enthält: 


dün)g, den-1)g, 


He + El). (14) 
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Die Lösung setzt sich wieder aus der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung und einer 
partikulären Lösung der inhomogenen Gleichung zusammen. Die Lösung des homogenen 
Systems lautet u 


27 
Ir(t) =2 C; eiit; h = 1, 2; ...,. N, (15) 
t=1 


wobei 4; eine (einfache) Wurzel der charakteristischen Gleichung 
And? + Ay AM + + Ay = 0 (16) 


ist. Die Lösung des homogenen Systems ergibt die Eigenschwingungen des Netzwerkes. Dem- 
entsprechend ergibt die partikuläre Lösung des inhomogenen Systems die erregte Schwingung. 
In der Praxis können diese meist durch physikalische Betrachtungen bestimmt werden. Sonst‘ 
müssen wir zur mathematischen Methode der Variation der Konstanten greifen. 

Als Anfangsbedingungen werden meist die Spannungen der Kondensatoren und die Ströme 
der Induktivitäten angegeben. Für diese gelten 


ucl—0) = ucl+0),  izl—0) = iz(+0). (17) 


Das bedeutet, daß sich die Spannung des Kondensators bzw. der Strom einer Spule durch 
Einschalten, Umschalten oder Ausschalten nicht sprunghaft verändern kann, wenn wir uns auf 
Generatoren beschränken, die keine unendliche Leistung liefern können. Dagegen können der 
Strom des Kondensators und die Spannung der Spule einen diskontinuierlichen Verlauf auf- 
weisen. 


3.4.2. Die Methode der Übergangsfunktion und der Gewichtsfunktion 


Wie wir schon früher gesehen haben, besteht eine praktische Methode zur Lösung 
der Probleme mit allgemeinem zeitlichem Verlauf darin, daß wir die gegebenen Er- 
regungsfunktionen auf gewisse Elementarfunktionen verteilen und die Lösung als 
Superposition der Antwortfunktionen dieser elementaren Erregungsfunktionen er- 
halten. Wie wir schon erwähnt haben, spielen die Sinusfunktionen und die Sprung- 
und Impulsfunktionen die Rolle der Elementarfunktionen. Der Einheitssprung 1(£) 
wird folgendermaßen definiert (Abb. 3.49): 


0, wenn !<0 
m | 1, wenn t>0. 2) 
Die zum Einheitssprung gehörende Antwortfunktion heißt Übergangsfunktion und 
wird mit y(t) bezeichnet. Es ist sofort zu ersehen, daß zur Erregung 1(t — t,) die 
Antwort y(£ — t,) gehört. Der Einheitsimpuls, oder die Diracsche Deltafunktion, wird 
in anschaulicher Weise, aber unexakt, folgendermaßen definiert. Die Diracsche 
Funktion ist überall Null außer im Punkt t = 0, wo sie in der Weise unendlich wird, 
daß das Integral 


40 
fo d=1ı (19) 


29 Simonyi 
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wird, also endlich bleibt. Aus dieser Definition folgt offensichtlich die Tatsache: 
t 
/ ö(t) dt = It). (20) 


Es ist nämlich ö(t) von t= —oo bis ti = 0 überall Null, d.h., das Integral ergibt 
auch Null. Wenn wir aber den Punkt t = 0 durchschreiten, wird der Wert des Inte- 
grals gleich 1 und bleibt es bis t = oo. Die obige Gleichung kann auch in der folgenden 
Form geschrieben werden: 


ölt) = Ti). (21) 
Die grundlegende Eigenschaft der Diracschen Funktion ist die folgende: 


+00 
ro s« — a) dt = fa). (22) 


Abb. 3.49 Die Sprungfunktion. Bei dieser Herleitung 
kann 1(0) = 0 geschrieben werden 


Abb. 3.50 Zur Veranschaulichung der Dirac-Funk- 
tion. Bei dieser (asymmetrischen) Herleitung kann 


+& co i 
| | f ölt) di = f ö(t) dt = 1 gesetzt werden 
+ T t x 0 

T>0 
Hier bedeutet ö(t — a) jene Funktion, die außer im Punkt t= a überall Null ist. 
Gleichung (22) kann so gedeutet werden, daß die Funktion als konstant betrachtet 
werden kann, wo ö(t — a) von Null verschieden ist. Dieser konstante Wert der Funk- 
tion f(t) ist /{a) und kann vor das Integralzeichen geschrieben werden: 


+00 +% 
[re st — a) dt = f(a) f ölt — a)dt = fla). (23) 


Absichtlich haben wir bisher Ausdrücke wie „veranschaulichen“ und ‚deuten“ an- 
statt „beweisen“ benutzt. Die Diracsche Deltafunktion ist im strengen mathema- 
tischen Sinn keine Funktion. Ihre Eigenschaften, ihre Rechenregeln, werden durch 
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die Distributionstheorie gegeben bzw. bewiesen. Wir nehmen die Sprungfunktion 1(£) 
als eine sehr steile, aber sich nicht sprunghaft ändernde Funktion an; ihre Ableitung, 
die Dirac-Funktion, kann also als ein sehr schmaler und sehr hoher, aber nicht un- 
endlich hoher Impuls mit dem Flächeninhalt 1 betrachtet werden (Abb. 3.50, asynı- 
metrische Herleitung von ö(t) bzw. 1{f)). 

Die Antwortfunktion der Dirac-Funktion heißt Gewichtsfunktion und wird mit- 
h(t) bezeichnet. Da sich ein Impuls von der Höhe h, und der Breite in der Form 
RL) — 16 2] (24) 
darstellen läßt, kann die Antwortfunktion in der Form 


RL) — ve al EE (25) 


erhalten werden. Wegen der Eigenschaften der Dirac-Funktion gelten die Bezie-. 
hungen: 


r>0; hr>l; 


es wird also 


1d d 
| tr dt di 
yrt) L he) L 
verliert, 000 
uld)e1l „ R R ufti=öl 0) R 
0 t— | 
= ho) © 00 u 
I „1 o-tRC t hit L öt)- I eURE 
y(l)=5e | R R2c 
win) a R ute)=ött) R _ 
1 ge 
Abb. 3.51 | Abb. 3.52 
Übergangsfunktionen einfacher Netzwerke Gewichtsfunktionen einfacher Netzwerke 


Die Gewichtsfunktion ergibt sich also durch Differentiation der Übergangsfunktion. 
In Abb. 3.51 und 3.52 sieht man einige einfache Kreise und die dazugehörigen Über- 
gangs- bzw. Gewichtsfunktionen. 

Stellen wir uns nun vor,.daß sich eine beliebige Spannung (Abb. 3.53) aus nach- 
einander eingeschalteten kleinen Gleichspannungen zusammensetzt. Die zur Zeit 
t = r eingeschaltete kleine Gleichspannung sei Au,. Wegen ihrer Wirkung wird der 
zeitliche Verlauf der Stromstärke Au, y(t — r) sein. Wir erhalten den vollständigen 
zeitlichen Verlauf der Stromstärke, wenn wir die Einschaltwirkungen sämtlicher 
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kleinen Gleichspannungen summieren. Es gilt also 
; | t 
it) » ul0) yü) + 2 Au,yle — 7) w u0) yı) + > — — Aryl tr). 
T=0 T=0 


Aus der Abbildung können wir auch ablesen, daß unsere Näherung Au, & = Ar 
um so genauer wird, je kleiner wir das Intervall Ar wählen. dr 


Abb. 3.53 Annäherung einer beliebigen 
-Erregerfunktion durch Einheitssprünge 


Im Grenzfall geht die Summierung in ein Integral über, es wird also 
t 
d 
ii) = 10 + [ER vr ar. a) 
. T. 
0 


Dieser Ausdruck kann mit Hilfe einer partiellen Integration umgeformt werden. Wir 
können schreiben: 
t 


t 

fe ylt — T)dr = [u(r) ye — DE - [u a dr 
dr d 

0 0 


T 


17 
= y(0) u(t) — (0) Ye) + [ u) HE Ar. (28) 
0 


Setzen wir dies in den Ausdruck der Stromstärke ein, so gelangen wir zu folgender 
Endformel: 


id) = y(0) ut) + / ee - ze 


dr. (29) 


Wenden wir die Differentiation nach der oberen Grenze.an, nach.der 


— = plz, 2) dz = pla,2) + f wa Pa (30) 
T 
1) 
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gilt, so kann die für den Wert der Stromstärke gewonnene Gleichung (29) auch wie 
folgt geschrieben werden: 


it) = a wer) yit — r)dr. (31) 
di 
0 
Dies ist dem Ausdruck 
t 
. d 
it) = af“ — r) y(r) de (32) 
di 
0 


äquivalent. Diese Beziehung wird auch Duhamelscher Satz genannt. 

Der Beziehung (29) können wir auch eine andere physikalische Deutung geben. 
Wir sind bisher von der Überlegung ausgegangen, daß wir die Spannung w(t) in die 
Summe der im Zeitpunkt r eingeschalteten Spannungssprünge Au, zerlegt und deren 


ut) I(t-T) 


Abb. 3.54 Eine allgemeine Erregerfunktion kann aus 
Impulsen zusammengesetzt werden 


| -u(T)1lt-T-dr) 


einzelne Wirkungen summiert haben. Zerlegen wir diese jetzt in Impulse von kurzer 
Dauer dr, entsprechend Abb. 3.54. Ein einziger Impuls kann aus der im Zeitpunkt r 
eingeschalteten Sprungspannung (tr) 1(£ — r) und aus der im Zeitpunkt r + dr ein- 
geschalteten Sprungspannung —u(r) 1(t — r — dr) zusammengesetzt werden. Deren 
gemeinsame Wirkung ist gegeben zu 


dit) = ulr) yet — Tr) — ulr) ye — rt — dr) 


N dr = u(r) Ah] dr. (33) 
dr di 


Re —u(T) 


Summieren wir jetzt die Wirkungen dieser Impulse und ‚berücksichtigen, daß im 
Zeitpunkt 7 = t die Spannung u(t) wirkt, so gilt 


dy(t — Tr) 


dr. 34 
7 T (34) 


t 
ia) = alt) (0) + I u) 
0 
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Darin ist das erste Glied der an der Stelle t = r angenommene Wert des Ausdruckes 
u(r) y(t — r). Somit gelangten wir über eine andere physikalische Deutung ebenfalls 
zur Beziehung (29). j 


‚Nachstehend wenden wir diese Beziehung als Beispiel bei der Bestimmung der Stromstärke 
des in Abb. 3.55 dargestellten Kreises an, wenn wir an den Kreis im Zeitpunkt t = 0 eine sich 
rein sinusförmig ändernde Spannung anlegen. Die Funktion y(f) ist uns für diesen Kreis bereits 
bekannt. Nach Abb. 3.51 ist 


-—1 


1-07) 

)=—\1-e #?). 35 
u =7 e (35) 
Diese Funktion ergibt gerade den Verlauf der Stromstärke in diesem Kreis, wenn wir an die 
Klemmen im Zeitpunkt i = 0 eine Gleichspannung von der Größe Eins anlegen. Wenden wir 
unsere vorherige Endformel (34) an, so gilt 


t 


R R R 
ler) ze 23 
I | snare 1° denen “ [more ar (36) 
J 


mit Rücksicht darauf, daß y(0) = 0. Der Wert des in diesem Ausdruck auftretenden Integrals 
kann mit Hilfe der partiellen Integration leicht bestimmt werden. Es ist 


f sin ax ed? dx = [b sinax — a cosar]. 


e9T 
a? + b? 


AR ' 


u(t) L 
Abb. 3.55 Zur Anwendüng des Du- Abb. 3.56 Stromverlauf, wenn in dem in Abb. 3.55 
. hamelschen Satzes dargestellten Kreis eine Wechselspannung einge- 


schaltet wird 


Setzen wir in diese Formel die Werte von a und db ein, so erhalten wir für die Stromstärke 
folgende Beziehung: 


t —r 


{ Ei ER, el R. 
it) = U u sin WT el : dr = D.. L "TR (7 sın WwT — @ COS @T 
L L o + FE 


Dt” 


OÖ. 


R 
Zt 
& (R sin wt — wL cos ot) + ei (37) 
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Somit wird also der Wert der Stromstärke im Endergebnis durch 


R 
U, A 
i(t) = Ri ol [& sin we — wL cos 8] + U, Rı ol e L (38) 
gegeben sein. Die ersten beiden Glieder dieser Ausdrücke sind uns bekannt, sie bilden gerade 
den Wert der Stromstärke im stationären Zustand. Die Stromstärke besitzt eine der Spannung 
phasengleiche Komponente und eine der Spannung um 90° nacheilende Komponente, d.h. 
einen Ohmschen und einen induktiven Anteil. Gleichzeitig existiert aber auch ein Glied, welches 
.exponentiell mit der Zeit abnimmt. Dies bedeutet, daß sich die Mittellinie der Sinusschwin- 
gungen der Achse t exponentiell nähert. Der Verlauf der Kurve ist der Abb. 3.56 zu entnehmen. 
Der Wert der Stromstärke ist im Anfangsaugenblick Null, wie es auch sein muß, und wie es 
durch Einsetzen in den Ausdruck für ö(t) auch bewiesen werden kann. Ist der Widerstand R 


klein, so ist die Dämpfung ziemlich gering. Eine hälbe Periode später wird sich der Wert von 
R 
mn 2r T 


e von 1 kaum unterscheiden. Gleichzeitig wird eine halbe Periode später wi = man 
mithin wird cos > =cosr= —Ii,d.h, 
7 £ T L -77 ,0 
I— A EEE SR 2 22-—, (39) 
2 R? + w°L? 2 "R? + w?L? oaL 


Dies bedeutet, daß die Stromstärke eine halbe Periode später fast das Doppelte des Wertes 
erreicht, den die Stromstärke im stationären Zustand besitzt. Der Verlauf der Kurve ist übrigens 
in starkem Maße davon abhängig, in welcher Phase wir die Wechselspannung einschalten. So 
wird sich z. B. im Falle R = 0 die Stromstärke, wenn die Spannung im Zeitpunkt ihres Maximal- 
wertes eingeschaltet wird, sofort:dem stationären Zustand entsprechend ändern, wie leicht 
bewiesen werden kann. 


3.5. Lösung des Einschaltproblems, wenn das 
Frequenzspektrum der Erregungsfunktion 
bekannt ist | 


3.5.1. Die Fourier-Reihe und das Fourier-Integral 


Im vorigen Kapitel konnten wir den Verlauf der Stromstärke oder des Spannungs- 
abfalls, die in einem bestimmten Zweig eines linearen Netzes wegen der Wirkung 
einer beliebigen Spannung auftreten, ohne jede Schwierigkeit angeben, wenn uns der 
zeitliche Verlauf dieser Größen unter der Wirkung des Einschaltens der Sprung- 
spannung bekannt war. 

Im folgenden werden wir voraussetzen, daß die Stromstärke oder der Spannungs- 
abfall in einem beliebigen Zweig eines linearen Netzes bekannt ist, wenn wir an das 
Netz vorher eine rein sinusförmige Spannung angelegt haben, d.h. die Einschalt- 
vorgänge sich bereits abgespielt haben, mit anderen Worten: daß uns die Größe der 
rein sinusförmigen Stromstärke oder des rein sinusförmigen Spannungsabfalls unter 
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dem Einfluß einer rein sinusförmigen Spannung bekannt ist. Diese können wir weit 
einfacher berechnen als die beim. Einschalten der Spannung auftretenden Erschei- 
nungen. Wir brauchen nur unter Anwendung der Kirchhoffschen Gesetze den für 
den betreffenden Zweig charakteristischen komplexen Widerstand zu suchen, durch 
welchen die Spannung dividiert unmittelbar die Stromstärke ergibt. Zum Beispiel 
wissen wir im Falle der in Abb. 3.55 dargestellten Schaltung, daß die Stromstärke 
unter der Wirkung der Spannung u = U, sin wt folgenden Verlauf aufweisen wird: 


er en sin wt — mL cos ot] Zen (ot — 9), (1) 
R?® + „2L? YR? + w2L? 
wobei 
oL 
—=arctan —. 2 
p R (2) 


Kennen wir die Ströme, die durch rein sinusförmige Spannungen verschiedener Fre- 
quenzen hervorgerufen wurden, so Können wir den zeitlichen Verlauf der gesuchten 
Größe unter der Wirkung einer beliebigen periodischen oder nichtperiodischen Span- 
nung folgendermaßen bestimmen. Alle periodischen Funktionen — die gewissen 
mathematischen Bedingungen genügen — können in Fourier-Reihen entwickelt 
werden. Wir können also diese als Summe diskreter, rein sinus- und cosinusförmiger 
Schwingungen von ganz bestimmter Frequenz darstellen. Sei die Periode der Funk- 
tion 7, so treten die Grundschwingung der Frequenz w, = 2r/T sowie allgemein 
harmonische Oberschwingungen der Frequenz w, = 2w| ,03 = 301 , +.., &% = Na; »-. 
auf. Es ist also verständlich, daß bei Kenntnis des zeitlichen Verlaufes der gesuchten 
»röße für jede einzelne harmonische Oberschwingung dann auch der zeitliche Ver- 
lauf ihrer Summe für den Fall einer beliebigen periodischen Erregung bekannt ist. 
Aus dieser Tatsache allein können wir bei der Behandlung der Einschalterschei- 
nungen noch nicht viel Nutzen ziehen, doch können wir auch hier auf diesem Weg 
zu einer Lösung kommen. Vergrößern wir die Periode einer beliebigen periodischen 
Funktion immer mehr, so gelangen wir zu den nichtperiodischen Funktionen. Es 
kann gleichfalls mathematisch bewiesen werden, daß ebenso wie eine periodische 
Funktion als Summe von Sinusschwingungen diskreter Frequenz und verschiedener 
Amplituden dargestellt werden kann, auch eine nichtperiodische Funktion als Integral 
solcher Sinusschwingungen darstellbar ist, die eine stetig veränderliche Schwingungs- 
zahl und eine .sich stetig ändernde Amplitudendichte besitzen. Die periodischen 
Funktionen besitzen also ein diskretes Frequenzspektrun. Das Frequenzspektrum 
der nichtperiodischen Funktionen ist dagegen kontinuierlich, entweder von Null bis 
zum Unendlichen oder nur in einem bestimmten Bereich. Gelingt es uns in dieser 
Weise, eine beliebige nichtperiodische Funktion, wie z. B. die bei der Einschaltaufgabe 
auftretende Spannung, durch ein Fourier-Integral darzustellen, d. h., können wir an- 
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geben, welche Sinusschwingungen mit welchen Amplituden in dieser Funktion auf- 
treten, so können wir bei Kenntnis des zeitlichen Verlaufes unserer Größe unter dem 
Einfluß der rein sinusförmigen Spannungen sogleich auch den zeitlichen Verlauf der- 
selben Größe unter dem Einfluß einer beliebig veränderlichen Spannung angeben. 
Nachstehend werden wir das vorher Gesagte quantitativ durchführen. 

Wir wissen also, daß die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion mit der 
Periode T in dem Intervall -T/2 <t< T/2 


AG) —= A, + 4, eos + Aneos2 E14 = +Anoosn 24 .. 
+ Bısin + Bsin2 Ti +. +Basinn tt 
= Ir j Dre = . 
u (4. COS en +B, san) — $/ (A, cosn ot + B„sinn al) (3) 


n=0 n=0 


ist, wobei die einzelnen Koeffizienten auf folgende Weise bestimmt werden können: 


+Tj2 
2 2rc | 
Au=z [10 con Ze, nl 2,3. (4) 
—-T/j2 
+Tj2 
2 It 
B,=- t) si — tdt, n=1,2,3,.3%% 5 
Zn n (5) 
—T/2 
+T/2 
1 h 
A 7 Ä ft) dt und Oo = nu. (6) 
-T/2 


Für die nichtperiodischen Funktionen kann ganz analog folgende Zerlegung an- 
gegeben werden: 


ft) = f al) cos wt do + [bo) sin ot do. (7) 
0 


) 


Dabei können für die Amplitudendichten a(w) bzw. b(w) entsprechend den bei der 
Fourier-Reihe gefundenen Formeln folgende Beziehungen aufgestellt werden: 


+0 +% 
1 
.alo) = — [ fü) coswu du; bio) = E fu) sin wu du. (8) 


g° 
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Die Koeffizienten A, und B, bestimmen in der Fourier-Reihe die Amplitude der 
n-ten harmonischen Oberschwingung. Beim Fourier-Integral gibt a(w) bzw. b(w) nicht 
die zur Frequenz » gehörende Amplitude, sondern nur die Amplitudendichte an, 
d.h. die auf das Einheitsfrequenzintervall entfallende Amplitude. Ist nämlich das 
Spektrum kontinuierlich, so kann eine Schwingung, die zu einer ganz bestimmten 
Frequenz gehört, keine endliche Amplitude besitzen, da in einer beliebigen Nähe 
dieser Frequenz auch unendlich viele andere Frequenzen auftreten und deren Ampli- 
tuden in die Größenordnung der vorherigen fallen. Dadurch würde eine unendlich 
große Resultante erzeugt. Ein endlicher Amplitudenwert entspricht einem endlichen 
Frequenzband. 

‚Wir können auch sagen, daß durch die Summe der Sinus- bzw. Cosinusschwin- 
gungen 


ala) dw coswt bzw. b(w) dw sin wit (9) 


unsere nichtperiodische Funktion um so genauer dargestellt wird, je feiner wir die 
Unterteilung do wählen. 

Es ist üblich, die Fourier-Reihe bzw. das Fourier-Integral auch in komplexer Form 
zu schreiben. Nun drücken wir in Gl. (3) mit Hilfe der Eulerschen Relation die Sinus- 
und Cosinusfunktionen durch eine Exponentialfunktion aus: 


[e) ejnwıt + e-jnwit oo einw,t Bl e-jnwit 
fi) = 2 Au — — ne Te (10) 
n=0 2 n=0 2] 
Durch eine leichte Umformung wird 
A B. .; A„—-jB, .; 
DEM oe ul near ua an 
n=0. id 
Führen wir nun die Bezeichnung 
aa =, (12) 
As 12n 2.0, Bee Im C, = = (13) 
2 2 2 
ein, so kann obige Gleichung auch in der Form. 
+00 
= 2 0, (14) 


n= 0% 


geschrieben werden. 
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Kennen wir die Funktion /(t), so können die komplexen Koeffizienten C,, unmittel- 
bar gefunden werden: Multiplizieren wir die zweite Gleichung der Gleichungs- 
gruppe (4), (5) mit +j und addieren wir diese zur ersten, so sehen wir sogleich, daß 


+T/2 = +T/2 
— Bu f(u) ET fu) eirert du. (15) 
T 2. 
-T/2 -T/2 


Zur komplexen Form der Fourier-Integrale gelangen wir folgendermaßen: Setzen 
wir den Wert von C,, in den Ausdruck (14) ein, so gilt 


+T/a 
en © : Br 
w=-5 [ flu) einott-u) du. (16) 
— T/2 


Diese Darstellung gilt, wenn f(t) periodisch ist. Wir suchen nun eine ähnliche Dar- 
stellung für den Fall, daß (ft) nichtperiodisch ist. Wenn wir die Schwingungsdauer 7 
über alle Grenzen erhöhen, so gelangen wir zu nichtperiodischen Funktionen. Es sei 
nun T sehr groß. Die Grundfrequenz ist dann sehr klein, und wir bezeichnen sie 
mit do. Mit dieser. Bezeichnung wird 


+T]/2 


it) = a 5 do | flu) erdet=@ du. (17) 
2r n=—x 
—T/2 
Dieser Ausdruck kann folgendermaßen gedeutet werden: Nehmen wir einen ganz 
bestimmten Zeitpunkt t an, so ist der Wert des Integrals nur von der Größe n do 
abhängig. Nun wählen wir eine w-ÄAchse und bezeichnen auf dieser der Reihe nach 
die Punkte do, 2dw, ..,ndo = w. Dann bestimmen wir in diesen Punkten die 
Funktion 
+T/2 
[rw et» du= pw, t) (18) 
TR 


(wobei t die Rolle des Parameters spielt). Die Summe 


+0 
2 dwp(o, t) 


wird nun um so genauer durch das Integral angenähert, je feiner die Unterteilung do 

ist, je größer also die Periode T wird. Für den Grenzfall 7’ — oo, d.h., wenn fff) 

nichtperiodisch ist, gilt | 
+0 


+00 
fit) = = fu) de-w du) do. (19) 


FAERR 
.00 
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An Hand eines speziellen Beispieles werden wir noch eingehend zeigen, wie die 
Grundfrequenz mit der Erhöhung der Schwingungsdauer abnimmt, wie sich die auf- 
tretenden Frequenzen entsprechend verdichten, bis wir schließlich zu einem stetigen 
Frequenzspektrum gelangen. 

Der Ausdruck (19) kann noch umgeformt werden: 


+of + 
10=- [ [ Hu) erieu du | ei! do. (20) 


Führen wir die komplexe Amplitudendichte oder das komplexe Spektrum durch die 
Beziehung 


+00 
S(w) = „| W e-ieu du (21) 
Ir 
ein, dann können wir die Funktion f(t) auch folgendermaßen schreiben: 
+00 
ft) = f S(w) ee! do. (22) 


Von der Beziehung (20) können: wir zum reellen Fourier-Integral übergehen: 


+00 + 


it = EN f EG est) dudo; (23) 
Zr 
+0 + j + +00 

fit) = > # f Hu) cos o(t — u) du do + 2 [ [ Hu) sin o(t — u) dudw. (24) 
Da nun | 

+50 +0 

f fu) cos w(t — u)du = Ir“) cos (—o[t — u]) du, (25) 

+% +9 

[ tw) sin ot — u) du = — | fu) sin (oft — u]) du, (26) 


ist das erste Integral der Gl. (24) als Funktion von w gerade, das zweite hingegen un- 
gerade, d. h., das Integral des letzteren ergibt von —oo bis +oo Null, während für: 
das erste | 
+00 +0 © +09 
[ f (u) cos w(t — u) dudo = 2 [ N cos o(t — u) du do (27) 
0 


m — 009 —o 
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gilt. Somit wird das Endergebnis lauten 
1 © + 
ii =— [ [ u) cos w(t — u) du do. (28) 
Te 
0 -© 


Nun können wir leicht wieder zur Gl. (7) kommen, wenn wir den Ausdruck - 
cos w(t — u) einsetzen: 


oo + 00 oo 
ft) = — + IK fu) cos wu cos ot du do + — 7 / (u) sin wu sin wt dudwo. (29) 
0 _ -% 


Daraus ist sofort der Wert von a{w) bzw. b(w») abzulesen. Aus der Beziehung (21) 
kann man auch ersehen, daß zwischen dem Real- und Imaginärteil eines kom- 
plexen Spektrums sowie den vorher eingeführten Funktionen «(w) und b(w) folgende 
Beziehung gilt: 


Re S(w) = S 20): (30) 
Im S(o) = — > b(w), (31) 
also 

S(o) 0) — ] 2 (32) 


Kennen wir die Amplitudendichten a(w) bzw. b(»), so sind wir in der Lage, die 
in Wärme umgewandelte Gesamtleistung in dem vom Strom :(t) durchflossenen 
Leiter leicht zu berechnen. Es ist 


ilt) = f a(lo) cos ot do + f b(w) sin wt dw. (33) 
0 


0 


Die Arbeit oder Energie ist dem Zeitintegral des Stromquadrats proportional. Dessen 
Wert aber beträgt 


‚+00 4-00 ©. +9 oo 
ji (1) dt = ji it) | J a(w) cos wi = de + f i(t) | / b(w) sin ot “| di 
0 0 
{ee} +0 
= [u alw o) | it) cos ot dt do + b(w) fi sin ot dt do. (34) 
0 


cc 


00 —%0 oo 
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Hingegen ist 


+00 
f ilt) cos ot dt = ralw), (35) 


— oo 


fie) sin ot dt = rb(o). (36) 


00 


Als Endergebnis finden wir also 


+0 [e <) 
f 2(t) di = r | (ao) + b(o)] dw. (37) 
—-© 0 


3.5.2. Das Fourier-Integral der Sprungfunktion 1(£) 


Nachstehend wollen wir die Funktion 1(f) durch ein Fourier-Integral darstellen. Wir 
können jedoch nicht die Endformel (8) anwenden, da deren Anwendbarkeit in Ver- 
bindung mit der Funktion f(t) von Bedingungen abhängt, die von der Funktion I({f) 
nicht erfüllt werden. Es muß nämlich 


+00 


Siroid<k 


= 00 


sein. Wir werden die Fourier-Reihe der in Abb. 3.57 dargestellten periodischen Funk- 
tion berechnen. Kennen wir sie, so können wir die Fourier-Reihe der in Abb. 3.58 
angegebenen Funktion leicht bestimmen. Erhöhen wir dann deren Periode über alle 
Grenzen, so erhalten wir das Fourier-Integral der Funktion gemäß Abb. 3.49. Da 
unsere Funktion /,(£) eine ungerade Funktion ist, werden in ihrer Fourier-Reihe die 
Werte sämtlicher Faktoren A, Null sein. Gleichzeitig gilt 


T Tja 
2 4 3 
B,=- A sinn 7 tdt= 7 [sinn rd 
T T T, T 
0 0 
4| T 2r 172 .4#T 
= —— I|— cosn —t| = —— — [cosnr — 1] 
T |2rn =D 5 T 2rn 
4 1 
ei, 
me (38) 
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Also ist 


B 4 1 
Typ +1’ 
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und B,, ist 0. Mithin lautet also die Fourier-Reihe der in Abb. 3.57 dargestellten 


Funktion 


4|. I .; 
hit) = = E Dt us sin 30, + +72 ER 


lt) 


sin 2» +1)wı + - } 


Abb. 3.57 Unsere Ausgangsfunktion zur Herleitung 
„ des Fourierschen Integrals des Einheitssprunges 


(33) 


Abb. 3.58 Die Ordinatenwerte der in Abb. 3.57 angegebenen 
Funktion wurden um eine Einheit erhöht (gestrichelte Linie) 
und sämtliche Ordinatenwerte danach halbiert 


Die Funktion f,(t) erhalten wir aus der Funktion f,(t), wenn wir die letztere um 
eine Einheit erhöhen und dann die Hälfte aller Amplituden betrachten. Entsprechend 


wird die Fourier-Reihe dieser Funktion 


1 ER ER JEN 
era 


Nun führen wir mit Hilfe der Gleichung 


1 X 


a 2» +1 o 


eine neue ‘Veränderliche » ein. Damit wird unsere Funktion zu 


sin wt£ 


A =—+- >> 


© . 


(40) 


(41) 


(42) 
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Tragen wir die Funktion (sin wi)/» gemäß Abb. 3.59 für einen EDENEDIBEN t-Wert auf, 
so wird der Wert des Ausdruckes 


En 
w=WUr 


© sin wt 
2 y' > (43)* 
[#9] 


wie aus der Abbildung ersichtlich, gerade jene Fläche sein, welche der durch diese 
Kurve und die »-Achse eingeschlossenen Fläche angenähert ist. Wir müssen bei den 


2 sin wi Ä Bu & 
ann @&, bilden; dabei sind sämt- 


Abszissenwerten w,, 301, 50, usw. das Produkt 
[42] 


liche Glieder dieser Summe solche kleinen Rechtecke, deren Grundlinien 2», und 
deren Höhen (sin wt)/w» sind. Die Summe dieser Flächen ist also um so genauer gleich 
jener Fläche, welche unter der Kurve liegt und durch den Ausdruck 


[ sin ot du (44) 
.@ 


Abb: 3.59 Geometrische Bedeutung’ der Gl. (43) 
0713579711 xw 


gewonnen werden kann, je feiner die Unterteilung ist, also je kleiner die Grund- 
frequenz w&, wird, was gleichzeitig auch bedeutet, daß die Periode groß ist. Wenn 
es sich um eine sehr große Periode handelt, d. h., wenn wir gerade unsere gesuchte 
Funktion 1(f) erhalten, so stimmt der Wert dieser Summe mit der Fläche genau 
überein. Wir können also schreiben: 


oo 


= — [ —_ dev. (45) 


Damit haben wir das Fourier-Integral des Einheitssprunges gefunden. Seine Ampli- 
tudendichte beträgt 


a (46) 


TO 
alo) = - öl») wegen J ö(w) cos wt dv = c0s0 =1. 
0 
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b(w) ist in Abb. 3.60 dargestellt. Dort kann abgelesen werden, daß im Spektrum des 
Einheitssprunges von Null bis Unendlich alle Frequenzen auftreten, wenn auch nicht 
alle mit der gleichen Intensität: Mit zunehmender Frequenz nimmt die Amplituden- 
dichte ab. Der Gleichstromanteil ist durch eine unendlich große Amplitudendichte 
vertreten. 

Wissen wir jetzt von einem beliebigen Zweig eines linearen Netzes, daß darin 
unter dem Einfluß einer reinen Sinusspannung vu = U, sin wi eine um o(w) phasen- 


verschobene Stromstärke mit der Amplitude I, = fließt (wobei Z(jo) der 


U, 
ZA] 


Abb. 3.60 | | 
Amplitudendichte des Einheitssprunges 
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komplexe Widerstand ist und sowohl Z als auch & von der Frequenz abhängig sind), 
so können wir diese Tatsache einfach durch die Schreibweise 


U, sin ot > sin [ot — o(w)] (47) 


U, 
1ZGo)| 
darstellen und weiterhin schreiben, daß 


Re 2 sin wt u > [a sin [w? — 9(w)]. (48) 
Tr @ rn o |Z(jo)l 


Mithin ist der Verlauf der Stromstärke unter dem Einfluß des Einheitssprunges ge- 
.geben durch 


4 sin [wi — o(w)] 
it) = -, 7 m zo t a 0 Zio) dw. (49) 


Wir können dies auch allgemeiner formulieren, wenn wir wissen, daß 


U, sin ot — 


Zio) sin [wt — o(w)] (50) 


30 Simonyi 
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und 


U, cos wi — er cos [ut — 9(w)]. (51) 


Kennen wir außerdem die Amplitudendichten a(w) und b(w) einer beliebigen nicht- 
periodischen Spannung, so hat der zeitliche Verlauf der Stromstärke unter dem Ein- 
fluß dieser beliebigen Spannung die Form 


oo 


a 2 f a(w) = b(w) , _ | 
it) - (a cos [wt — P(w)] dv ti sin [ot — p(w)] dw. (52) 
0 0 


Wir sehen also, welche Bedeutung der Kenntnis des stetigen Frequenzspektrums 
einer beliebigen Spannung zukommt. Deshalb wollen wir im folgenden das Frequenz- 
spektrum einiger in der Praxis häufig vorkommenden Zeitfunktionen berechnen. 


3.5.3. Das Fourier-Integral einiger praktisch wichtiger Funktionen 


Der in Abb. 3.61a dargestellte Impuls kann aus einer im Zeitpunkt t = — 1/2 ein- 
geschalteten Sprungspannung und aus einer im Zeitpunkt # = +1/2 eingeschalteten 


Abb. 3.61 a) Gleichstromimpuls. 
b) Amplitudendichte des Gleichstromimpulses 


negativen Sprungspannung zusammengesetzt werden. Dementsprechend wird 


dy=1 ( 28 3) 4 ( = 5) (53) 


ud 
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Setzen wir hierin das vorher erhaltene Fourier-Integral der Funktion 1(f) ein, so gilt 


De T Zee T . T 
1 sın & ( + 5) — sIn ( — 3) 9 sın Er A), 
d(t) = — — 100 2d a N 


T oo an.) w 


dw. (54) 


Hieraus können wir entnehmen, daß die Amplitudendichte eines Impulses der 
Dauer r | | 


. = T 
sın 8 — 


(95) 


al) = — 
.. no 

ist. Deren Bild können wir in Abb. 3.61b betrachten. Wir sehen, daß von Null bis 
Unendlich sämtliche Frequenzen, mit Ausnahme einiger diskreter Frequenzwerte, 
auftreten. Die größten Amplituden sind jedoch in dem: Intervall aufzufinden, das 
zwischen Null und dem durch die Beziehung 


0) — —=n bzw. 2nf — =rn bw fr=1 (56) 


bestimmten Wert liegt. Die außerhalb dieses Intervalls liegenden Frequenzen können 
vernachlässigt werden. Entsprechend wird die Bandbreite 


Az, (57) 


Je kürzer also der untersuchte Impuls ist, um so größer wird die Bandbreite, es 
treten also um so größere Frequenzen beim Aufbau des Impulses auf. Dies bedeutet 
z. B., wenn wir mit einem Apparat, einen Gleichstromimpuls von 1/1000 Sekunde 
Dauer empfangen wollen, daß dieser Apparat in der Lage sein muß, alle Frequenzen 


‚zwischen Null und 7 - — 1000 s-1 zu empfangen. 


| 000 
Ein endlicher Sinusverlauf wird mit Hilfe der allgemeinen Methode gelöst (Abb. 
3.62). 


+00 1/2 
alw) = en [ u) cos wu du = Z [ COS Wg4U COS wu du, (58) 
T T 
= -ı/2 
a 
b(w) = — 4 cos w,u sin wu du.. (59) 
T 


= 1/2 


30* 
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Da der Cosinus eine gerade, der Sinus eine ungerade Funktion ist, wird der Wert 
von b(w) gleich Null und der Wert der Funktion a(w) 


+r/2 ı/2 
1 
alw) = — | 08 wu cos wu du = 2 [ [cos (» + @,) u + 608 (w — @,) u] dw 
Te T 
—ı/2 0 
1 1 i 1 j 
= — - [sin (o + ©.) ul? + — [sin (o — @,) u]y? 
Tr © Zn 107 T@W) — 17) 
sin (o + @,) > j sin (w — @,) > 
Be u (60) 
Te 0 —+ @g rc wo — 8 


Abb. 3.62 a) Wellenzug endlicher Länge. 
b) Amplitudendichte des Wellenzuges endlicher 
Länge | 


Hieraus folgt, daß wir dieselbe Amplitudendichteverteilung wie im Fall des Gleich- 
stromimpulses bekommen, jetzt jedoch nicht in der Umgebung der Nullfrequenz, 
sondern in der Umgebung von »& = w, bzw. in der von = —o, (Abb. 3.62b). 

Für die Hälfte der Bandbreite können wir auch hier behaupten, daß 


mA—=r; Aft=1; A, (61) 
2 T 


Je länger also ein Wellenzug dauert, um so schmaler wird das Band, um so mehr 
‚dominiert die Frequenz w,. Im Fall eines unendlich langen Wellenzuges schrumpft 
das Frequenzband auf die Frequenz ® = w, zusammen. Gleichzeitig wird das Fre- 
quenzband eines kurzen, nur aus einigen Wellen bestehenden Wellenverlaufes sehr 
breit sein. Es ist zu merken, daß bei der Darstellung. der ursprünglichen Funktion 
die Integration im Frequenzbereich von 0 bis oo durchzuführen ist. Dementsprechend 
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ist von der in der Umgebung der Frequenz »® = —w, aufgetragenen Amplituden- 
dichte kein Einfluß wahrzunehmen. Dieses Amplitudenspektrum kann bei einer 
kleinen Frequenz w, oder bei einem kurzen Wellenverlauf derart flach und breit sein, 
daß es in den Bereich ® > 0 übergehen kann. In solchen Fällen sind natürlich auch 
diese Werte zu berücksichtigen. 

Schließlich behandeln wir noch das Spektrum der gedämpften Schwingungen mit 
Hilfe eines komplexen Fourier-Integrals. Es sei 


0, E<0; 
ft) = er (62) 
U," coswd, t>O. 


Diese Gleichung kann auch als 
fit) = lt) U, e”“ cos wet, (63) 


dargestellt werden. In diesem Fall wird 


Ä 1 /[ 
S(w) = — | U, ee" cos wu er"! du = Le e-tetio)u cos wu du 
2r 2r 
0 0 
U x + jo 
2m («+ jo)? + m} 
u D, (+0 — wo) +20  . wlan? +: — w?) — 2wu? (64) 
2m |(a® + w2 — w2)? + 42a? (x? + 02 — 2)? + 4a | 
Hierbei sind folgende Nebenfälle von Interesse: 
a) «=0,w, = 0; dies ist der Fall des Einschaltens einer Gleichspannung: 
I 
2r jw 


b) «=0, aber », #0; dies ist der Fall des Einschaltens eines ungedämpften 
‚Sinusverlaufes: 


S(o) = —j (66) 


c) «#0, aber &; = (0; dies ist der Fall einer exponentiell abnehmenden Span- 
nung: j 


U, & .0® 
S(w) = — | —j ) (67) 


a: + w® x: + m? 
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In den Fällen (a) und (b) sind die Funktionen nicht absolut integrierbar. Die 
Limesbildung im w-Bereich kann nicht ohne weiteres vollzogen werden. Tatsächlich 
wird sich später herausstellen (im Fall (a) haben wir es schon gesehen), daß die rich- 
tigen Formeln wie folgt lauten (U, =1): 


I ; 
S(w) = 5 ö(w) + Bw ; (65*) 
B 1 % & jo _ * 
S(w) = 7 öko — w) + ER er (66*) 


3.5.4. Die Fourier-Transformation 


Es ist auch üblich, das komplexe Spektrum anstatt durch Gl. (21) in folgender Weise zu defi- 
nieren: 


+0 
F(jo) = [ fit) eiet dt. (68) 


= 00 


Der Faktor 1/2 kommt jetzt in der Gleichung 
+5 
ft) = = in F(jw) eivt do (F(jo) = 2rS(o)) (69) 
ug | Ä 


vor. Die auf solche Weise der Funktion f(t) zugeordnete Funktion F(j®) heißt die Fourier- 
Transformierte der Funktion f(t), die Zuordnung selbst heißt Fourier-Transformation. Aus 
F(jo) erhalten wir die Funktion f(t) mit Hilfe der durch die folgende Gleichung definierten 
inversen Fourier-Transformation: | 


Flo) = If; A = F'Fljo). (70) 


Die Fourier-Transformation hat einige aus der Definition folgende interessante Eigenschaften. 
Es ist nicht nötig, uns hier mit diesen Eigenschaften ausführlich zu beschäftigen, da, wie wir 
später sehen werden, ein enger Zusammenhang zwischen der Laplace-Transfsrmation und der 
Fourier-Transformation besteht. Diese Eigenschaften werden dann in einem neuen Licht 
erscheinen. Wir erwähnen nur die folgenden. Es sei .Zf(t) = F(jw) bekannt; dann gelten die 
folgenden Gleichungen: 


Fflt — 1) = Fljo) riet, (71) 
Fflt) eivet =Flj(® — w)], (72) 
FE _ (o)° Flo). (73) 


di” 


3.5. Einschaltproblem bei bekanntem Frequenzspektrum der Erregungsfunktion 471 


Das Verhalten eines linearen Systems wird durch die Systemfunktion oder Transferfunktion 
H(jo) = A(w) eriX%) (74) 


'beschrieben. Dies bedeutet soviel, daß die Antwortfunktion der Erregungsfunktion X, elet 
durch den Ausdruck 


K,H(jo) jet (75) 


erhalten werden kann. Es sei jetzt das Spektrum F(jw) der Erregungsfunktion fit) bekannt. 


Das bedeutet, daß die Antwortfunktion der Erregungsfunktion — — Fio) dw die folgende 
wird: 


dgl!) = = Fijo) doH(jo) eiet. (76) 
= 
Die volle Antwortfunktion lautet also 


+00 
= [ F(jo) H(jo) elut dw. (77) 


Abb. 3.63 Amplituden- und Phasencharakteristik 
einer idealen Siebschaltung 


Es ist ersichtlich, daß das Spektrum der Antwortfunktion 
jo) = Fiio) H(jo) (78) 


wird. Man sieht leicht ein, daß das Spektrum der Diraeschen Funktion Fö(t) = 1 ist. Es ist 
nämlich 


+00 +% 
Fölt) = [ Slt) eriet dt = (eiet),-n fs) d=1. (79) 


Wenn aber F(jwo) =1 ist, wird das Spektrum der Antwort mit der Systemfunktion nach 
Gl. (78) identisch. Die Systemfunktion ist also nichts anderes als die Fourier-Transformierte 
der Antwortfunktion der Dirac-Funktion, d. h. die Fourier-Tränsformierte der Gewichts- 
‚Tunktion: 


Fhl) = Hi). en 


Als Beispiel untersuchen wir eine ideale Siebschaltung, deren Charakteristiken i in Abb. 3.63 
zu sehen sind. Die Systemfunktion wird also 


H(jw) = A(w) e-) a (81) 
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wobei 

an = [de vn ice os 
weiter gilt 

Oo) = ats. (83) 


Die Gewichtsfunktion wird durch die inverse Fourier-Transformierte der Systemfunktion 
H(jw) gegeben. In unserem Fall wird also: 


+we 
hit) = — af Aw) e-iwt eat du = — = Av ejult—L) dv. (84) 


Das Endresultat kann explizit angegeben werden: 


hit) = 85 
er (85) 
Die Übergangsfunktion ergibt sich nach Gl. (65*) und (69) zu 
ı [[ 1 
yt)= — Jh (rt + -) A, eriub elut do. (86) 
2r )w 


Unter Benutzung der Beziehungen 


f- [ +] . 3 = 5 N (87) 


0. ®e 
erhalten wir 


w.(t—t,) 


— A, Ag sin o(t — ty) u 88 
v-& er ae dl — (88) 


Nach Definition der Funktion Si x (Integralsinus) wird aber 


x 
, sin 2: 
sie= [ de. 
z 
0 


Es wird endgültig 


yit) = 2a +22 Siaylt -M). (89) 
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Die Funktionen y(t) und A(f) sind in Abb. 3.64 und 3.65 zu sehen. Die Erregungsfunktionen 
1(t) und ö(t) beginnen ihre Wirkung zur Zeit # = 0. Dagegen sehen wir aber, daß die Antwort- 
funktion schon vor diesem Zeitpunkt, also bereits bei # < 0, einen von Null. abweichenden 


y(t) 


tr 
Abb. 3.64 Übergangsfunktion der Abb. 3.65 Gewichtsfunktion der 
Siebschaltung in Abb. 3.63 Siebschaltung in Abb. 3.63 


Wert aufweist. Das ist physikalisch absurd. Das absurde Ergebnis folgt aus den absurden 
Annahmen: Eine Siebschaltung mit den angegebenen Charakteristiken ist nicht realisierbar; 
also können eine solche Schaltung und solche Charakteristiken nicht existieren. 


3.6. Die Laplace-Transformation 


Es sei eine Funktion /(t) einer reellen Veränderlichen t gegeben. Diese Veränderliche 
wird bei uns in der Regel die Zeit sein. Die Funktion /(t) selbst kann reell oder kom- 
plex sein. Der Wert dieser Funktion ist zur Zeit t < 0 im allgemeinen, aber nicht 
immer, gleich Null. Dies bedeutet z. B. physikalisch, daß wir die durch die Funktion 
/(t) dargestellte Spannung im Zeitpunkt t=0 an das Netz schalten. Unter der 
Laplace-Transformierten der so bestimmten Funktion f(t) verstehen wir folgenden 
Ausdruck: 


£f() = Fip) = | I) er dt, (1) 
1) 


wobei » eine komplexe Zahl ist. Das Integral bilden wir nach der Veränderlichen t. 
Dementsprechend ist die Laplace-Transformierte von /(t) die Funktion F(p), d.h. 
nur eine Funktion dieser komplexen Veränderlichen p. Der Realteil dieser kom- 
plexen Veränderlichen sei o, der Imaginärteil r: 


p=o+ jr. (2) 


Damit die Funktion F(p) überhaupt existieren kann, ist es notwendig, daß das 
auf der rechten Seite stehende Integral existiert. Mit der Konvergenz dieses Integrals 
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befassen wir uns nicht. Wir können jedoch sehen, daß der Absolutwert des Aus- 
druckes e-?' im Unendlichen exponentiell verschwindet, wenn der reelle Teil der kom- 
plexen Zahl p positiv ist. Da die exponentielle Abnahme stärker ist als die Zunahme 
einer Potenz mit dem beliebig hohen, aber endlichen Exponenten n, existiert obige 
Funktion F(p) bestimmt, wenn f(t) gemäß t" anwächst (wobei n eine beliebig große, 
aber endliche Zahl ist) oder wenn f(f) zwar mit e* zunimmt, aber & < o ist. Dies be- 
deutet, daß der die Zunahme bestimmende Faktor kleiner ist als der Realteil der 
komplexen Zahl p, welcher die Abnahme des hinter dem Integralzeichen stehenden 
zweiten Gliedes bestimmt. Auf Grund des bisher Gesagten können wir behaupten: 
Wenn der in Gl. (1) auftretende Integrand bei einem gegebenen Wert p, integriert 
werden kann, so kann er bei sämtlichen p-Werten integriert werden, deren Realteil 
größer als der des gegebenen p-Wertes ist. Rechts von der durch die Gleichung 
co = 0, definierten Geraden kann also das Integral absolut integriert werden, und 
mithin existiert die Funktion F(p). Dies bedeutet also auch, daß der Definitions- 
bereich der Funktion F(p) eine unendliche Halbebene ist, die rechts von einer der 
imaginären Achse parallelen Geraden liegt. Es kann bewiesen werden, daß die Funk- 
tion F(p) in dieser Halbebene überall differenzierbar ist, und zwar derart, daß wir 
die Differentiation nach p hinter dem Integralzeichen vornehmen können. Die Funk- 
tion ist also in dem so definierten Bereich regulär. 

Um die Methode der Laplace-Transformation bei den einfachsten Problemen der 
Elektrotechnik anwenden und gleichzeitig auch die Notwendigkeit der Umkehrung 
dieser Transformation einsehen zu können, leiten wir einige elementare Eigenschaften 
dieser Transformation. ab. | 

Ist die Funktion f(t) identisch Null, so wird die Laplace-Transformierte ebenfalls 
Null, also F(p) = 0, wovon man sich durch Einsetzen unmittelbar überzeugen kann. 

Der Wert der Funktion f(f) sei jetzt vom Zeitpunkt Null ab überall konstant und 
gleich Eins, d. h.: ft) = 1. In diesem Fall lautet die Laplace-Transformation 


oo 


F(p) - [t-era- 2. (ae, (8) 
p 


0 


Suchen wir nun die Laplace-Transformierte der Funktion 
ft) = e*. (4) 
Durch Einsetzen in die ursprüngliche Definition erhalten wir 


Oo 0° 


Fo = [etenar = [ent le = (8) 
| 0 


av 2 


P—.% pa 
0 
wobei Rep >Reso. 
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Wir setzen voraus, daß an der Stelle {= oo der Wert von e”(?-©! gleich Null ist. 
Dies trifft zu, wenn der Realteil von p schon größer ist als die gegebene Konstante «. 
Nehmen wir an, daß wir die Laplace-Transformierte von f(t) kennen. Diese sei 


ZU) =Flp). (6) 
Suchen wir die Laplace-Transformierte der nach der Zeit differenzierten Funktion 
ftt). Wenn wir den Ausdruck d//dt in Gl. (1) einsetzen, wird 


df df 
Lf— pl dt. 7 
di - [4 Fa m 
v R 
Nun integrieren wir die rechte Seite der Gleichung partiell: 
d/ {100 t 
7, Vueriö tr | MOetd=pFß) - AO. (8) 
| 0 


Wie wir sehen, erhalten wir die Laplace-Transformierte der Ableitung einer Funk- 
tion, indem wir die Laplace-Transformierte der Funktion selbst mit p multiplizieren 
und von der so gewonnenen Funktion den an der Nullstelle angenommenen Wert 
der Funktion f(t) subtrahieren. Ist der im Zeitpunkt Null angenommene Wert der 
Funktion f(t) gleich Null, so ist das Ergebnis besonders einfach: Wir erhalten die 
Laplace-Transformierte der Ableitung, wenn wir die Laplace-Transformierte der 
Funktion mit p multiplizieren. Durch wiederholte Anwendung dieser Regel können 
wir die Transformierte einer Ableitung beliebiger Ordnung 


d ; 9 
7 = peR(p) — PO) — DO) OO) () 
söhalten: worin f’(0), f(0), ..., /"-V(O).die an der Nullstelle angenommenen Werte 


der nach der Zeit gebildeten. Ableitungen entsprechender Ordnung von der Funk- 
tion f(t) bedeuten. 
Ermitteln wir die Laplace-Transformierte der Funktion 


{ 
Du) = [Ne)dE, (10) 
J 


wenn wir die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) kennen. Es ist 
ZW) =F(p). (11) 


Durch Einsetzen in die ursprüngliche Definitionsgleichung erhalten wir 


LI) = F D(t) e-Pi dt. (12) 
= 
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‚Integrieren wir die rechte Seite partiell unter Einführung folgender Bezeichnungen: 


t 
u —= dit) = [f(&) d&; v — en, 
13) 
so wird 


“=fll; (=-—. 


Der Wert des Integrals beträgt also 
t 00 (ee) 
| e-pt Ä 1 
200 -|- [ nad] +— f fü) er» dt. (13) 
0 0 0 


Das erste Glied der rechten Seite verschwindet sowohl an der unteren als auch an 
der oberen Grenze, und somit gelangen wir zu nachstehender Beziehung: 


ti co 
| ya—t 4 fü) erdi= I Fip). (14) 
p p 
0 0 


Dies bedeutet also, daß wir die Laplace-Transformierte des Integrals einer beliebigen 
Funktion erhalten, wenn wir die .Laplace-Transformierte der Funktion durch 9 
teilen. Durch wiederholte Anwendung dieser Regel erhalten wir folgende Beziehung: 


it 8 Ze 
ı n-1 1 
0 0 0 pP 
Das n-malige Integrieren im Bereich der Veränderlichen t entspricht also einer 
Division durch p* im Bereich der Veränderlichen ». 


3.7. Anwendung der Laplace-Transformation 
bei einfachen Stromkreisen 


Mit Hilfe der Laplace-Transformation können im allgemeinen lineare Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten sehr leicht gelöst werden. Unterziehen wir 
beide Seiten der Differentialgleichung einer Laplace-Transformation, so erhalten wir 
für die Laplace-Transformierte der zu bestimmenden Funktion eine gewöhnliche 
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algebraische Gleichung. Dieses allgemeine Verfahren führen wir nun bei einigen 
speziellen Fällen an Hand konkreter Probleme der Elektrotechnik vor. 

Zwischen der an den Klemmen eines Kondensators meßbaren Spannung und der 
Stromstärke gilt in einem ganz allgemeinen Fall die Beziehung 


t 
= / ie) de, a) 
1} 


wenn üc(0) = 0, also der Kondensator im Zeitpunkt t = 0 ungeladen war. Multipli- 
zieren wir beide Seiten dieser Beziehung mit dem Ausdruck e-?‘ und integrieren wir 
ebenfalls beide Seiten von Null bis Unendlich, so wird 


t 


/ uclt) ed = = [ f i(&) dE | e?!dt. (2) 
0 0 


„ 
Dies bedeutet mit anderen Worten, daß wir die Laplace-Transformation auf beiden 
Gleichungsseiten anwenden. Entsprechend gilt also 


(3) 


Wir erhalten also die Laplace-Transformierte der Spannung, wenn wir die Laplace- 
Transformierte der Stromstärke mit dem Ausdruck 1/pC multiplizieren. Wenden 
wir nun die Laplace-Transformation auf die Beziehung zwischen dem an den beiden 
Enden einer Selbstinduktionsspule meßbaren Strom und der dort meßbaren Span- 
nung 

di 


u0=L- (4) 


an, so gelangen wir zu dem Ausdruck 


U,(p) = pLI(p). (5) 


Wir müssen aber bemerken, daß diese Beziehung nur dann gilt,. wenn der Wert 
der Stromstärke im Zeitpunkt Null gerade Null war. Es ist ohne weiteres klar, daß 
wir im Fall eines rein Ohmschen Widerstandes die Laplace-Transformierte der Strom- 
stärke dadurch erhalten, daß wir die Laplace-Transformierte der Spannung durch 
den Ohmschen Widerstand dividieren. Aus den Gleichungen (3) bzw. (5) ersehen wir, 
daß im Bereich der Veränderlichen p zwischen der Stromstärke und der Spannung 
‚dieselbe Beziehung gilt wie im Bereich der Veränderlichen t zwischen den Amplituden 
rein sinusförmiger. Ströme und Spannungen in komplexer Schreibweise. Somit 
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‘können wir also die Ausdrücke 1/pC bzw. pL auch Operatorimpedanzen nennen und 
mit ihnen im Bereich der Veränderlichen p ebenso rechnen wie mit den Impedanzen 
1/jwC bzw. jwoL. So gelten z. B. die Kirchhoffschen Gesetze auch für diese, wie wir 
aus der Laplace-Transformation der im Bereich der Veränderlichen t aufgestellten 
Kirchhoffschen Sätze schließen können. Entsprechend ist die Berechnungsart der in 
Reihe bzw. parallelgeschalteten Operatorimpedanzen mit den bei der Berechnung 
der Resultante gewöhnlicher Impedanzen angewandten Arten vollkommen identisch. 

Man muß jedoch dabei sehr vorsichtig verfahren: Die Einführung ünd das Rechnen 
mit den Operatorimpedanzen ist nur dann berechtigt, wenn im Zeitpunkt t = 0 
sowohl z;(0) als auch u.(0) gleich Null ist, wenn also in dem betrachteten Netz weder 
elektrische noch magnetische Energie vorhanden ist. In allen anderen Fällen müssen 
wir immer von den originalen Kirchhoffschen Gesetzen ausgehen. 

Bestimmen wir nun z.B. den zeitlichen Verlauf der Stromstärke im Fall des in 
Abb. 3.55 dargestellten Kreises, wenn wir an ihn im Zeitpunkt t = 0 eine Spannung: 
mit beliebigem zeitlichem Verlauf schalten. Die Differentialgleichung des Kreises 
lautet 


dl) _ 


ut). (6) 


Bilden wir die Laplace-Transformation von beiden Seiten dieser Gleichung, so ge- 
langen wir zu dem Ausdruck 


RI(p) + pLI(p) — Li(0) = U(p). (7) 


Die der unbekannten Stromstärke zugeordnete Funktion I(p) kann aus dieser Be- 
ziehung als aus einer gewöhnlichen algebraischen Gleichung bestimmt werden: 


Up) + Li) 


I(p) = PET (8) 
Ist (0) = 0, so wird 

_ _Up) 
Ip = FESTE (9) 


Dies kann auch sofort mit Hilfe der in Reihe geschalteten Operatorimpedanzen R 
und pL aufgeschrieben werden. 

Unsere Aufgabe besteht jetzt darin, jene Funktion :(f) zu finden, deren Laplace- 
Transformierte gerade die hier aufgestellte Funktion I(p) ist. | 
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Das Vorgehen beim Lösen eines Einschaltproblems in der Elektrotechnik ist also 
‚auf Grund unserer bisherigen Betrachtungen folgendes (Abb. 3.66): 


1. Wir schreiben die Differentialgleichung. des Stromkreises oder der Stromkreise 
in der gewohnten Weise und erhalten so eine Beziehung zwischen den Funktionen 
und den Ableitungen der Spannung und der Stromstärke im t-Bereich. 


2. Wir wenden die Laplace-Transformation auf beide Seiten der so gewonnenen 
Differentialgleichung oder Differentialgleichungen an. So erhalten wir eine gewöhn- 
liche algebraische Gleichung zwischen den Laplace-Transformierten der Strom- 
stärken und Spannungen, d.h., wir finden einfachere Beziehungen im p-Bereich. 


3. Aus der erhaltenen algebraischen Gleichung berechnen wir die Laplace-Trans- 
formierte der unbekannten Stromstärke bzw. Stromstärken. 


Abb. 3.66 Veranschaulichung der einzelnen 
Schritte der Lösung eines Problems mit Hilfe 
der Laplaceschen Transformation 


4. Dies ist der schwerste Schritt; die unbekannte Zeitfunktion oder die unbe- 
kannten Zeitfunktionen sind aus der Laplace-Transformierten des unbekannten 
Stromes oder aus den Laplace-Transformierten der unbekannten Ströme zu be- 
stimmen. 

Wir müssen also vom p-Bereich wieder in den t-Bereich zurückkehren, d.h., wir 
müssen die Operation 


Zt) = Fl) (10) 


umkehren: F(p) ist gegeben, gesucht wird f{t). Die Umkehrung der Laplace-Trans- 
formation wird wie folgt bezeichnet: 


fi) = ZF(p). (11) 


'In.unserem vorigen Beispiel sind wir bis zu diesem vierten Punkt gelangt. Als 
Ergebnis erhielten wir für die Laplace-Transformierte der unbekannten Stromstärke 
die Gl. (9). Die zugeordnete Zeitfunktion können wir mit unseren bisherigen Kennt- 
nissen schon bestimmen, zumindest in dem Fall, wenn wir an den Kreis eine kon- 
stante Spannung geschaltet haben. Die Laplace-Transformierte der konstanten 
Spannung lautet nämlich: | 


SU,1M)] = rn (12) 
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Die Laplace-Transformierte der gesuchten Stromstärke wird also 


Ip) = — (13) 


Da » jetzt kein Symbol, sondern eine reelle oder komplexe Zahl darstellt, kann 
dieser Ausdruck auch in folgender Form geschrieben werden: 


_ fi 1 


(14) 


Dies kann ganz einfach dadurch bewiesen werden, daß wir die Brüche gleichnamig 
machen. Wir wissen, daß nach der Beziehung 3.6.(3) der Funktion 1/p als Zeit- 
funktion gerade die Sprungspannung von der Höhe Eins zugeordnet ist, der Funk- 


R 
tion en entspricht aber nach Gleichung 3.6.(5) e 2", Somit gilt für unsere 
p+ RL | 


Lösung 
il) = - 1 | „ t>0. (15) 


Bei der Herleitung unseres Ergebnisses haben wir von der einfach beweisbaren Tat- 
sache, daß die Laplace-Transformation eine lineare Operation darstellt, die Laplace- 
Transformierte der Summe also gleich der Summe der Laplace-Transformierten der 
Glieder ist, sowie davon, daß die Laplace-Transformierte einer mit einer Konstanten 
multiplizierten Funktion gleich dem Produkt der Laplace-Transformierten der Funk- 
tion mit derselben Konstanten ist, Gebrauch gemacht. 

Bei den Schaltvorgängen verursacht die Bestimmung der richtigen Anfangswerte 
häufig Schwierigkeiten. In vielen Fällen sind nämlich die Werte im Moment vor dem 
Einschalten, d. h. im Zeitpunkt = —0, anders als im Moment nach dem Einschalten, 
d.h. im Zeitpunkt = +0. Die ersteren können Ausgangswerte, die letzteren An- 
fangswerte genannt werden. Diese letzteren sind als Anfangswerte in der Formel der 
Laplace-Transformation einzusetzen. Als Beispiel soll der einfache Fall eines Reihen- 
ROC-Kreises betrachtet werden. Vor dem Einschalten der konstanten Spannung U 
ist der Strom i(—0) = 0, nach dem Einschalten wird aber (+0) = U/R. 

Die Ausgangswerte sind meistens unmittelbar gegeben, dagegen müssen die An- 
fangswerte eventuell aus physikalischen Betrachtungen bestimmt werden. Eine 
bessere Methode besteht darin, daß wir eine solche Größe als zu bestimmende Größe 
wählen, deren Werte kontinuierlich durch den Zeitpunkt t= 0 hindurchgehen. 
Solche Größen sind die Spannungen der Kondensatoren und die Ströme der Induk- 
tivitäten. Sprunghafte Änderung‘ dieser Größen verlangt Generatoren unendlich 
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hoher Leistungen, die nicht realisierbar sind. Netzwerke mit überidealisierten An- 
nahmen bieten besondere Probleme, die nur vereinzelt gelöst werden können. 

Die Anfangswerte können mit Hilfe von Generatoren mit bestimmten Erregungs- 
größen berücksichtigt werden. Es gelten nämlich im Zeitgebiet: 


t 
= - 1 it ucl40); ul) = 12 
0 


und im p-Gebiet 


U.) = Fe ee — U,(p) = LpX(p) — Li(+0) 


t=0 t=0 £=0 


u.l0) 1/8) 


Abb. 3.67 Die Anfangswerte können durch bestimmte Generatoren ersetzt werden 


oder umgeordnet: 


uc(+0) 2 ES 


U a 
c(P) . Op 


Ip);  Uxtp) + Li(+0) = IpKip). 


Diese Gleichungen können auch so gedeutet werden, daß nach Abb. 8. 67 ein Span- 
nungsgenerator mit der Spannung &c(+0) 1(t) bzw. Li(+0) ö(t) mitwirkt. Die Laplace- 
Transformation ergibt nämlich in diesem Fall gerade die obige Gleichung. In Abb. 3.67 
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sieht man auch die Ersatzschaltung mit Stromgeneratoren. Wenn die Anfangswerte 
in dieser Weise mit Generatoren berücksichtigt sind, können wir im weiteren mit den 
Operatorimpedanzen rechnen. 


3.8. Die Umkehrung der Laplace-Transformation 
auf elementarem Wege 


Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, daß wir den Ausdruck der Transformierten 
der unbekannten Stromstärke oder Spannung verhältnismäßig leicht finden können. 
Es ist weitaus schwieriger, aus diesem Ausdruck die unbekannte Zeitfunktion zu be- 
stimmen. In einem späteren Kapitel werden wir eine ganz allgemeine Methode kennen- 
lernen. Diese allgemeine Methode benutzt aber Sätze der Funktionentheorie, die wir 
bisher noch nicht behandelt haben. Eine Vielzahl der Aufgaben in der Elektro- 
technik kann jedoch gelöst werden, ohne von diesen Sätzen, die höhere mathe- 
matische Vorkenntnisse erfordern, Gebrauch zu machen. 

Wir werden im folgenden die Laplace-Transformierte von möglichst vielen Funk- 
tionen ermitteln, indem wir /(t) in die Definitionsgleichung 3.6. (1) einsetzen. In den 
Gleichungen 3.6.(3) und 3.6.(5) stehen uns bereits zwei Laplace-Transformierte zur 
Verfügung. Mit deren Hilfe kann also in zahlreichen Fällen die ursprüngliche Zeit- 
funktion ohne weiteres angegeben werden, wie dies auch in dem einfachen Beispiel 
des vorigen Kapitels geschehen ist. In. diesem Kapitel bestimmen wir weitere. Be- 
ziehungen, mit deren Hilfe wir eine zusammengesetzte Funktion F(p) in einfache 
Funktionen zerlegen, deren Umkehrung wir kennen. Wir werden also inı allgemeinen 
folgende. Fragen beantworten: Wenn wir die einigen Laplace-Transformierten zu- 
geordneten Ausgangsfunktionen schon kennen, welche Ausgangsfunktionen können 
wir mit den verschiedenen Kombinationen dieser Transformierten, wie z. B. mit der 
Addition, Multiplikation, der linearen Transformation der Veränderlichen p usw., 
erhalten? 

Im vorangegangenen Kapitel haben wir die Regel bereits benutzt, und ein Ein- 
setzen in die Definitionsgleichung überzeugt uns unmittelbar davon, daß die Laplace- 
Transformation eine homogene lineare Operation ist, d. h., | 


Llchilt) + fell) +] = a Lt) + oLflt) + -- 
= caF,(p) + aFılp) + -- (1) 


3.8.1. Der Verschiebungssatz 


Die Laplace-Transformierte F(p) der Funktion ff{t) sei 


Fo) = [fer dt. (2) 
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Untersuchen wir jetzt die Laplace-Transformierte folgender Funktion: 
KU Din. (3) 


Das ist jene Funktion, die hinsichtlich ihrer Form mit der Funktion /(t) überein- 
stimmt, jedoch zeitlich um r verschoben ist (Abb. 3.68). Bilden wir die Laplace- 
Transformierte von dieser, so wird 


SU fen] = [Mi deridt. (4) 
u ME) N sa 


2 Pd 
_-Fit-t) It-t) 


Abb. 3.68 Zur Herleitung des Verschiebungssatzes 


Setzen wir die neue Veränderliche t — r = € ein, so gewinnen wir nachstehende Be- 
ziehung: 


ZI — 7) fe — HD] = [HE eTrerIde = er” [fle)erride. (8) 
0 0 


Hieraus ergibt sich die Endformel 
FU - Dfe- D]=er"Fip). (6) 


Umgekehrt bedeutet dies selbstverständlich, wenn wir die der Laplace-Transfor- 
mierten F(p) zugeordnete Funktion f(t) kennen, daß der Funktion e-PF(p)die Funk- 
tion 1(£ — r) fit — r) zugeordnet ist. | 

Wollen wir jetzt für die Funktion 


e-Atf(t) (7) 
die Laplace-Transformierte untersuchen, so finden wir 


Leo] = [eu ern as = | Hi) era = Fp + N. 8) 
0 


0 


Dies bedeutet, daß der Funktion F(p + A) die Ausgangsfunktion e!f(t) zugeordnet 
ist, wenn die zur Funktion F(p) gehörige Ausgangsfunktion f(t) lautet. 
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3.8.2. Der Ähnlichkeitssatz 


Führen wir nun bei der Funktion f(f) anstatt der Veränderlichen i die Veränder- 
liche i/r ein. Die Laplace-Transformierte der somit erhaltenen Funktion f{f/r) wird 


lee ee 


sein. Umgekehrt dagegen, wenn wir die Ausgangsfunktion f({) der Funktion F(p) 
1 

kennen, ist der Funktion F(pr) als Ausgangsfunktion — (-) zugeordnet. 
z \r 


3.8.3. Der Faltungssatz 


Nehmen wir an, daß wir die Laplace-Transformierten von zwei Funktionen f,(t) 
und fs(t) kennen: 


= [hoerd; Fxp) = [halt erdt. (10) 
0 0 


Es kann bewiesen werden — mit diesem Beweis wollen wir uns jedoch weder hier 
noch in einem späteren Kapitel befassen —, daß dem Produkt der Laplace-Trans- 
‚formierten der beiden Funktionen folgende Funktion als Ausgangsfunktion zu- 
geordnet ist: | 


t 
= [fım) kt ddzefeh. (1) 
0 
Es wg 
ZU] = Fir) = Fılp) Fı(p). (12) 


Diese Beziehung wird Faltungssatz genannt. Da der nach der Zeit gebildeten Ab- 
leitung die ah mit p entspricht, wird also 


d 
— f ht) hl — 2) dr | = PF1(p) Fuip). (13) 
0 


Von dieser Beziehung werden wir bei der einfachen Herleitung eines schon an- 
‚gewendeten Satzes, des Duhamelschen Satzes, Gebrauch machen. 
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3.8.4. Der Entwicklungssatz 


Bei der Lösung der einfachen Aufgaben der Elektrotechnik leistet der sogenannte 
Entwicklungssatz eine große Hilfe. Dieser Satz ermöglicht es, wenn die Laplace- 
‘ Transformierte der unbekannten Funktion die Form eines rationalen Bruches besitzt, 
-die ursprüngliche Zeitfunktion zu bestimmen. Wir wollen also folgende Gleichung 
nach der unbekannten Funktion /(t) auflösen: 


f G(p) 
[ ft) et di = I. (14) 
H 
. (p) 


Setzen wir voraus, daß hier @(p) und H(p) Polynome der Veränderlichen p sind und 
daß der Zähler von geringerem Grad ist als der Nenner. Wir setzen- ferner voraus, 
daß der Nenner nur einfache Wurzeln besitzt. Die Reihenfolge dieser Wurzeln sei 
P1> Pas +++; Pn- Die Tatsache, daß nur einfache Wurzeln vorhanden sind, kann auch 
wie folgt ausgedrückt werden: 


Hp)=0; Hp) +0. (15) 
Wie bekannt, können wir in einem solchen Fall den Bruch in Teilbrüche zerlegen: 

G C 0, n L C; 

GN USER U SBURS. ©. DE SUR a EN (16) 
AP) P-M PP P-Mm isp-Pi 


In diesem Ausdruck sind C,, O3, ..., CO, Konstanten, p,, Ps, ---, ?„ hingegen die Wurzel 
des Nenners. Die Konstanten 6, können bekanntlich en folgende Weise bestimmt 
werden. Multiplizieren wir die Beziehung (16) mit (p — p;),. dann gelangen wir zu 
dem Ausdruck 


n C 
Ge Depigegse 1m) 
H(p) ka p— Pr 


Untersuchen wir den Wert der rechten bzw. der linken Seite an der Stellep =p;. 
Sämtliche Glieder der rechten Seite werden Null, es bleibt allein der Koeffizient C;. 
Die linke Seite hingegen wird eine unbestimmte Form besitzen, weil an der Stelle 
p = p; sowohl der Zähler als auch der Nenner Null werden. Der Wert der linken 
Seite kann mit Hilfe der l’Hospitalschen Regel bestimmt werden: 


d 
— [pp — 2) @ 


im ee 18 
177 Ay Ep) — 
dp p=p 
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Die Gleichung (17) kann demnach als 


END (19) 
H’(p;) 
geschrieben werden. Wir wissen aber aus Gl. 3.6.(5), daß der Funktion C;/(p — P;) 
die Zeitfunktion Ce. zugeordnet ist: 
G; 

P-Pp 

Die gesuchte Funktion ft) wird also durch die Summe dieser Zeitfunktionen ge- 
geben: 


if O;ePite-Ppt dt — (20) 
0 


fu) — I BL ene, 21) 


Hp) 
Setzen wir jetzt voraus, daß die Laplace-Transformierte der unbekannten Funk- 
tion f(f) von der Form 


Fo) = (22) 


pN(p) 

ist. @(p) und N(p) bedeuten wiederum Polynome, und der Grad von @(p) kann 
höchstens so groß wie der Grad der Funktion N(p) sein. Außerdem setzen wir noch 
voraus, daß p = 0 keine Wurzel der Funktion N(p) darstellt. Wir lösen jetzt eigent- 
lich die vorherige Aufgabe für den Fall, daß p = 0 eine einfache Wurzel des dort auf- 
iretenden Polynoms H(p) ist. Auf diese Weise kann also p aus.dem Polynom aus- 
geklammert werden, und das restliche Polynom besitzt keine Wurzel mit dem Wert 
Null mehr, da wir vorher angenommen haben, daß alle Wurzeln einfach sind: Setzen 
wir dies entsprechend in Gl. (21) ein, so erhalten wir für die unbekannte Funktion /(t) 
folgende Lösung: 


= _ 


=] 
dp [?X(p)]|,=-». 


epit, (23) 


Dabei ist die Summation über sämtliche Wurzeln des Polynoms 
Hip) =pN(p) 


einschließlich der Wurzel Null durchzuführen. Der Nenner der rechten Seite von 
Gl. (23) kann auch wie untenstehend geschrieben werden: 


d 
I [PN (P))»=», — N(»;) zu p;N'(P}). (24) 
dp 
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Das erste Glied der rechten Seite dieses Ausdruckes wird überall mit Ausnahme der 
Stelle p = 0 gleich Null sein. Das zweite Glied nimmt ausschließlich an der Stelle. 
p =0 den Wert Null an. Nennen wir die Wurzel p = 0 die erste Wurzel, so kann 
G1. (23) auch in folgender Form ‚geschrieben werden, wenn wir den der ersten Wurzel 
zugeordneten Ausdruck aus der Summation ausklammern:. | 


| Sr = ji) G(0) E n G(p;) ePil, 


pN(p) 20) 7, nNWp)) 


Die Summation erstreckt sich hierbei von der zweiten Wurzel des Ausdruckes pN(p) 
bis auf seine n-te Wurzel. Dies bedeutet, daß die Summation über sämtliche 
Wurzeln der Funktion N(p) vorzunehmen ist. 


(25) 


3.8.5. Der Entwicklungssatz für mehrfache Wurzeln 


Der Zähler besitze auch weiterhin einen geringeren Grad als der Nenner; der. Nenner 
. besitze jedoch mehrfache Wurzeln: 


Hp) = (pP — P)" (pP — Pa)" (pP — mn)". (26) 


Der Bruch kann in diesem Fall in folgender Form geschrieben werden: 


2m) — Our. en tn ge Cm, BR Oz 
Hp) (e-m (P-Pp) (pP — m)" (P— m) 
| (27) 
_ Im m _ pp __lü 
i (pP — Da)” PM". e ap-pm 


Um die unbekannten Konstanten C‘;, zu bestimmen, multiplizieren wir die Glei- 
chung mit (p — p;)”:. Untersuchen wir die damit gewonnene Beziehung an der Stelle 
p = P;, 50 ergibt sich C;„,, da der Multiplikator (p — p;) = 0 in allen übrigen Glie- 
dern der rechten Seite auftritt. Damit wird 


mr 


a. _ PZP)"6GP) 
2 Hip) 


H(p) 


Multiplizieren wir jetzt Gl. (27) mit (p — 9;)”: und differenzieren die rechte wie 
auch die linke Seite der Gleichung j-mal,; dann werden bei p = p; alle Glieder der 
rechten Seite außer j! C;,n,-; Null. Es ergibt sich also für O;,n.-; 


(28) 


DP=P: 


1 d — 9, 

u (p = BEP) (29) 
j! dp! H(p) p=2, 

Jetzt braucht nur noch die Rücktransformation des Ausdruckes er VOr- 


— 9:)Mi 
genommen zu werden. pP— Pi) 
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Wie wir wissen, ist nach Gl. 3.6. (15) 
it —— R 1 gr-1 
Po m— N! 
. Gemäß Gl. (8) gilt 
- ud 25 LER 1 ePil, (30) 
pP-p" n—D! | 
Somit wird also 
CH __0y 
PP G- Di 
Die Summation dieser Ausdrücke ergibt die Ausgangsfunktion des Ausdruckes 


G(p)/H(p). 


Tabelle 3.2 faßt die wichtigsten Eigenschaften der Laplace-Transformation ZU- 
sammen. Die Zusammenhänge in den Reihen 10 und 11 


lim /(t) = lim pF(p), 


— 


il epit, (31) 


t>0 P>% (32) 
3m SE — lim pF(p) 
pP>0 


heißen Anfangswert-Theorenie. Der strenge Beweis ist kompliziert, aber sie können 
folgendermaßen plausibel gemacht werden. Wir gehen von der Gleichung 


[ro er dt = pF(p) — 0) (33) 
0 


aus. Wenn » in der Weise gegen Unendlich geht, daß auch der Realteil unendlich 
wird, wird die linke Seite bei den praktisch vorkommenden Funktionen Null, es 
wird also 


0 = lim [pF(p) — /0)], 
p>o 


und unter Berücksichtigung der Gleichung f(0) = u fit) gelangen wir zur Gl. (32). 


Die zweite Gleichung kann in ähnlicher Weise Hlauaibel gemacht werden: 


lim [Fo t) er? dt = lim [pF( ») — f0)],; 
pP>06 p>0. 


z (34) 
lim [ fü ertdi= f P(ydt—lim j fd = lim [f(t) — K0)]. 


?>00 I>o0 y I>% 
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elle 3.2 Zusammenstellung der wichtigsten Ober- und Un 


It) F(p) = [ errtf(t) dt 
0) 
fl) Er Cofelt). c,F,(p) +6, F;(p) 
ft) p"F(p) — p"-1/(0) 
| | ._ p"-2f’(0) u =D (0) 
t F; En-2 | F(p) 
Jar far [HE )dn- _— 
0 0 0 1 p 
1 —ı) fit — 7) e-PF(p) 
eritft) Fip +2) 
| .) tF(tp) 
Ad | 
ht) Ra) = [ hile) Fall — ı) dr F,(p) Fy(p) 
0 
| = pi) epit Hp) 
isı Hi) H(p) 
ö f) 
2a fit, a) 2a Fi, a) 
lim f(t) = lim pF(p) 
t>090 ?r>0 
lim f(t) = lim pF(p) 
{>0 P>%0 = 
1) = 
| 2 
öl) 1 
t 3 
p° 
? I& +1) 
pe+i 
en 4 
Yrt r 
Zu 
a BR. 
Yr 


lle 3.2 (Fortsetzung) 


[eo] 
ft) F(p) = | ertfi)di 
0 
et.t 1 
p+& 
tseßt Te+D 
| (P — Bett 
in-1 a, 1 
(n — 1)! (p + a)" 
era eat 1 
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Mit Hilfe dieser Theoreme können /(0) bzw. f(oo) ohne die tatsächliche Ausführung 
der inversen Laplace-Transformation — also nur bei Kenntnis von F(p) — bestimmt 
werden. 


Wir führen jetzt einige Beispiele für die Anwendung der Laplace-Transformation an. 


1. Beispiel: Es sei die Erregungsfunktion ft) für die Werte £ > 0 periodisch mit der Periode 
T, d.h., f(t) wird durch die Verschiebung einer Funktion /r(t) um T, 2T..., nT ... gebildet, 
welche nur im Intervall 0... T einen von Null verschiedenen Wert hat. Wenn F7(p) die 
Laplace-Transformierte der Funktion fp(t) ist, erhalten wir nach dem Verschiebungssatz 


SH) = Fi) = Frlp) + Falp) PT + Foto) em? +4. + Palp)eot 4. ED. 
(85) 

‚Es wird z. B. für eine Sägezahnkurve 

fr) = U) - MEN. _ (36) 


Die Laplace-Transformierte von 1(t) 2/7 kann aus der Tabelle entnommen werden; sie lautet 


Das zweite Glied ergibt nach der Definitionsgleichung 


(ee) 


X, 
Ei De I un DE ern 
T T ? |r Tp 

T T 


Abb. 3.69 Stromkreis für das Beispiel 2 


‚Es wird also 


1-erT(1+pT) 


Fr(p) = PT, (37) 
und so wird 
F(p) = 1-er’(i+9pT) (38) 


Tp:(1 — e-PT) 


2. Beispiel: Wir schalten einen Kondensator parallel zu einem Widerstand und legen an die 
Klemmen im Zeitpunkt t = 0 eine Gleichspannung U, (Abb. 3.69). Es ist die Stromstärke i(t) 
zu bestimmen. | 

Im Augenblick des Einschaltens ist die Spannung des Kondensators Null, und im Kreis is; 
nirgends ein Strom vorhanden. 


3.8. Umkehrung der Laplace-Transformation auf elementarem Wege 493 


‚Da im Sinn der Anfangsbedingungen der Stromkreis im Augenblick des Einschaltens energie- 
frei ist, brauchen wir die Differentialgleichung nicht hinzuschreiben, sondern können mit den 
Impedanzen rechnen. Die Impedanz des Stromkreises beträgt 


Zip) = — = —- ——. (89) 


Der Strom im Bereich von p beträgt 


2.20) 
IO=- 7, (40) 


Die Laplace-Transformierte der konstanten Spannung wird 


Un) = LU, - 2. (41) 


Damit ist die Laplace-Transformierte des Stromes 


/ 1 | 
Ip) -—:0(r + 6) CU, ( en <); (42) 
p RC p | 
wobei 
" 
= — 
RC 


Wir können den Ausdruck für den Strom gliedweise rücktransformieren. Es wird also 


Lı1=ölt); 24 7 = a. (43) 


Für die Stromstärke gewinnen wir so die folgende Zeitfunktion: 
Ä | 
it) = CU,[ö) + o]= U, [° öl) + =) (44) 


Unser Resultat ergibt also, daß wir im Augenblick t = 0 einen unendlich großen Strom- 
impuls erhalten; für die Werte t > 0 gilt i= U,/R. Wollen wir im Augenblick des Einschal- 
tens den Strom nicht untersuchen, so kann dieses Resultat als befriedigend angesehen werden. 

Wird aber z. B. gerade die Größe des Stromimpulses gesucht, so ist dieses Resultat offen- 
sichtlich sinnlos. Es können nämlich unendlich schnelle Stromänderungen deshalb nicht auf- 
treten, weil diese an der stets bestehenden Induktivität eine unendlich große Spannung er- 
zeugen würden. Der Widerspruch unseres Resultates ist eben darauf zurückzuführen, daß wir 
die Induktivität außer acht ließen. Wir haben unser Schaltschema deshalb gerade so gestaltet, 
daß wir eine Induktivität mit unserer Parallelschaltung in Reihe legen, welche die Induk- 
tivität der Zuleitungen repräsentieren soll. 
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Ermitteln wir jetzt also den zeitlichen Verlauf des Stromes, welcher in dem in Abb. 3.69 b 
dargestellten Stromkreis fließt, wenn wir an ihn eine konstante Spannung schalten. Der Ein- 
fachheit halber führen wir unsere Berechnung auch hier mit den Operatorimpedanzen durch 
und schreiben die für die Zeitfunktionen gültigen Differentialgleichungen nicht hin. Die Im- 
pedanz zwischen den Punkten A und B beträgt 


ERR. EIRGENEBCER. EEEB 
1 g2CR+1' 
77 


1 
AB C ( ) 


Damit ist die Selbstinduktionsspule, die eine Operatorimpedanz vom Betrag pL besitzt, in 
Reihe geschaltet. Somit wird der Gesamtwiderstand 


R P®LCR+pL-+R 
Z=pL + — = 46 
PuF OR Li POR +1 (46) 
Mithin ergibt sich die Laplace-Transformierte der gesuchten Stromstärke zu 
| 3 

Toy 0) 2%. Berl. 2.0 "ro (47) 

Z(p) p PLOR+pL+R L 21 2 1 

Ze EURO Do 


Wir haben jetzt die Ausgangsfunktion dieser Funktion nach der im vorigen Kapitel festgelegten 
Methode zu bestimmen. Dies ist mit Hilfe des Entwicklungssatzes möglich. Um diesen an- 
wenden zu können, müssen wir die Wurzeln des Nenners kennen. Der Nenner kann wie folgt 
geschrieben werden: 


1 1 
& — — — — . 
p° + P Io + 177 (—-m)(P —- P); (48) 


p, und p, sind die Wurzeln der Gleichung 


1 1 
2 ee Ze 
pp RC r 17% 
Es gilt also 
1 A\_ 4 | 
= -—— — -— = —o+ß. 49 
Pa Tono V (ara) Ta e 
Die Laplace-Transformierte der Stromstärke wird dadurch zu 
ger. DM 0. (50) 


Lpp-p)(p—-P) 


Nach dem Entwicklungssatz ist 


ia) = a eo 5 ana], (51) 
L |\N(0) ;<ıP;N’(p;) 
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In unserem Falle gilt 


“p)=Pp+ 26; EUER One, (52) 
Np))=(e-P)P-—P.)- 
Aus diesen letzteren Beziehungen folgt sofort, daß 
1 

G(0) =20; N() = =0a?—- P= —. 53 

(0) x (0) =P9p=% ß 17) (53) 
Wenn wir den Ausdruck N’(»;) berechnen, finden wir 
Np)=[lP-P) + (pP — Pll=m = Pı — Pa = 2P (54) 
und 
NB)=mM-P= —2P. 
Setzen wir diese Beziehungen wieder ein, so wird 
;_ I [2& — Ather aß man 

L (-a + P)2B (—a — PB) 2B 
16 
= = k — eat [oosh ßt N or. sinh als (55 


Dieser Ausdruck kann in dem Fall gut angewandt werden, wenn a? > 1/LC, d.h. P? >0, 
weil dann sämtliche vorkommenden Größen reell sind. Ist dagegen a? < 1/LC, so wird ß 
imaginär. Führen wir dann die Bezeichnung ß = jw ein, wobei also 


so erhalten wir nachstehende Beziehung: 


2 _ ,n2 
i(t) = Y 1— ee lcoswt + = — sin ot\|. (56) 
R 280 | 


Stellt Z die Induktivität der Zuleitungen dar, so wird vL<ER. Deshalb müssen wir von 
der zweiten Lösung Gebrauch machen. Dabei vernachlässigen wir & gegenüber 1/YLC 


<(t) a 1 — erat [coswt — ea sin ot] |, 
R wL 


1 


I —. 


YIc 


(57) 
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3. Beispiel: Mit Hilfe der Laplaceschen Transformation läßt sich die Begründung der kom- 
plexen Behandlungsweise harmonisch erregter Netzwerke leicht angeben. Wir. bringen sie hier 
nur für einen passiven Zweipol. Es sei also 


BUrDE 
Z(p) 


Da uf) = U, cos (ot + 9) = Re U, eir eiot = Re U, eiet = 1/2[U, elot 4 U%,e-iet] ist, 
wird die Taplacs: Transformation 


Ip) = 


%* 
elemente, (58) 
. 2 p-jo 2p+io 


. Es sei weiter Z(p) = H (p)/(p); dann wird die Antwortfunktion im p-Gebiet für das erste 
Glied: 


Us... 1...,4 G(p) 


1 RE SEMSRIEOBEBER...\ ©  EGENBENERERERERN, 
2 Pp-joZp) 2. ”"P-jo)(p — pP)" (P — m) 


p; sind die — als einfach angenommenen — Wurzeln. ‚von H(p) und 9, = jo. ) Wird diese 
Antwortfunktion in Teilbrüche zerlegt, so ergibt sich‘ 


Sr]. 
2 ?P-eo P-P D — Pr 


Nach (23) erhalten wir für die zu diesem ersten Glied gehörende Zeitfunktion 


1 n G(p)) VE BE. G(p)) s 
es ee epi 
2 "0 - Ip — jo) Hlp)lp=io 2 ;=o[(p ee) vel 
dp \.p7=mM 
1, Go) u 
= — U I ejwt U m nr 2 Dit, 
2 Ai)“ en "2 ie) HB) 


Alle Glieder hinter dem Summationszeichen ergeben abklingende Schwingungen. Im ein- 
geschwungenen Zustand bleibt also nur das erste Glied. 
Die Antwortfunktion für das zweite Glied der Gleichung (58) ergibt sich entsprechend — 


eingeschwungenen Zustand — zu 


„ K-jo) jo) 


Paz e-iot, 
; “H (— jo) 


Wir erhalten also für die Stromstärke im t-Gebiet 


1 Um ojat 1 Ur en 1 317 ejwt | (2 =] wi 


1a m elat, 
Z(eo) Ze) / J Z(j®) 


i{) = 22 
(jo) 2 Z(-jo) 


Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen. 
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4. Beispiel: Untersuchen wir jetzt die einfachsten Differenzier- und Integrierschaltungen. 
Wir suchen also solche Vierpole, deren Ausgangsspannung den Differentialquotienten. oder das 
‚Integral der Eingangsspannung darstellt. Es muß also eine der folgenden Gleichungen gelten: 


Up) = ApU,lp), 
Up) - SL. 
p 


A bedeutet hier eine beliebige Konstante. 


1; 


Abb. 3.70 Die einfachste Differenzierschaltung 


Für die Schaltung in Abb. 3.70 gelten die folgenden Beziehungen: 


R OR 
Up) = —— 


Yo) = 1/pC + R :1+0CRp 


U).. 


Wenn jetzt noch die Relationen 


>R bzw 1>|RpC| 


2 
gelten, so wird: 


Up) r RCpV,(p), 


1 
u Abb. 3.71 Die einfachste Integrierschaltung 


was in den t-Bereich transformiert lautet: 


ul) » RO. (59) 


Für die Schaltung in Abb. 3.71 wird 


1/pC . 


Up) = R + 1m0 Up) = Up). 


1 
RCp +1 


3 3 Simonyi 
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Wenn noch 


R> bzw. |RCp|>1 


I 
Cp 


angenommen werden kann, erhalten wir 


1 1 
es U . 
U.(p) RC p ı(?) 


Wieder in den t-Bereich transformiert, wird daraus 
t 


f u,(t) di. (60) 


ut) = = 


Mit Hilfe der Anfangswert-Theoreme (32) können wir den Einfluß der Näherungen im 9-Ge- 
biet auf die Funktionen im t-Gebiet beurteilen: (59) gilt für t > RC, (60) dagegen fürt< RC. 
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In Kapitel 3.5. haben wir das Fourier-Integral kennengelernt. Wir haben gesehen, .daß der 
nichtperiodischen Funktion f(t) das kontinuierliche Spektrum 


+00 
F(jo) = [ fit) eriet dt (1) 


zugeordnet ist. Mit seiner Hilfe kann ft) in folgender Form dargestellt werden: 
+00 
10 = 5, | Fo) est do. () 
- 0 


Wir können also die Fourier-Transformierte der Funktion bzw. deren Umkehrung bilden: 


Fijo) = Fftt), | 


(3) 
it) = F"F(jo). 
Die Bildung dieser Transformation ist möglich, wenn die Funktion f(t) absolut integriert 

werden kann, d.h. also, wenn das Integral 


+5 
Sıroi di (4) 


>] 


einen endlichen Wert besitzt. Diese Bedingung schränkt die Anwendungsmöglichkeiten sehr 
‘ein. 

Zur Laplace-Transformation gelangen wir über eine Verallgemeinerung der Fourier-Trans- 
formation. .Wir multiplizieren nämlich die Funktion fft) mit einem Glied, das im positiven 
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Unendlichen schnell genug verschwindet, damit unser so gebildetes Produkt absolut integrier- 
bar ist, z. B. mit e-<{, wobei c eine positive reelle Zahl darstellt. Damit können wir natürlich 
im negativen Unendlichen in Schwierigkeiten geraten. Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, 
nehmen wir im Bereich t < 0 die Funktion f(t) zu Nullan und brauchen dann nur die Existenz 
des Integrals 


o % 
1 Ne) et dt (5) 
zu fordern. c, sei jene Zahl, bei welcher für c > 0, obiges Integral schon existiert. Wir können 
also die Fourier-Transformation der Funktion f(t) et bilden: 
x 
F(c + jv) = J ft) eterietdt, wenn c>o,, (6a) 
0 
+9 
Wed = } F(c + jv) detdvo, wenn t=0. (6b) 
7 | 
u) 


Auf diese Weise können wir für solche Funktionen, wie z. B. den Einheitssprung, für den die 
Transformation wegen der Divergenz des Integrals nicht direkt angewendet werden kann, die 
‚Fourier-Transformierte ermitteln: Wenn wir im Spektrum F(c + jo) den Grenzübergang 
c — 0 bilden (was nicht immer möglich ist), so erhalten wir das Spektrum der Funktion fft). 
Die einfache Umformung obiger Gleichungen führt uns bereits zu der Laplace-Transfor- 
mation und zu deren Umkehrung. Gleichung (6a) kann auch wie folgt geschrieben. werden: 


Fle + j0) = | Hi) eHiorat. m 
‚tos“ 


Multiplizieren wir beide Seiten von Gl. (6b) mit e’‘, so wird 


+% 
0 = 3, | Pie + jo) etetiordo. (8) 


- © 
Bei Einführung der neuen Veränderlichen c + jo gilt dann 


c+j® 
i) = — j c + ja) ec+ialt dl + jo). 9) 


De 


Führen wir dagegen die Beziehung c + j» =» ein, so erhalten wir 


00 Ä 
Fip)= [ft)erd, Rep>o, (108) 
0 
c+joo 
0-5; | Fo eridp, 120. (10b) 
c—- jo 


32* 
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Der Integrationsweg ist in letzterer Gleichung eine zur imaginären Achse parallele beliebige 
Gerade, für welche c > o,„. Dieser Satz ist als Fourier-Mellinscher Satz bekannt. 

Man kann hieraus folgern, wenn wir die Funktion F(p) nach Gl. (10a) bestimmen, d.h. die 
Laplace-Transformierte der Funktion bilden, daß diese Funktion selbst mit Hilfe der Laplace- 
Transformierten durch Gl. (10b) gegeben ist. Dieser Ausdruck muß auch bei negativen t-Werten 
den Funktionswert, d. h. Null, liefern. Hieraus kann man schon feststellen, wie der Integrations- 
weg zu wählen ist. Bisher war nur davon die Rede, daß als Integrationsweg eine zur imagi- 
nären Achse parallele Gerade zu wählen ist. Wegen dieser letzteren Forderung muß dieser 


— 


Abb. 3.72 Wahl der Inte- 
grationsstrecke bei der 
Bestimmung der Funktion 


Abb. 3.73 Bestimmung der 
Funktion fit) = Z"!F(p) 
mit Hilfe des Residuensatzes 


Abb. 3.73 


Abb. 3.72 


Integrationsweg aber auch so gewählt werden, daß die Funktion F(p) rechts von dieser Ge- 
raden keinen singulären Punkt besitzt. Besitzt nämlich die Funktion F(p) rechts von dieser 
Geraden tatsächlich keinen singulären Punkt, so besitzt auch die Funktion F{(p) ep! keinen, 
weil die Funktion e?! nirgends einen singulären Punkt besitzt. So wird also, wenn wir (gemäß 
Abb. 3.72) die Gerade mit einem vom Nullpunkt nach rechts fallenden Halbkreis abschließen, 
der Grenzwert des darüber erstreckten Integrals im Sinne des Jordanschen Satzes Null sein 
(s. Kap. 3.11.). Dagegen wird im Sinne des Satzes von CAucHy das über die gesamte geschlos- 
sene Kurve erstreckte Integral gleich Null, da die Funktion F(p) et rechts keinen singulären 
Punkt besitzt. Damit wird f(t) bei negativen t-Werten tatsächlich gleich Null. 

Im allgemeinen Fall erhalten wir die Umkehrung der Laplace-Transformation, also die 
Ausgangsfunktion f{t), mittels einer Integration auf die in Gl. (10b) angegebene Weise. Dieses 
Linienintegral kann man sehr häufig (jedoch nicht immer) mit Hilfe des Residuensatzes be- 
stimmen. Angenommen, die Funktion F(p) besitzt nur Pole erster Ordnung. Diese singulären 
Punkte mögen sich links von dem nach Abb. 3.73 gewählten Integrationsweg befinden. Er- 
gänzen wir das über eine der imaginären Achse parallele Gerade erstreckte Linienintegral 
‘unserer Abbildung entsprechend mit einem links vom Anfangspunkt liegenden Halbkreis und 
vergrößern wir den Halbmesser dieses Halbkreises über alle Grenzen, so wird das über die ge- 
schlossene Kurve ABCDEA erstreckte Linienintegral dem Grenzwert des über die Strecke AB 
erstreckten Linienintegrals gleich, da das über die Strecke CDE erstreckte Linienintegral nach 
dem Jordanschen Satz Null sein wird. Die über die Strecken BC und AE erstreckten Integrale 
werden gleichfalls Null sein, weil die Funktion F(p») bei zunehmenden |p!-\erten gegen Null 
strebt. (Diese Bedingung wird ausdrücklich angenommen.) Die Länge dieser Integrationswege 
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bleibt endlich. Gleichzeitig bleibt auch die Funktion ep! endlich. Auf diese Weise stimmt also 
der Grenzwert des über die geschlossene Kurve ABÜ.DEA erstreckten Integrals mit dem Wert 
des gesuchten Ausdruckes 


c+joo 
f Fi) ert dp (11) 


c- jo 


überein. Andererseits ist nach dem Residuensatz (siehe Kap. 3.11.) das über die geschlossene 
Kurve erstreckte Integral gleich der Summe der Residuen von jenen singulären Punkten, die 
innerhalb dieser geschlossenen Kurve liegen. Es gilt also 


c+j% 
ft) = — = F(p) ert dt = 5 al (12) 
i=1 
a 


Speziell in dem Fall, in dem die Funktion F(p) in der Form 


za), 
or (13) 


geschrieben werden kann, wobei H(p) die einfachen Wurzeln 9,, P3 ---, Pj, ... besitzt, werden 
sich die Werte der einzelnen Residuen nach Gl. 3.11.(22) wie folgt gestalten: 


a _ HB) 
Be Hp) | w- 


Das Residuum der Funktion F(p) et wird zu 


le en ent, (15) 


Somit lautet also die gesuchte Funktion fft): 


oo . 
jo) = 2 TEL ent, (16) 
i=ı H'(pi) 
Wir können diese Beziehung, auch wenn der Punkt p, = 0 ebenfalls eine Nullstelle des Nenners 
ist, folgendermaßen schreiben: 


IN) er +2 ——i_ ent, 17 


Damit erhielten wir a den Heavisideschen Entwicklungssatz. 

Der Fourier-Mellinsche Satz besagt mehr als der Entwicklungssatz. Er kann auch dann 
Verwendung finden, wenn letzterer nicht benutzt werden kann; so z. B. bei der Umkehrung 
von mehrwertigen Funktionen. Die Auswertung des Linienintegrals in der komplexen Zahlen- 
ebene ist im allgemeinen, selbst bei verhältnismäßig einfachen Fällen, eine sehr schwere und 
komplizierte Aufgabe. Bei praktischen Aufgaben braucht man heute diese Integration nur 
selten durchzuführen, weil ausgearbeitete und zusammenfassende Tabellen zur Verfügung 
stehen. Die am häufigsten auftretenden Funktionen und die diesen zugeordneten Laplace- 
Transformierten können der Tabelle 3.2. entnommen werden. 
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Ein Teil von ihnen wurde durch die Beziehung 
oo 
F(p) = [ fit) e*rt dt, 
0 


durch welche die Laplace-Transformation definiert wird, bestimmt, wobei die Funktion f{f) 
als Ausgangspunkt gewählt wurde. Ein anderer Teil wurde hingegen durch Anwendung des 
Satzes 

c+jo 


fi) = —- 1 Fip) er dt 
2r) 
c—jx 


gefunden, wobei von der Funktion F(p) ausgegangen wurde. 


3.10. Die wechselseitigen Beziehungen 
zwischen den charakteristischen Funktionen 
eines linearen Netzwerkes 


Zur Charakterisierung eines linearen Netzwerkes benutzten wir die folgenden Funk- 
tionen: ; 
Die Gewichtsfunktion k(t) ist die Antwortfunktion der Erregungsfunktion öft). 
Die Übergangsfunktion y(t) ist die Antwortfunktion der Erregungsfunktion 1(t)._ 
Zwischen diesen beiden Funktionen besteht der Zusammenhang At) = dy/dt. Mit 
ihrer Hilfe kann die Antwort einer beliebigen Erregungsfunktion u(t) ausgedrückt 
werden: 


t 

Ü) = al yet — T)dr, (1) 
0 

oder in anderer Form: 


l 
i() = ut) YO) + Jule) Ke— r) dr. (2) 
0 


Die Transferfunktion A(») ist die Laplace-Transformierte der Gewichtsfunktion k({t). 
H(jo) ist die Fourier-Transformierte von h(f). Bezeichnet F(p) bzw. F(jw) die 
Laplace- bzw. Fourier-Transformierte einer Erregungsfunktion, dann ist im allgemei- 
nen die Laplace- bzw. Fourier-Transformation der Antwortfunktion dieser Erregungs- 
funktion: 


G(p) = Hip) Fip), (3) 
G(jo) = H(jo) F(jo). 
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Wenn ftt) = ö(t) ist, dann wird 
F(p) = Fijo) =1, 


und daraus folgt 


G(o)= A(jo). 


Wenn flt) = 1(t) ist, dann wird 


1 
G(p) = Hip) —. .(9) 
p 
Da jetzt 
Zyt) = Y(p); (6) 
wird. 
Hop)=pY(p). (7) 
Es wird also endgültig 
Gp)=PpYlp) Fip). (8) 


Die inverse Transformation der Gleichungen (8) und (3) führt durch Anwendung 
des Faltungssatzes beim Anfangswert Null zu: 


a: 

d 

= {, [ fr) ye — n)dr ) 
0 

bzw. 

t ö 
ae) = [Mh — ddr. (10) 

) 
In der nachstehenden Tabelle fassen wir die wechselseitigen Relationen zusammen: 
Erregungsfunktion öt) 1(t) ejut 
Antwortfunktion im t-Gebiet kit) = Er y(t) H (jo) e!e! 

H(p) H(jo) 


Antwortfunktion im p-Gebiet H(p) 
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Zum Schluß untersuchen wir noch den Zusammenhang zwischen H(p) und 4 (jo) 
oder .allgemeiner zwischen der Laplace-Transformierten und der Fourier-Transfor- 
mierten einer Funktion. Da 


F(jo) = [ro e-iat di (ii) 
0 


ist, wird diese Gleichung in solchen Fällen, wo das Konvergenzgebiet der Funktion 
F(p) die jw-Achse enthält, einen speziellen Fall der Gleichung 


rip) = | Werd 12) 
0 


darstellen. In diesem Fall wird also 


Fijo) = Fip)yoje- (13) 


Dies bedeutet, daß man die Fourier-Transformierte aus der Laplace-Transformierten 
durch Einsetzen von p = jw erhält. 

Wenn die jw-Achse außerhalb des Konvergenzbereiches liegt, wird das Integral (11) 
divergent, d. h., es gibt keine Fourier-Transformierte. 

Wenn der Konvergenzbereich durch die jw-Achse begrenzt wird, auf der Achse 
aber Pole existieren, wird der Zusammenhang zwischen F(p) und F(jw) ein wenig 
komplizierter. Es sei z. B. | 


1 
Fp)= —, (14) 
pP —- Jo 


Dann wird, wie wir schon wissen, 
ft) = £"F(p) = it) et. (15) 
Wir kennen auch die Fourier-Transformierte 


1 
F tt) et = nölm — wo) + ——. .(16) 
I@ — wo) 
In diesen: speziellen Fall wird also 
Fijo) = rölo — on) + Flp)peja: (17) 


Nehmen wir jetzt den allgemeineren Fall 


Fp) = Pip) HI — a, (18) 


m=1 p —z Om 
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wo die Funktion F,(p) weder in der rechten ‘Halbebene noch auf der jw-Achse 
Singularitäten besitzt. Die zu dieser Funktion gehörende Fourier-Transformierte 
wird also 


Flo) = FolP)a=ju' 


Auf diese Weise wird: 
" A, n 
F(jo) = Fo(P)p=jo 2 ne BE Fr2 Am6(@ =; Om) 
SE m=1 pP — JOm |p=jw m=1 
n 
— F(P),=iw 7 u amd — Om). (19) 
m=1 
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Es sei eine beliebige geschlossene Kurve g in der 2-Ebene gegeben; weiter nehmen wir an, 
daß die Funktion f(z) in dem von g begrenzten Gebiet und auf der Grenzlinie.g selbst regulär 
ist. Dann gilt der Hauptsatz der Theorie der komplexen Funktionen, der Cauchysche Satz: 


ae 
g 


Abb. 3.74 Der Wert eines Integrals über eine 
geschlossene Kurve, die einen singulären Punkt 
umgibt, hängt nicht von der Form der Kurve 
ab, solange diese keinen weiteren singulären 
Punkt umgibt 


Aus diesem Satz folgt sofort, daß der Wert des Linienintegrals 


f f&) dz 


für alle Linien, die durch solche stetigen Deformationen ineinander übergeführt werden können, 
bei welchen keine Singularitätsstelle überstrichen wird, der gleiche bleibt. 

Nehmen wir jetzt an, die Funktion f(z) sei im Punkt z = z, (Abb. 3.74) nicht differenzier- 
bar, z, sei also ein singulärer Punkt der Funktion. Wie man leicht sieht, hängt das Integral 
über die diesen Punkt umgebende Kurve — obgleich es im allgemeinen nicht Null ergibt — 
nicht von deren Form ab, sofern sie keinen weiteren singulären Punkt umschließt. Nun zer- 
schneiden wir z. B. die in der Abbildung dargestellten beiden geschlossenen Kurven derart, 
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daß wir eine geschlossene Kurve erhalten, innerhalb der die Funktion f(z) überall regulär ist. 
Der Satz von CaucaHy kann also angewendet werden, und es wird 


sid= Arad+ ad+Yie)d+ [e)d=0. (1) 
9ı AB ‘ga BA 


Die Integrale über AB bzw. BA sind vom gleichen Betrag, haben aber entgegengesetztes 
Vorzeichen; sie ergeben zusammen also Null. Es verbleibt 


$ fe) = — $ f@) de = $ f@) dz. (2) 


Dies besagt, daß das Linienintegral über eine Kurve, die einen singulären Punkt umhüllt, 
von der Kurvenform unabhängig ist. 
Berechnen wir als Beispiel den Wert des Integrals 


dia 


über die den Punkt 2, = 0 umhüllende Kurve. Da 2, = 0 der singuläre Punkt der Funktion 
ist, kann der Satz von CAucHY für alle jene Kurven nicht angewendet werden, die den An- 
fangspunkt des Koordinatensystems umgeben. Das Linienintegral sämtlicher übrigen ge- 
schlossenen Kurven ergibt Null. Wir können aber auf Grund unserer bisherigen Untersuchungen 
den Integralwert für eine beliebige den Mittelpunkt umgebende Kurve berechnen. Wir wissen 
nämlich, daß der Wert dieses Integrals von der Wahl der Kurve nicht abhängt, und wählen 
also für die Strecke des Integrals den Einheitskreis. In diesem einfachen Fall ist 


[armen ea (3) 


Wir stellen also fest, daß das Linienintegral der Funktion f(z) = 1/z über eine Mae, die den 
Anfangspunkt einmal beliebig umschließt, gleich 2rj ist. 

Wir können obige Integration etwas allgemeiner auch für die Funktion f(z) = z” durch- 
führen, wenn wir voraussetzen, ddßn + —1 ist: 


2r 
» ınd= [erier dp ai 1 
N 
k 0 


Dies bedeutet, daß das Linienintegral von 2” über eine den Mittelpunkt umschließende be- 
liebige Kurve bei sämtlichen n-Werten, ausgenommen n = —1, den Wert Null ergibt. 

Wir gelangen zu denselben Werten, wenn wir das Linienintegral der Funktion f(z) = (2 — 2,)” 
einer geschlossenen Kurve untersuchen, die den Punkt z = 2, umgibt. Es ist 


fd, n=1l, 
22 IR, n=1. 


1 [eitn + ı)2rr —1]=0. (4) 


(5) 


Diese Beziehung werden wir im folgenden anwenden. 
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An Hand unseres Beispieles und des Integralsatzes von CAucHy können wir sofort fest- 
stellen: Ist die Funktion in einem Bereich regulär, so gilt für sämtliche Punkte innerhalb der 
'in diesem Bereich liegenden geschlossenen Kurve 
4 AO „ar. 


2) = ce 


(6) 


fr 


Der Wert der Funktion kann also aus ihren am Rande angenommenen Werten berechnet 
werden. Es ist nämlich 


1 LO 4-1 ‚Lie ft) — I@) 
Ir] a Preetz, E—2z a2. 17 
L L 


Hierbei kann der Wert des ersten Gliedes der rechten Seite nach der Beziehung (5) durch 
1 fe .._ ie _ S 
2rj E—z ai, — 

I 


dargestellt werden. 

Der Wert des zweiten Gliedes ist gleich Null. Das Linienintegral i in der Umgebung des ein- 
zigen singulären Punktes £ = z kann durch Integration über einen beliebig kleinen Kreis vom 
Radius r ersetzt werden. Ist r derart klein, daß !f(&) — /(z)] < e, dann gilt 


za Er 


Damit haben wir unsere Beziehung (6) bewiesen. 


Zerr=e-0. (9): 
R 


Ebenso wie die reelle Funktion in der Umgebung eines beliebigen x,- Wertes nach zunehmen- 
den Potenzen von (x — x,) in eine Reihe entwickelt werden känn, läßt sich auch die im Punkt 
z= 2, und in dessen Umgebung reguläre Funktion in der komplexen Zahlenebene in eine 
Taylor-Reihe entwickeln. Sie kann also als eine unendliche Reihe zunehmender positiver ganz- 
zahliger Potenzen von (z.— z,) dargestellt werden: 


f2) = a, + al? — 2,) + A(? 2)” ++ An(2 2)? = Lanlz — 20)". (10) 
n=0 


+ . 
Ist dagegen der Punkt 2 = 2, der singuläre Punkt der Funktion f(z), so kann die Funktion 
in.der Umgebung dieses Punktes in die sogenannte Laurentsche Reihe entwickelt werden: 


ER? ne Fire ee RR 


ar Ra Ber Be 
| (11) 


fe) = + 


In dieser Reihe treten neben den positiven Potenzen des Ausdruckes (z — 2,)" auch negative 
Potenzen auf. Je nachdem, ob die Laurentsche Reihe der Funktion eine endliche oder unend- 
liche Anzahl von Gliedern mit negativen Exponenten enthält, besitzt die Funktion an der 
Stelle z= :, eine unwesentliche Singularität,‘d. h. einen Pol, oder eine wesentliche Singu- 
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larität. Die Ordnung des Pols wird durch die Anzahl der Glieder bestimmt, die in der Laurent- 
schen Reihe mit negativen Exponenten auftreten. Der Wert der Funktion an den Polen ist 
demnach unendlich groß: Dagegen verhält sich die Funktion in wesentlich singulären Punkten 
ganz eigenartig: Sie kann, je nachdem aus welcher Richtung wir uns einem solchen wesentlich 
singulären Punkt nähern, gegen jeden beliebigen Wert streben. 

In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, daß man viele Probleme der Elektrotechnik 
mit Hilfe eines über eine geschlossene Kurve erstreckten Linienintegrals lösen kann. Es ist 
daher erwünscht, den Wert derartiger Integrale auch dann ermitteln zu können, wenn die be- 
treffende Funktion in dem von der Kurve umschlossenen Bereich nicht regulär ist. Auf welche 
Weise dies möglich ist, soll im folgenden untersucht werden. Angenommen, die Funktion 
f(z) besitze im Innern des von der geschlossenen Kurve L umgebenen Bereiches (Abb. 3.75) 


Abb. 3.75 Berechnung eines über eine ge- 
schlossene Kurve erstreckten Integrals, wenn 
die Kurve singuläre Punkte umgibt 


singuläre Punkte. Wählen wir nun den Integrationsweg der Abbildung entsprechend, so ist 
f(z) im Innern des von der Kurve umgebenen Bereiches überall regulär, da wir die singulären 
Punkte ausgeschlossen haben. Es kann also wieder der Satz von CaucHy angewandt werden: 


aa Be Et u 
L kz kk = 


kı 


Berücksichtigen wir aber, daß wir das Integral der Verbindungslinien der einzelnen Kurven 
einmal in der einen Richtung, sodann in der entgegengesetzten Richtung zu bilden haben, so 
gelangen wir zu folgender Beziehung: 


ia Grede+ Bfdde+t + Kia. (13) 
L kı kz kr 


Wir erhalten also das Integral der Funktion längs einer geschlossenen Kurve, wenn wir die 
längs der die einzelnen singulären Punkte umgebenden kleinen Kreise gebildeten Linien- 
integrale k; summieren. | 

Wir bilden nun in der Umgebung des singulären Punktes z = 2; die Laurentsche Reihe der 
Funktion f(2): 


(f) M) 
.—- 2%? 2—2 
Wir integrieren die rechte und die linke Seite dieser Beziehung über den Kreis, der den Punkt 
z = 2; umgibt. Wir wissen, daß nach Gl. (5) sämtliche Glieder gleich Null werden, mit Aus- 
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nahme des Gliedes, dessen Exponent n = —1 ist. Das Integral dieses Gliedes aber ist 2rj. 
Das Integral der Funktion, das wir über.den kleinen Kreis erstrecken, der den Pol z; aus- 
schließt, hat also den Wert 


$ iz) de = 2rja®). (15) 
kı 


Diese Beziehung gilt selbstverständlich für sämtliche singulären Punkte. Damit ist also das 
über eine geschlossene Kurve erstreckte Linienintegral gegeben zu 


k. 
$ f(z) dz = 2rjfal!) + a2] + + al] = 2nj Dal). (16) 


=1. 


Dieser Satz wird der Residuensatz genannt. Er besagt, daß wir das über eine beliebige geschlos- 
sene Kurve erstreckte Linienintegral erhalten, wenn wir das Residuum jener singulären Punkte, 
welche in dem von dieser Kurve umgebenen Bereich liegen (also die in der Reihenentwicklung 
der Potenz n = —1 zugeordnete Konstante), mit 2rj multiplizieren. Dieser Satz leistet uns 
bei der numerischen Berechnung der Linienintegrale eine sehr große Hilfe, weil das in Rede 
stehende Glied der um die einzelnen singulären Punkte gebildeten Reihenentwicklungen sehr 
oft einfach bestimmt werden kann. 

Es besitze z. B. die Funktion f{z) an der Stelle z = z, einen Pol erster Ordnung, d. h., ihre 
Laurentsche Reihe habe folgende Form: 


a_ 


er +9 +a% — 2%)+ - (17) 
0 


f2) = 


Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (z — z,), so erhalten wir 

(2 _ 2) Hz) a +@-2)lo + a —2%) +]. (18) 
Setzen wir nun in diese Beziehung den Wert 2 = z, ein, so werden auf der rechten Seite bis 
auf das erste Glied sämtliche Glieder zu Null. Auf der linken Seite erhalten wir jedoch eine un- 
bestimmte Form, weil an dieser Stelle f(z) gegen Unendlich, (2 — z,) aber gegen Null strebt. 
Den Wert dieser unbestimmten Form können wir also anstatt durch unmittelbares Einsetzen 


durch eine Limesbildung finden. Es wird also 


a_, = lim (z — 20) f(z). .(19) 
Nehmen wir an, daß die auftretende Funktion f(z) in der Form 


62) 
=, 


(20). 


geschrieben werden kann und daß z, eine einfache Nullstelle der Funktion H(z) ist. Die Funk- 
tion @(z) sei dagegen in der Umgebung dieser Stelle regulär. Den Wert des Ausdruckes 


N G(z) 
-4_, = lım (z — 2,) f({z2) = lim (z — 2,) — 
1 N 0) 2) a 0) He) 
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können wir in diesem Fall nach der l’Hospitalschen Regel bestimmen: 


d 
7, 1° 20) Ela] le) 


QA_ı = lım = 5 F 
IF (20) 


d 
2—>20 Be H 
2, 7) 


(22) 


Umgibt die betrachtete Kurve %k einfache Wurzeln des Nenners, so beträgt der Wert des 
Linienintegrals 


Bil) de = Ari 5 
L 


1 H’@) - 


Dieser Ausdruck ist der rechten Seite des Heavisideschen Entwicklungssatzes schon sehr ähn- 
lich und liefert — wie wir sehen — dessen strengen Beweis. 


Abb. 3.76 
Integrationsbereich des Jordanschen Hilfssatzes 


In Kap. 3.9. haben wir einen Hilfssatz von JORDAN angewandt, dessen Inhalt wir hier ohne 
Beweis angeben. Gegeben sei die analytische Funktion ®(z), die bei zunehmendem |z|-Wert 
gleichmäßig gegen Null konvergiert. Hierfür gilt der Jordansche Hilfssatz 


im [B@)etik=0. (24) 
R>o L 


Die Integration bei negativen t-Werten ist über einen Halbkreis zu erstrecken, dessen Halb- 
messer R beträgt und der rechts vom Anfangspunkt liegt. Bei positiven t-Werten dagegen 
müssen wir über einen solchen Halbkreis vom Radius R integrieren, der links vom Anfangs- 
punkt liegt (Abb. 3.76). 

Auf Grund des Residuensatzes können wir einfach die Differenz der Anzahl der Pole und 
Nullstellen einer Funktion f(z) in einem beliebigen durch eine geschlossene Kurve abgegrenzten 
Gebiet bestimmen. Untersuchen wir nun das Linienintegral der Funktion 


dw d 3 d | 
rar (u +j)= = In f(z). (25) 
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Es wird dann 
_ dw  _ du dv _ Fk) | 
$ dw iz: dz $ ce +j 2) dz = He) dz. (26) 
c 


Um den Residuensatz anwenden zu können, müssen wir die Pole der Funktion f’(z)/f(z).kennen. 
Es sei 2, eine Nullstelle oder ein Pol. n-ter Ordnung der Funktion f(z). Dies bedeutet, daß die 
Funktion in der Form 


f2) = (2 — 20)” 9(2) (27) 


geschrieben werden kann, wo r positiv ist, wenn 2, eine Nullstelle, und negativ, wenn 2, ein 
Pol ist. Die Funktion g(z) hat weder Nullstellen noch Pole in der Nähe von z,. Da, 


Piz) = n(z — zu)"! g(2) + (2 — 25)” g’(2); (28) 
wird also 


ra__n_,go, 
I) z— 90 g@)- 
Die Funktion f(z)/f(z) besitzt einen Pol an der Stelle z — 2,, dessen Residuum positiv wird, 


wenn 2, eine Nullstelle, und negativ, wenn 2, ein Pol ist. Der Wert des Residuums ist mit der 
Ordnung der Nullstelle bzw. des Pols identisch. Es wird also 


(29) 


FE) 2 = 2njiP — 30 
fe) z = 2rj( (30) 


C 


wobei P die Anzahl aller Pole, N die Anzahl aller Nullstellen bedeutet. Somit haben wir einen 
Zusammenhang mit der Differenz der Anzahl der Pole und der Nullstellen. Eine genaue 
Angabe über die Anzahl der Pole erhalten wir nur dann, wenn die Anzahl der Nullstellen 
irgendwie bekannt ist. 

Der Gl. (30) kann eine anschauliche Bedeutung zugeschrieben werden. Da wir das Integral 
eines totalen Differentials bestimmt haben, kann Gl. (30) auch in folgender Form geschrieben 
werden: 


Ei Im [ED .—2niP N) = uf. (31) 


Dies ist so zu verstehen, daß wir von einem bestimmten Punkt 2, auf der Kurve C ausgegangen 
sind. Dem Punkt z, entspreche der Punkt w,. Wenn wir nach Durchlaufen der geschlossenen 
Kurve C wieder zum Ausgangspunkt z, zurückgekehrt sind, sind wir zu dem Punkt w, in der 
w-Ebene gelangt. Der Wert des Integrals wird also 


Dies kann noch in die folgende Form gebracht werden: 


wr= ul? + jolt = 2rj(P— N). (83) 
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Da die rechte Seite rein imaginär ist, wird u]? = 0. Es wird also 

vl? = 2r(P — N). (34). 
Wir wissen aber, daß 

In /(z) = In Ifz)| + j are fe) (35) 
‚ist. Es wird also 

arc f@)? =2r(P— N). (36) 


Die geometrische Bedeutung dieser Beziehung ist die folgende. Gehen wir wieder von dem 
Punkt z, der geschlossenen Kurve C aus. Beim Durchlaufen dieser Kurve C beschreiben die 
Punkte w = f(z) eine andere Kurve. Wenn durch diese Kurve der Punkt w = 0 einmal um- 
schlungen wird, ändert sich arc f(2) um 2r. Gleichung (36) besagt also, daß bei einem vollen 
Umlauf entlang der Kurve C die Kurve f(z) sooft den Punkt w = 0 umschlingt, wie die Diffe- 
renz zwischen der Anzahl der Pole und der. der Nullstellen angibt. Diesen Satz haben wir 
‚schon bei der Untersuchung der Stabilität der Netzwerke benutzt. 


3.12. Die allgemeinste Formulierung der Grundgleichungen 
linearer Netzwerke mit konzentrierten Parametern 


3.12.1. Die Grundlagen der Netzwerktopologie 


Das Netzwerk wird topologisch durch seinen Graphen charakterisiert. Wir erhalten 
den Graphen eines Netzwerkes, indem wir die Zweige durch einfache Linien ersetzen; 
die Generatoren werden ausgeschaltet: ein idealer Spannungsgenerator wird durch 
einen kurzgeschlossenen, ein idealer Stromgenerator durch einen offenen Zweig er- 
setzt. 

Ein Graph besteht also aus Knotenpunkten und Zweigen, die diese Knotenpunkte 
verbinden. Ein beliebig herausgegriffener Teil des Graphen heißt Untergraph oder 
Subgraph. Er besteht also aus Elementen (Knotenpunkten, Zweigen) des Original- 
graphen. 

Wenn man von einem beliebigen Knotenpunkt des Graphen längs aneinander an- 
schließender Zweige zu jedem anderen Knotenpunkt gelangen kann, spricht man 
von einem zusammenhängenden Graphen. Andernfalls besteht der Graph aus mehreren 
Teilgraphen, deren jeder nur in sich zusammenhängend ist. Solche separate Unter- 
graphen erhält man in Netzwerken mit induktiv gekoppelten Teilen (Abb. 3.77). Die 
elektrische Seite des Problems macht es meistens möglich, je einen Punkt der Teil- 
graphen zu einem gemeinsamen Punkt zu vereinigen (z. B. durch Erdung), so daß 
ein zusammenhängender Graph entsteht. 
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Ein Zweig, der nur in einem seiner Endpunkte an den Graphen anschließt, heißt 
Enndzweig. Wir beschäftigen uns nur mit solchen Graphen, die keine Endzweige ent- 
halten. | | 

Im weiteren werden die folgenden drei Untergraphen die Hauptrolle spielen: die 
Masche, der Baum und der Schnitt. £ 


=. 


<_> 


zu nn 


\ 
Il 
| 
1 


J 


b) 3) 


Abb. 3.77 a) Ein: Netzwerk und sein Graph. Der ursprüngliche, drei separate Teile ent- 
haltende Graph kann auf mannigfache Weise in einen zusammenhängenden Graphen um- 
gestaltet werden. Bei dem letzten Graphen sind die Zweige mit Richtungssinn versehen und 
zwei Maschen eingezeichnet. 5 


b) Dieses Netzwerk bzw. sein Graph dient im weiteren als Modell für unsere Betrachtungen 


Die Gesamtheit der Zweige, die eine geschlossene Linie ergeben, heißt Masche. Da- 
bei wird angenommen, daß jeder Zweig nur einmal vorkommt und keine Doppel- 
punkte existieren. Zur Masche gehört auch eine Umlaufrichtung (Abb. 3.77). 

_ Ein Untergraph'eines zusammenhängenden Graphen wird ein (vollständiger) Baum 
genannt, wenn jeder Knotenpunkt mit jedem anderen Knotenpunkt des Graphen 
durch aneinander anschließende Zweige dieses Teilgraphen so verbunden ist, daß 


33 Simonyi 
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dabei keine Masche entsteht. Die nicht zum Baum gehörigen Zweige heißen Brücken- 
zweige oder einfach Brücken (Abb. 3.78). (Zu einem Graphen gehört im allgemeinen 
eine außerordentlich große Zahl von Bäumen: in einem vollständigen n-Eck können 
n"-2 verschiedene Bäume gezeichnet werden! Wir beschäftigen uns aber meistens 
mit einem einzigen, zweckmäßig ausgewählten Baum.) Ein vollständiger Baum hat 


Ny 


IS 


Abb. 3.78 Zwei Bäume eines zusammenhängenden Graphen und der ‚„Wald“ eines un- 
zusammenhängenden Graphen 
Stark ausgezogene Linien: Baumzweige; dünne Linien: Brücken 


immer n — 1 Zweige, wo n die Zahl der Knotenpunkte bedeutet. Verbinden wir näm- 
lich von einem beliebig gewählten Punkt (1) ausgehend, nacheinander sämtliche 
Knotenpunkte in der angegebenen Weise, so brauchen wir von (1) bis (2) einen 
Zweig, für jeden weiteren Punkt einen weiteren Zweig und erhalten schließlich 
n—1 Baumzweige. 

Der Graph bestehe aus p separaten Teilen. Zu jedem unabhängigen Teil können 
wir einen Baum konstruieren. Dieser ‚Wald“ — aus den Bäumen der p Teilgraphen 
bestehend — hat. also insgesamt nn - 1+n — 1+.-n, — 1=n-—p Zweige 
(n1, N2, ...,n, sind die Zahl der Knotenpunkte der einzelnen Teilgraphen). 

Jedes Knotenpunktpaar eines (zusammenhängenden) Graphen ist durch eine ein- 
deutig bestimmte Folge von Baumzweigen verbunden. Wenn nämlich die Baun- 
zweige zwei verschiedene Wege bildeten, so wäre ein geschlossener Kreis im Baum 
vorhanden, was dem Begriff des Baumes widerspricht. 

Die Gesamtheit der Zweige, deren Herausnahme zum Zerfall des ursprünglich 
zusammenhängenden Graphen in zwei unabhängige Teile führt, während durch 
Wiedereinfügen eines einzigen dieser Zweige bereits wieder ein zusammenhängender' 
Graph entsteht, heißt ein Schnitt (cut-set) (Abb. 3.79). Auch der Schnitt wird mit 
einer Richtung versehen, die von dem einen unabhängigen Teil zum anderen zeigt. 

In einen Graphen können viele Maschen und viele Schnitte eingezeichnet werden. 
Besondere ‚Bedeutung besitzen..das fundamentale Maschensystem bzw. das funda- 
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mentale Schnittsystem. Beide sind mit Hilfe eines (beliebig gewählten) vollständigen 
Baumes zu konstruieren. 

Es sei ein System von Maschen gegeben, die alle zu demselben Graphen gehören. 
Wir nennen die Maschen unabhängig, wenn jede Masche mindestens einen Zweig 
enthält, der in keiner anderen Masche vorkommt. Haben wir einen beliebigen Baum 
des Graphen gezeichnet und legen nun einen Brückenzweig an, so entsteht eine 
Masche, da die Endpunkte des Brückenzweiges auch durch den Baum verbunden 
sind. Die so entstandene Mäsche besteht also aus einem Brückenzweig und aus einem 
oder mehreren, aber eindeutig bestimmten Baumzweigen. 


3 


Abb. 3.79 Ein Graph und einige Schnitte 


Legen wir der Reihe nach alle Brückenzweige wieder an, so entstehen! =b— (n— 1) 
Maschen, wobei b die Anzahl der Zweige des ursprünglichen Graphen bedeutet. Die 
so erhaltenen Maschen sind unabhängig voneinander, da jede einen neuen Zweig, 
den Brückenzweig, enthält. 

Weitere (in dem oben angegebenen Sinn) unabhängige Maschen gibt es nicht, da 
alle Zweige ausgeschöpft sind: Die Brückenzweige haben wir Stück für Stück ver- 
wendet, und daß auch jeder Baumzweig bereits in irgendeiner Masche enthalten ist, 
läßt sich leicht veranschaulichen. Machen wir nämlich einen Schnitt, der nur einen 
einzigen Baumzweig durchtrennt, so trifft der Schnitt notwendig (mindestens) einen 
Brückenzweig. Der Baumzweig bildet also einen Teil mindestens einer Masche. Es 
ist auch zu sehen, daß ein Baumzweig genau zu so vielen Maschen gehört, wie der 
zu diesem Baumzweig gehörende Schnitt Brückenzweige enthält (siehe z. B. 3.823 
und b). j | 

Die Zahl der Zweige (b), der Knotenpunkte (r) und der unabhängigen Maschen (!) 
sind also der folgenden grundlegenden Bedingung unterworfen: 


Bee 1) 
Für Graphen, die aus p unabhängigen Teilen bestehen, gilt die Gleichung 
b=!+n—p. (2) 


o 


33* 
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Das auf die oben angegebene Weise erhaltene Maschensystem heißt fundamentales 
Maschensystem (Abb. 3.80a). Es ist zweckmäßig (aber nicht notwendig), die Um- 
laufrichtung der Maschen entsprechend der Richtung des bestimmenden Brücken- 
zweiges zu wählen. 

Ein System der Schnitte eines Graphen wird als System unabhängiger Schnitte 
bezeichnet, wenn jeder Schnitt mindestens einen Zweig zertrennt, der von keinem 
anderen Schnitt getroffen wird. Ein solches fundamentales (unabhängiges) System 
läßt sich wieder mit Hilfe eines Baumes konstruieren. Führen wir nämlich Schnitte, 


Abb. 3.80 Ein fundamentales Maschensystem und die dazugehörige Masthe-Zweig-Matrix. 
Die Maschenrichtungen sind entsprechend den Brückenzweigen gewählt 


deren jeder nur einen einzigen Baumzweig trifft (Abb. 3.80b), so erhalten wirn — 1 
unabhängige Schnitte, da jeder einen Baumzweig besitzt, den die anderen 
nicht enthalten. Die Anschauung lehrt uns, daß es immer möglich ist, einen Schnitt zu 
finden, der nur einen Baumzweig durchschneidet. 

Ein solcher Schnitt geht durch eindeutig bestimmte Brückenzweige. Es gibt also 
keine zwei solchen Schnitte, die den gleichen Baumzweig enthalten, aber sich in 
einem oder mehreren Brückenzweigen unterscheiden (Abb. 3.80c). 

Da wir sämtliche Zweige erschöpft haben, können wir keine weiteren (im obigen 
Sinne) unabhängigen Schnitte finden. Tatsächlich wurden bereits alle Brückenzweige 
verwendet, diese bildeten ja gerade die Grundlage für unser Schnittsystem. Be- 
trachten wir aber beliebige Brückenzweige in Abb. 3.80b. Jeder wird von eindeutig 
definierten Baumzweigen zu einer Masche ergänzt. Jetzt ist klar, daß der betreffende 
Brückenzweig.genau so viele Schnitte aufweisen wird, wie Baumzweige in der zu 
diesem Brückenzweig gehörenden Masche vorkommen, da jeder Schnitt, der diese 
Baumzweige trifft, notwendig auch den Brückenzweig schneidet. Es bleiben also 
keine „freien“ Zweige übrig, um einen neuen unabhängigen Schnitt zu konstruieren, 
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Jeder Schnitt ist mit einer Richtung zu versehen. Es ist zweckmäßig (aber nicht 
notwendig), die Richtung entsprechend der Baumzweigrichtung zu wählen. 

Zum Schluß sei noch bemierkt, daß der vollständige Baum nicht die einzige Mög- 
lichkeit für die Konstruktion fundamentaler Systeme darstellt. In einfachen Netz- 


Abb. 3.80b Ein fundamentales Schnittsystem und die dazugehörige @-Matrix. Die Schnitt- 
richtungen sind unabhängig von den Baumzweigrichtungen gewählt 


\ 
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Abb. 3.80c Die Knotenpunkte, die auf der einen (A) bzw. der anderen Seite (B) des Schnittes 
liegen, sind untereinander durch Baumzweige verbunden. Wenn zum Baumzweig AB zwei 
Schnitte gehörten, von denen der zweite einen Brückenzweig, z. B. 4’’B”, nicht enthält, so 
müßte dieser Schnitt notwendig einen weiteren Baumzweig enthalten, was wir ausgeschlossen 


haben 


werken können, wie schon erwähnt, die unabhängigen Maschen. intuitiv bestimmt 
werden. Ein wichtiges unabhängiges Schnittsystem entsteht z. B. dadurch, daß die 
einzelnen Knotenpunkte der Reihe nach abgetrennt werden. Ein Schnitt trifft also 
alle die Zweige, die sich in einem Knotenpunkt treffen; n — 1 solche Schnitte bilden 
ein fundamentales Schnittsystem. 
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3.12.2. Die topologischen Matrizen eines Netzwerkes 


Die Graphen dienen zur Veranschaulichung der geometrischen (topologischen) Ver- 
hältnisse; die Matrizen dienen zur quantitativen Beschreibung dieser Verhältnisse. 
Zur Aufstellung der Matrizen zeichnen wir zuerst den Graphen und numerieren die 
Knotenpunkte und Zweige. Diese letzteren werden mit Richtungen versehen. Dann 
legen wir die Gestalt eines Baumes fest und konstruieren das Grundsystem der 
Maschen und Schnitte. Auch diese werden mit Nummern und Richtungen versehen. 


Abb. 3.81 Die Knotenpunkt-Zweig-Matrix oder H-Matrix. Wenn eine — hier die letzte — 
Reihe gestrichen wird, erhalten wir die reduzierte H-Matrix oder H,-Matrix 


Die Knotenpunkt-Zweig-Mairix oder H-Matrix (Inzidenzmatrix, Strukturmatrix) 
ist wie folgt definiert: Der Wert des Matrixelementes h,; @=1,2,..,n;j=1,2, 
..., d) ist —1, +1 oder 0, je nachdem, ob der j-te Zweig zum :-ten Knotenpunkt hin- 
zeigt (—1), von ihm wegzeigt (+1) oder ihn gar nicht trifft (0) (Abb. 3.81). 

Wenn eine beliebige Zeile der Matrix gestrichen wird, erhalten wir die reduzierte 
Matrix H,. Durch die reduzierte Matrix H, wird die H-Matrix selbst (und dadurch 
die Struktur des Graphen) eindeutig bestimmt. In jeder Spalte der H-Matrix muß 
nämlich einmal +1 und einmal —1 stehen. (Ein Zweig geht von einem Knotenpunkt 
aus und trifft den anderen.) Wir müssen also die Spalten der H,-Matrix entsprechend 
durch +1, —1 oder 0 ergänzen, um H zu erhalten. 

Die Matrix H hat » Zeilen und 5 Spalten; H, hat n— 1 Zeilen und 5 Spalten. 

Die Masche-Zweig-Matrix oder. M-Matrix wird folgendermaßen definiert: Der Wert 
des Matrixelementes m; @=1,2,..,1; j=1,2,...,b) wird +1, —1 oder 0, je 
nachdem, ob die i-te Masche den j-ten Zweig mit gleicher oder entgegengesetzter 
Richtung oder gar nicht enthält. Die M-Matrix hat ? Zeilen und 5 Spalten. 
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Das Schnittmatrixelement q,; W=1,2,..„n—1; j=1,2,..,b) wird +1, —1 
oder 0, je nachdem, ob der i-te Schnitt den j-ten Zweig mit gleicher Richtung, mit 
entgegengesetzter Richtung oder gar nicht trifft. Die Schnittmatrix @ hatn — 1 Zeilen 
und b Spalten. 

In den Abbildungen 3.80a und b sind die M- und die @-Matrix sowie der jeweils 
zugrunde gelegte Baum dargestellt. Die Richtungen sind willkürlich gewählt. 

In den Abbildungen 3.823 und 3.82b sieht man die zu einem bestimmten Baum 
gehörenden M- und @-Matrizen. Im Gegensatz zu Abb. 3.80 liegt hier den beiden 


Ex 4000-+f 
70000-*0000 0 00000 
| 7171-71-71 0+0+40000 
0-71 0000-7000 | 
0+1*7 0-71 0 0*7 000 
M=| 00+1000+1-- 0+ Q = 
| 004 0-71000+400 
000700000-- | 0 
000 0*+1+1-1+1++ 0 000+:1-0000+H 0 
| 00-771000000+| 


8) 5 b) 


Abb. 3.82 a) Diese M-Matrix hat eine spezielle Form, da die Numerierung der Zweige und 
Maschen speziell gewählt wurde. 


b) Zur Bestimmung dieser @-Matrix wurde derselbe Baum und dieselbe Numerierung ZU- 
grunde gelegt wie für die M-Matrix. Man beachte die Einheitsmatrizen 


Matrizen derselbe Baum zugrunde. Durch eine spezielle Numerierung der Maschen 
und Schnitte erhalten wir eine sehr zweckmäßige Form der Matrizen. 

_ Wir numerieren zuerst die Brückenzweige: Sie gehen von 1 bis I. Dann folgen die 
Baumzweige von 1 +1 bis b. Die Maschen werden entsprechend den Brückenzweigen 
numeriert, als Umlaufrichtung wählen wir die jeweilige Brückenrichtung.. Die 
Schnitte werden in der Reihenfolge der Baumzweige von 1 bis n— 1 numeriert; die 
Schnittrichtungen entsprechen den Baumzweigrichtungen. Wie wir sofort sehen, be- 
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ginnt die M-Matrix mit einer Einheitsmatrix von der Dimension ! x, während die 
@-Matrix mit der Einheitsmatrix von der Dimension (n—1) x (n—1) endet. Das 
ist durchaus verständlich. Nehmen wir zum Beispiel ein Element m;; (t, j < 1), so ist 
der i-te Zweig in der i-ten Masche mit übereinstimmender Richtung enthalten. Bis ! 
steht an jeder anderen Stelle der Wert Null, denn die anderen Zweige der i-ten 
Masche sind Baumzweige, haben also Nummern, die größer als I sind. Ähnlich ist 
das Auftreten der Einheitsmatrix in der @-Matrix zu verstehen. Wenn die Rest- 
matrix von der Dimension 1X (n— 1) der M-Matrix mit F bezeichnet wird, so be- 
ginnt die @-Matrix mit —Ff. Diese Tatsache wird uns später noch beschäftigen; 
hier sei jedoch schon gesagt, daß sie sich ohne weiteres aus der Anschauung ergibt. 


Pr 


Abb. 3.83 Die H,-Matrix kannalseine 
spezielle @-Matrix betrachtet werden 


Die Elemente der i-ten Zeile (? Ss !) der F-Matrix geben nämlich an, welche Baunı- 
zweige den i-ten Brückenzweig zu einer Masche ergänzen. Andererseits finden wir 
in der i-ten Spalte der @-Matrix (? <=!) die Schnitte, die den ?-ten Brückenzweig 
‚treffen. Diese beiden Bestimmungen sind — bis auf den Vorzeichenwechsel, der auch 
aus der Abbildung ablesbar ist — einander äquivalent. 

Es sind also folgende Aufteilungen möglich: 


M=(:P; @=(—FHl,.)- (3) 


Die H,-Matrix stellt eine spezielle Schnittmatrix dar. In dem Schnittsystem, bei dem die 
Knotenpunkte der Reihe nach entfernt werden, wird, wenn jeder Schnitt von dem Punkt 
wegzeigt, die @-Matrix mit der H,-Matrix identisch (Abb. 3.83). Das Element A,; gibt näm- 
lich an, ob der j-te Zweig den :-ten Knotenpunkt trifft oder nicht. q;,; besagt, ob der j-te Zweig 
zum i-ten Schnitt gehört oder nicht. Da der i-te. Schnitt aus den Zweigen besteht, die sich 
im Punkt : treffen, ist h;; = q;;- 
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Zwischen den topologischen Matrizen bestehen interessante Zusammenhänge. So 
gilt z. B. 
MH!=0; H.M!=0; Ma!=0; QAM!=0. (4) 
Wir müssen nur darauf achten, daß die Numerierung und die Richtung der Zweige 
beim Aufstellen der verschiedenen Matrizen die gleiche ist. 

Um die Gleichung M@t = 0 plausibel zu machen (die Gleichung @Mt = 0 ergibt 


sich durch Transponieren), betrachten wir ein Element des Produktes M@t, das 
eine Kombination der i-ten Masche und des j-ten Schnittes darstellt: 


(MAI); = mygjı + Misgja + + Milo: (d) 


l-ter Zweig \ k-ter Zweig 


Abb. 3.84 Zur Ableitung des Zusammenhanges M@t = 0 


Wenn die i-te Masche durch den j-ten Schnitt nicht „geschnitten“ wird, ist diese 
Summe Null, da überall, wo m; = 0 ist, q;, = 0 wird. (Darin drückt sich die Tat- 
sache aus, daß der !-te Zweig, der zur ?-ten Masche gehört, nicht zum j-ten Schnitt 
gehört.) Wenn die Masche durch den Schnitt geschnitten wird (Abb. 3.84), erhalten 
wir zwei (oder im allgemeinen Fall eine gerade Zahl) gemeinsame Zweige der Masche 
‚und des Schnittes. In dem einen Zweig werden Schnittrichtung und Maschenrichtung 
gleich, im anderen dagegen entgegengesetzt sein. So erhalten wir für die entsprechende 
Summe m;9;ı + MisQik den Wert Null. 

Wir benutzen die Gleichung @Mt = 0 zunı Beweis des schon angeführten und 
plausibel gemachten Satzes: 

Wenn M = (1;:F) und @ = (Ei1,_,) ist, so muß E—= — Ff sein. Es ist nämlich 


QM? = (E!1,.,) (dere =0 (6) 
woraus die Gleichung E = —Ff folgt. 


Wir werden später sehen, daß wir durch die Lösung des Problems eines einzigen Netzwerkes 
zur Lösung eines anderen Problems gelangen, wenn wir den Begriff des dualen Netzwerkes 
einführen. 
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Ein Netzwerk wird zu einem anderen Netzwerk dual genannt, wenn seine @-Matrix (im 
einfachsten Fall seine H,-Matrix) mit der M-Matrix des betreffenden Netzwerkes identisch ist 
oder umgekehrt. Nur ebenen Netzen können Dualnetze zugeordnet werden. Unter ebenen 
Netzen verstehen wir solche, die auf einer Kugel in solcher Weise gezeichnet werden können, 
daß ihre Zweige sich nicht schneiden. Hier bemerken wir ohne Beweis, daß ein Graph dann 
und nur dann ein ebener Graph ist, wenn er keine nichtplanaren Grundgraphen, sögenannte 
Kuratowski-Graphen (Abb. 3.85a), als Subgraphen enthält. 


Abb. 3.853 
Die nichtplanaren Grundgraphen 


Auf Grund der vereinfachten Definition der dualen Netzwerke H,aual = Morig kann das 
duale Netzwerk einfach konstruiert werden. Man schreibt die M-Matrix des ursprünglichen 
Netzwerkes mit ihren / Zeilen und 5 Spalten auf und betrachtet sie'nun als eine H,-Matrix des 
dualen Netzwerkes. Da die H,-Matrix n —1 Zeilen hat, ergibt sich 


(rn — Dana = 1. (7) 


Zu jeder Masche des Ausgangsnetzwerkes gehört also ein unabhängiger Knotenpunkt. Der 
(nr — 1) + 1 = n-te Knotenpunkt kann als Bezugspunkt (Erde) betrachtet werden. Als erstes 
zeichnen wir nach Abb. 3.85b in jede Masche einen Knotenpunkt, der dieser Masche ent- 


FE a 
Ph | Ss 2 
N 


M orig. = A ayaı "Hrduar 
Abb. 3.85b Die Konstruktion des dualen Netzwerkes 


sprechend numeriert wird; auch der Bezugspunkt außerhalb des Netzwerkes erhält eine 
Nummer. Dann verbinden wir paarweise die Knotenpunkte, die sich in benachbarten Maschen 
befinden. Jede dieser (in der Abbildung gestrichelten) Verbindungslinien bildet einen Zweig 
des dualen Netzwerks; sie schneidet den gemeinsamen Zweig zweier Maschen des Ausgangs- 
netzwerks und erhält dieselbe Nummer wie dieser. Wenn hier einige Zweige des ursprünglichen 
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Graphen, z. B. die äußeren abgrenzenden Zweige, nur in einer einzigen Masche enthalten sind, 
so werden durch sie solche Zweige des dualen Netzwerkes gezeichnet, die sich im Bezugspunkt 
treffen. Auf solche Weise geht die Relation Zweig—Masche (gehört dieser Zweig zu dieser 
Masche?) in eine Relation Zweig— Knotenpunkt (läuft dieser Zweig in diesen Knotenpunkt 
ein?) über. Wir erhalten eine auch hinsichtlich des Vorzeichens richtige Zuordnung auf folgende 
Weise: Ist die Richtung eines Zweiges in der ursprünglichen Masche mit der Richtung. der 
Masche identisch, so muß der diesen Zweig schneidende duale Zweig. auf den in dieser Masche 
befindlichen Punkt hinzeigen. 


3.12.3. Die charakteristischen Matrizen des elektrischen Zustandes 


Die Anordnung der passiven Elemente im Netzwerk wird durch die Impedanz- 
matrix Z bzw. durch die Admittanzmatrix Y charakterisiert. Nehmen wir jedes 
Schaltelement als separaten Zweig an, so können wir durch entsprechende Nume- 
rierung der Zweige erreichen, daß z. B. die Impedanzmatrix. bei sinusförmiger Er- 
regung folgende Form annimmt: 


| joLy, job... joL,, 0 
JoLz, jJolz ...jwL,, O 


JoL,ı JoL,2 un joL,. 0 


0.0 0 RBa- 
z-| 090 0 DE U a ea Sara |) 
0.0 0 A = 
0.0 0 we e 0 
IoC 441 
0.0 De a ee 
JoC, 


Wenn keine Gegeninduktivitäten vorhanden sind, wird Z zu einer Diagonal- 
matrix. 2 

Bei beliebigen zeitlichen Vorgängen, wenn die Anfangswerte Null sind, kann Z 
in der Form einer Hypermatrix geschrieben werden: 


pL 0 0 Lu Liz --- Zi. z 1 0...0 
at+ß+ı 
z- N) R 0 ER Lea ... Le, c-ı _ 6 
0.0 —-c- 1 
p Lzi Lasab;, 0 . BE 
=, O,_ 
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In solchen Fällen rechnet man entweder im p-Gebiet, dann bedeutet p eine kom- 
plexe Zahl — oder im t-Gebiet — dann bedeutet p bzw. 1/p den Differential- bzw. 
Integraloperator. Die Admittanzmatrix lautet 


Irı00 

-zı-|° a Me (9) 
0 R-ı 0 
0 0 pC 


_ Die elektrische Erregung wird durch die folgenden zwei Spaltenmatrizen mit der 
Dimension b x 1 beschrieben: 


Ugı %gı 


| %2 . ÜG2 
U; = N: g Ic = j . (10) 
Ucd Ich 


Der Anfangszustand wird auch mit den entsprechenden äquivalenten Generatoren 
berücksichtigt. 


In den obigen Ausführungen haben wir angenommen, daß sich im Netzwerk keine kurz- 
geschlossenen oder offenen Zweige befinden, in der Impedanzmatrix also nirgends 0 oder oo 
steht; es können also die Inversen der Z- und Y-Matrix gebildet werden. Andererseits können 


7 


Abb. 3.86a Der Zweig mit einem idealen Generator wird kurzgeschlossen. Um die elektrischen 
Verhältnisse nicht zu verändern, schalten wir fiktive Generatoren ein 


Spannungsgeneratoren und Stromgeneratoren je einem bestimmten Zweig zugeordnet werden. 
Nun erheben sich zwei Fragen: 


1. Was geschieht, wenn ein Zweig nur einen idealen Spannungsgenerator enthält? 
2. Welchem Zweig soll ein Stromgenerator zugeordnet werden, wenn dieser in zwei belie- 
bigen (weit entfernten) Knotenpunkten angeschaltet ist? 


Die Antwort auf die erste Frage wird durch Abb. 3.86a gegeben: Der Zweig wird dadurch 
ausgeschaltet, daß wir die zwei Knotenpunkte zusammenfallen lassen. Um die Spannung 
zwischen den Endpunkten der angrenzenden Zweige auf dem richtigen Wert zu halten, schalten 
wir Generatoren in diese Zweige. 
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Die zweite Frage wird durch Abb. 3.86b beantwortet. Wir speisen in jedem Knotenpunkt, 
den wir auf dem Weg zwischen den zwei Speisepunkten finden, den Strom +ig — ig =0 
ein. Damit werden die elektrischen Verhältnisse nicht verändert, wir können aber die Strom- 
stärken paarweise zu einem Stromgenerator zusammenfassen, der jetzt einem bestimmten 
Zweig zugeordnet werden kann. 


Abb. 3.86b Die Zuordnung des Stromgenerators zu bestimmten Zweigen 


3.12.4. Die Grundzusammenhänge in Matrixschreibweise 


Wir betrachten das Problem der Netzwerkanalyse als gelöst, wenn die Zweigströme 
und die Zweigspannungen bekannt sind, d. h., wenn wir die. Zeilenmatrizen 


% U " 

= Va Us 

= s u= (11) 
% Up 


bestimmt haben. Dazu benutzen wir wieder die Kirchhoffschen Gleichungen. Der 
Kirchhoffsche Knotenpunktsatz kann mit Hilfe der H,-Matrix einfach aufgeschrieben 
werden, da die i-te Reihe eben die in den i-ten Knotenpunkt eintreffenden Zweige 
angibt. Der Ausdruck 


hatı + Male + ee hole; i= 1, 2, ... n—1 


bedeutet also die algebraische Summe der Ströme, die sich im i-ten Punkt treffen. 
Er ist nach dem ersten Kirchhoffschen Satz Null. In Matrixform: 


Hi=0 (n — 1 Gleichungen). (12) 
Wenn wir die Rolle der Stromgeneratoren explizit hervorheben wollen, wird nach 

Abb. 3.87 

Hi=H,(i® +i)=0; Hi® = —Hic = —iD. (13) 
Hier bedeutet i(2 den durch die Impedanz fließenden Strom, i(E) dagegen den in 

die Knotenpunkte eingespeisten Generatorstrom (+-Richtung anzeigend); iX) ist 

eine (n— 1) x 1-Spalten-Matrix. | | 
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Der erste Kirchhoffsche Satz kann allgemeiner so formuliert werden: 
@i=0. (14) 


Die Richtigkeit dieser Gleichung ist leicht einzusehen. 
Durch jeden Schnitt wird das Netzwerk nämlich in zwei Teile getrennt. Ladung 


kann sich nirgends anhäufen. ($ JdA = 0 gilt für den einen wie für den anderen 


Teil.) Die algebraische Summe der Ströme in den Zweigen eines beliebigen | Sohnikkes 
muß also Null sein. Diese Tatsache wird durch @i = 0 ausgedrückt. 
Der Maschensatz lautet 


Mu =0 (l Gleichungen). (15) 


Diese Gleichung drückt die Tatsache aus, daß die algebraische Summe der Zweig- 
spannungen in jeder Masche gleich Null ist. 


Abb. 3.87. Zum Zusammenhang zwischen den elek- 
trischen Größen eines beliebigen Zweiges 


Die Gleichungen 


H.i=0; Mu = 0 (16a) 
oder allgemeiner 
@i = 0; Mu = 0 (16b) 


ergeben n — 1 +1! = b Gleichungen für die 2b Unbekannten ;, ... ,; % ... %. Bisher 

haben wir aber noch keinen der Zusammenhänge benutzt, die zwischen u und i 

bestehen können. Die Gleichungspaare (16a, b) gelten also unabhängig davon, was 

für Schaltelemente eingeschaltet sind, Sie gelten z. B. auch für nichtlineare Netzwerke. 
In linearen Netzwerken besteht nach Abb. 3.87 die Beziehung 


u— ug = Z(i — ig) (b Gleichungen) (17a) 
oder 


i— ie = Ylu — ug). (17b) 
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Damit haben wir also die benötigten 2b Gleichungen. 
Da u = Z(i — ig)-+ ue ist, kann die Gleichung Mu = 0 folgendermaßen ge- 
schrieben werden: 


MZ(i — is) +Mu;,=0; MZi=M(Zi, — u;). (18) 
Wir haben also 

@i =0 (n — 1 Gleichungen) ; (19) 
MZi — M(Zi, — u;) (l Gleichungen). (20) 


i j , i . j Abb. 3.3884 Der Zusammenhang 
1 0 r0 Ja Jg +0 Ju HT °I5” ER ‚zwischen den Zweigströmen und 
= Mg J1+M2g Jat Mag Ja +MmygJa+Msg Js =(M J )g Maschenströmen (siehe Abb. 3.80a) 


Dies sind insgesamt n — 1 +1 = b Gleichungen für die b Unbekannten DEREN 
Das Problem kann von vornherein vereinfacht werden, wenn wir die Maschen- 
ströme einführen. Diese werden durch die (l x-1)-Matrix | 


ji 

i=| : (21) 
7 

charakterisiert. 


Da die Zahl +1, — 1 oder 0 in der i-ten Spalte der M-Matrix bedeutet, daß der i-te 
Zweig der.Reihe nach zur 1., 2., ..., !-ten Masche gehört oder nicht und mit welcher 
Richtung, läßt sich der Strom des i-ten Zweiges durch 


mit mit + ma (22) 
bzw. in Matrixschreibweise 

i=Milj (23) 
angeben (Abb. 3.88a). 
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Als eine Verallgemeinerung der Methode der Knotenpunktpotentiale führen wir die 
unabhängigen Knotenpunktpaar-Potentiale v,, vs, ..., d%,_ı ein. Zu diesem Zweck 
betrachten wir wieder einen Baum und definieren die zum Baum gehörenden Zweig- 
spannungen als Knotenpunktpaar-Potentiale. Zwischen der Zweigspannung u; eines 
beliebigen Zweiges und v, ... v„_, können wir folgendermaßen einen Zusammenhang 
finden. | 

Für den Baumzweig i ist v; identisch mit dem entsprechenden ». Ein Brückenzweig 
verbindet. zwei Knotenpunkte, die außerdem durch einige eindeutig bestimmte 
Baumzweige verbunden sind. Die algebraische Summ& der Zweigspannungen dieser 


+ 


20009000 
AOO00. 


+ 
ey 


Ug = O.v,-1.V2 + Tvzt Iu* O-v; - IVg = : 
= GigVr+GagVa* Gag VatqygYy + 75gV5* IegVg=(AV); 


Abb. 3.83b Der Zusammenhang zwischen den Zweigpotentialen und den unabhängigen 
Punktpaarpotentialen 


Baumzweige ist gleich der Zweigspannung des Brückenzweiges. In der i-ten Spalte 
der zu diesem Baum gehörenden @-Matrix geben die Werte q,;, Qzi, -- +, 9n-ı,; &n, ob 
der i-te Zweig zum 1.,2.,..., (rn — 1)-ten Schnitt gehört und mit welcher Richtung. 
Wenn z.B. in der k-ten Reihe +1 steht, d. h. g,; = +1, bedeutet dies, daß der :-te 
Zweig zum k-ten Schnitt gehört. Zu diesem Schnitt gehört natürlich auch der k-te 
Baumzweig mit der Spannung v,. (Die Schnitte wurden wie früher entsprechend den 
Baumzweigen numeriert.) Die Richtung des i-ten Zweiges stimmt (da q,; = +1) mit 
der Richtung des k-ten Schnittes, also mit der Richtung des k-ten Baumzweiges 
überein. Ein bestimmter Brückenzweig gehört genau zu den Schnitten, die den Baum- 
zweigen entsprechen, welche die Endpunkte des Brückenzweiges verbinden (Abb. 
3.88b). 
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Der Ausdruck 


Y1dı 4 Qaida + "+ An, = Ui (24) 


gibt also die algebraische Summe der Spannungen der die Endpunkte des i-ten 
Brückenzweiges: verbindenden Baumzweige und somit die Zweigspannung des “ten 
Brückenzweiges an. 

In Matrixform: 


u= @iy. (25) 
Es ist leicht einzusehen, daß im Fall @ =H; die Größe v in der Gleichung 
‚u=Htv " (26) 


den schon früher eingeführten Knotenpunktpotentialen entspricht. 
Durch Einführung der Maschenströme wird der erste Kirchhoffsche Satz auto- 
matisch erfüllt. Aus der Gleichung i = M!j folgt nämlich | 


@i = AMIj, (27) 


was wegen @M! = 0 Null ergibt. | 
Ähnlich wird bei der Anwendung der Punktpaarpotentiale der zweite Kirch- 
hoffsche Satz erfüllt. Aus u — @iv folgt nämlich 


Mu = MQatv=0. (28) 


Um die Gleichungen für die Bestimmung von j und u aufzustellen, gehen wir von 
der Gleichung 


aus und benutzen den Zusammenhang i = Mlj. So erhalten wir 


(MZMt}) j = M(Zig — us) (I Gleichungen). (30) 


Damit haben wir I Gleichungen für die ! Unbekannten j,, j; - - -, Jı- 
Ähnlich können wir die Gleichung für v aufstellen. Wir setzen den Ausdruck 


i= Yu) tie 81) 


in die Gleichung @i = 0 ein und erhalten 
aYu-aYu, +, =0; AYu=AlYu- ie). (32) 


34 Simonyi 
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Führen wir jetzt die unabhängigen Punktpaarpotentiale mit der Gleichung u = @!v 
ein, so wird 


(ayatı) v= @(Yu; — is) (rn — 1 Gleichungen). (33) 


Damit haben wir n — 1 Gleichungen für die Unbekannten v,, ta, +++, Ya-ı- 
Um die Ähnlichkeit der zwei Methoden hervorzuheben, schreiben wir die zwei 
"Grundgleichungen untereinander: 


(MZM) j = M(Zi; — uo); (34). 
(ayat)v= QA(Yus - ie); (35) 


sie lassen den Zusammenhang zwischen den dualen Netzwerken deutlich erkennen. 


3.12.5. Die Energieverhältnisse 


Die momentane Gesamtleistung eines Netzwerkes, d.h. die Leistung der Generatoren und 
der Verbraucher oder Speicher, ergibt sich aus den momentanen Leistungen der einzelnen 
Zweige. | 


pÜ)= ui +, + + wi = uli = ifu. (36) 
Berücksichtigen wir die Zusammenhänge 

i=Mtij; u= Qatv; ut = via, (37), (38), (39) 

so ergibt sich 

pt) = vil@aMI) j = 0, (40) 


da @Mi = 0. Die Gesamtleistung ist Null, wie es auch sein muß. Aus den Kirchhoffschen 
Gleichungen folgt also der Energiesatz. 

Wir bemerken noch die interessante Tatsache, daß die Gleichung itu = O auch dann be- 
steht, wenn u und it zwei zu verschiedenen Generatoren gehörende elektrische Zustände 
desselben Netzwerkes beschreiben. Die einzige Bedingung ist, daß die Numerierung der Zweige 
identisch sei (Tellegenscher Satz). Die Grundlage für den Beweis bildet nämlich die Gleichung 
@MT = 0, die einen geometrischen Satz darstellt, also von der Erregung nicht abhängt. 

Für sinusförmige Zustände gilt 


S=-I#U; P=RelfU. (41) 


Stellen wir die Energiebilanz mit Hilfe der Maschenströme auf, wobei wir zur Vereinfachung 
ig = 0 setzen, so erhalten wir mit Hilfe der Gleichungen Mu =0; i = Mij; u—- u, =Zi 
für die Gleichung ifu = 0 


jt(MZMI) j = —jfMu;. (42) 
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Mit den unabhängigen Punktpaarpotentialen ergibt sich 
vttayat)v= —vi@i,. (43) 


Hier wurde angenommen, daß keine Spannungsgeneratoren vorhanden sind. 
Nehmen wir wieder an, daß keine Stromgeneratoren und keine Gegeninduktivitäten vor- 
handen sind, so läßt sich die Energiegleichung wie folgt schreiben: 


tu = it(Zi + u;) = IIZi ng itu; = 0. (44) 
Ausführlich geschrieben 
t 
ed, ee, Bd AS 
, ı;L; Pr 4 P3 GR, + BR 77 C. [77 dt + Z Uggie =9 (45) 
;=ı I=a+1 m=a+ß+rl m k=1 
oder einfacher 
d 1. d q?° nn ' 
— — L’” — — 2R =. 46 
22 er ar’ + Z ugt (46) 


Für Sinusvorgänge 


EIPFR+ FI joLII* +5 —— II* + 5 Uglt 
Jo 


= EHPR +20 | 2, DR 2 56 ar] + 2 Vor =0. an) 


Der Realteil dieser Gleichung besagt, daß die Wirkleistung der Generatoren zur Deckung der 
Jouleschen Wärme verbraucht wird. Die Blindleistung ist der Differenz der mittleren elek- 
trischen und magnetischen Energie proportional. Der Proportionalitätsfaktor ist 2w. 


3.13. Nichtlineare Netzwerke 


3.13.1. Allgemeine Netzwerkelemente 


Bisher haben wir die Linearität der Netzwerkelemente ausdrücklich angenommen, 
d. h., wir konnten die diese Elemente charakterisierenden Größen wie Widerstand, 
Induktivität und Kapazität als konstante Größen betrachten, die durch die linearen 
Gleichungen | 
1 
ur = ki, u=-19; ®=Li (1) 
C 
definiert sind. Die Linearität besteht darin, daß im ersten Fall die Spannung eine 


lineare Funktion des Stromes, im zweiten Fall die Spannung eine lineare Funktion der 
Ladung und im dritten Fall der Induktionsfluß eine lineare Funktion des Stromes ist. 


34* 
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Im allgemeinen Fall sind die Zusammenhänge zwischen diesen Größen komplizierter. 
Die für uns wichtigen Fälle sind die folgenden. 

Ein Netzwerkelement heißt Widerstand, wenn in jedem Zeitpunkt zu einem 
gegebenen Stromwert eine Spannung angegeben werden kann. Wenn einem gegebenen 
Stromwert nur ein einziger Spannungswert zugeordnet ist, sprechen wir von einem 
stromkontrollierten Widerstand. Der Zusammenhang zwischen den zwei elek- 
trischen Größen kann ganz allgemein sein: | 


ut) = ufilt),t]) bzw. il) = luft), 1]. (2) 


Wie angedeutet, kann die Zeit explizit vorkommen. 
Ein Netzwerkelement wird Kapazität genannt, wenn zu einer gegebenen Spannung 
die Ladung eindeutig bestimmt werden kann (spannungskontrollierte Kapazität): 


= alu(t), 1]; (3) 


oder umgekehrt: bei bekannter Ladung kann die Spannung eindeutig bestimmt 
werden (ladungskontrollierte Kapazität) 


u= ulalt), 8). (4) 


Induktivität wird .ein Element genannt, wenn. entsprechende Zusammenhänge 
zwischen dem Induktionsfluß und dem Strom angegeben werden können: 


® = fill), t) bzw. i= lol), t). (5) 


Die Berechnung der Netzwerke, die aus solchen allgemeinen Elementen aufgebaut 
sind, ist natürlich sehr kompliziert. Wir beschränken uns hier auf die Untersuchung 
der folgenden speziellen Fälle. . 

Die Zusammenhänge können z. B. von derselben Form sein wie bei den bisherigen 
linearen Netzwerken mit dem Unterschied, daß die einzelnen Parameter auch von der 
Zeit abhängen: | 


| j Eee Be 
WSRi, wo, Pi. (6) 


Es sind also lineare Netzwerke mit sich zeitlich ändernden Parametern. Daraus folgt, 
daß in den Differentialgleichungen die elektrischen Größen und ihre Ableitungen nur 


in der ersten Potenz vorkommen, die Koeffizienten jedoch nicht mehr konstant sind. 
Zwischen dem Strom und derSpannung eines Elementesgelten jetzt die Beziehungen: 


une) = Rt) ind), 


(7a) 
Tr) = At) url); 
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d dL di 
u = ZN) u +, 
1 t 


t 
1 A 
uch) = 7 f voll) di, 
duclt) det) 


Im zweiten speziellen Fall soll die Zeit nicht explizit vorkommen. Es gelten also 


urRzul); qgeqalüu); P=Pdli). (8) 
Daraus folgt: 
f dq d| dus 
ee N _-; ya 
ler due. di en 
un-@-@| Ze (9b) 
ld 


Im allgemeinen Fall schließlich gilt nach (3), (4) und (5): 


und 
ea, (10) 
di ot Or, ir) dt 


3.13.2. Das Substitutionstheorem 


Es sei ein allgemeines Netzwerk gegeben, das lineare und nichtlineare Schalt- 
elemente sowie (unabhängige) Generatoren mit vorgeschriebenen Generatorströmen 
bzw. -spannungen enthält. Außerdem seien auch die Anfangswerte bestimmt. 
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Nehmen wir an, daß das Problem gelöst ist, d. h., daß wir alle Zweigströme ı,(£) mit 
k=1,2,...,b bzw. alle Zweigspannungen (lt) mit k=1,2,...,b kennen. Das 
Substitutionstheorem behauptet nun folgendes: Ersetzen wir das Schaltelement in 
einem bestimmten Zweig ; entweder durch einen Spannungsgenerator oder durch 
einen Stromgenerator mit der Generatorspannung ug(f) = u;(t) bzw. mit dem 
Generatorstrom ig(f) = t;(t), so ändert sich in den anderen Zweigen des Netzwerkes 
nichts. Die Lösungen (ft) bzw. u;(t) bleiben also unverändert. Dabei muß voraus- 
gesetzt werden, daß das Netzwerk für alle seine Zweigspannungen und Zweigströme 
eine einzige Lösung besitzt (Abb. 3.89). 


Nichtlineares | | | Nichtlineares 


aktives | =| aktives 
Netzwerk _ Netzwerk 


Nichtlineares 
aktives 
Netzwerk 


Abb. 3.89 Das Substitutionstheorem 


Wie wir schon betont haben, gelten die Gleichungen 


Mu =; (11) 


ai =0 (12) 


ganz allgemein, also auch für nichtlineare Netzwerke, denn bei der Ableitung wurde 
die Linearität der Schaltelemente nicht benutzt. Die obigen I +n — 1=b Glei- 
chungen genügen aber nicht, die 2b Unabhängigen i,(t), u,(t) eindeutig zu bestimmen. 
Dazu haben wir noch irgendeine Verknüpfung zwischen u, und i,, wie zum Beispiel 


u=uli). (13) 


Wie schon bemerkt, kennen wir die Lösungen u, i. welche die Gleichungen (11), (12) 
und (13) befriedigen. 

Angenommen, die i-te Zweigspannung werde durch die Spannung eines Spannungs- 
generators ersetzt. Es ist sofort klar, daß Gl. (11) durch die Werte a,(t) mit k #i und 
u;(t) = ue(t) befriedigt wird. Auch Gl. (12) wird durch {.(t) (k = 1, 2, ..., b) befriedigt. 
Für Gl. (13) bleibt nur der Zweig i fraglich. Da der Spannungsgenerator ein idealer ist. 
kann zur Spannung zg(t) = u;(t) ein beliebiger Strom, also auch ;;(t) gehören. Somit 
sind tatsächlich alle Gleichungen auch für das modifizierte Netzwerk befriedigt. 
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3.13.3. Das Thevenin-Nortonsche Äquivalenztheorem 


Es sei ein lineares Netzwerk gegeben, dessen einziges zugängliches Klemmenpaar 
durch ein beliebiges (lineares oder nichtlineares) Schaltelement belastet ist. Das Netz- 
werk wird durch (unabhängige) Generatoren erregt. Das Thevenin-Nortonsche 
Theorem besagt nun, daß das ganze Netzwerk für die Belastung durch einen einzigen 
Spannungsgenerator (bzw. Stromgenerator) ersetzt werden kann, der mit dem 
desaktivierten Netzwerk — dieses als Zweipol betrachtet — in Reihe (bzw. parallel) 
geschaltet ist. Die Spannung des Spannungsgenerators (bzw. der Strom des Strom- 
generators) ist durch die Leerlaufspannung (bzw. durch den Kurzschlußstrom) 
gegeben (Abb. 3.90). 


ug) Lin. oder nichtlin. Schaltelement (d 
_—> 


U 


Lineares Desakti- 


aktives | | | — viertes 


Netzwerk Netzwerk 


Desakti- 
viertes 
Netzwerk 


Desakti- 
viertes 
Netzwerk 


Lineares 
aktives 
Netzwerk 


UnapFto(t) 


Abb. 3.90 Der Theveninsche und der Nortonsche Satz. Unten links sind auch die Schritte 
eingezeichnet, die zum Beweis des Satzes führen 


Zum Beweis für das Theveninsche Theorem ersetzen wir die Belastung durch 
einen Stromgenerator mit dem Strom ig(f) = i4z(t). Dadurch wird. nach dem Sub- 
stitutionstheorem nichts geändert, insbesondere bleibt «,z(t) unverändert. Da das 
Netzwerk (außer der Belastung) linear ist, wenden wir das Superpositionsprinzip an. 
Die Spannung u,z(t) wird erstens durch die Erregung ig(t) = i,;(t), zweitens durch 
die Generatoren im Netzwerk verursacht. (Auch die Anfangswerte werden als Strom- 
quellen berücksichtigt.) Zur Erregung ?g(f) = t,z(t) gehört die Klemmenspannung 


t 
an) = — | hit — 7) dunle) dr. (14) 
0 
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Sobald die Stromquelle abgetrennt wird, die Klemmen also offen sind, verursachen 
alle Quellen in dem Netzwerk die Spannung 43 u,s(t). Wir erhalten also 


| ‘ rn 
Ust) = Uuslt) + Wuslt) = Wo — J hit — r) tya(r) dr. (15) 
) 


Schreiben wir jetzt dieMaschengleichung für das äquivalente Netzwerk in Abb. 3.90, 
so erhalten wir sofort 


‘ 
U4z(t) = Upazlt) + as) = % -/[ hit — T) 1,s(t) dr, (16) 
N) 


also die identische Gleichung. Ähnlich kann das Nortonsche Theorem bewiesen 
werden. | 

Ein lineares passives Netzwerk mit konstanten konzentrierten Parametern besitzt 
die folgenden Eigenschaften in bezug auf die quadratisch integrierbaren, sonst 
beliebigen Erregerfunktionen u<(t) und ihre Antwortfunktionen: 


Linearität: &ull(t) + &ul2(t) — %ıı (£) + Kl); (17 a) 

Zeitinvarianz: wenn uc(l)>il), dann wet -T)Sü— 7); (17b) 
[4 

Passivität: Js) U) 0, —oo.<t< +00; (17ec) 

Kausalität: wenn ucl)=0; t<O0, dann iÜh)=0, t<O. (17d) 


Für allgemeine passive Netzwerke bleiben nur die letzten beiden Eigenschaften 
bestehen. | | 


3.14. Die Methode der Zustandsvariablen 


Diese sich jetzt verbreitende Methode ist vorteilhaft auf lineare und nichtlineare 
Netzwerke anwendbar. Zur Einführung sei sie auf lineare Vorgänge angewendet. 
Unser Gedankengang knüpft an DEsoER und KvH [3.8] an. 

Die im Zeitgebiet aufgeschriebenen Kirchhoffschen Gleichungen führen, wie wir 
gesehen haben, zu Integrodifferentialgleichungen oder zu Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. Wir werden zuerst an einen einfachen Beispiel, später allgemein 
zeigen, daß man durch Einführung der Zustandsvariablen — die Spannungen der 
Kondensatoren und die Ströme der Induktivitäten — für diese als Unbekannte 
-Differentialgleichungen erster Ordnung erhalten kann. 
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Als triviales Beispiel soll der Fall eines verlustbehafteten Schwingungskreises 
untersucht werden (Abb. 3.48). Die Grundgleichungen sind 


duc ; 

— 1/7, 

d 

di, j 

Bee En? ER u), 1 
FT L;, —-Uct+ u (1) 


(Die Generatorspannung wird im weiteren mit u'® statt ug bezeichnet, da jetzt u, 
die Spannung an einer Konduktanz bedeuten soll.) 
In Matrixschreibweise gilt für (1): 


1 
Uc 1) RR Uc 0) 
d e 
us 1 (g) ‘ 
Er | 1 R + 1 u®. (2) 
“) | ee iz 


Dieser Ausdruck ist ein spezieller Fall der folgenden allgemeinen Differential- 
gleichung: 


dx 
— = Ax + bw. 3 
7 x + bw (3) 


Hier bedeutet-x den Zustandsvektor, der den elektrischen Zustand des Netzwerkes 
in Zustandsraum (state-space) beschreibt. A ist die Zustandsmatrix des Netzwerkes 
b ist eine von den Netzwerkparametern abhängige Matrix, w beschreibt die Erregung. 

Die Anfangswerte können in folgender Fornı angegeben werden: 


Uc, (0) 
Uca(0) 
x(0)) = : 


(4) 
Yyı (0) 


Wir gehen nun zu einem allgemeineren (noch nicht zum allgemeinsten) Fall über 
und zeigen, wie man aus den Kirchhoffschen Gleichungen zu einer Gleichung der 
Forn (3) gelangen kann. 

Wir bestimmen zunächst einen „Normalbaum“. Darunter verstehen wir einen. 
Baum, der alle Zweige mit Kondensatoren enthält, aber keine Zweige mit Induk- 
tivitäten. Um solch einen Baum finden zu können, müssen wir den Kreis der zu 
untersuchenden Netzwerke einengen. Das Netzwerk soll keine nur Kondensatoren 
enthaltende Masche und keinen nur Induktivität enthaltenden Schnitt besitzen. 
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Anderenfalls wären die Zustandsvariablen nicht unabhängig, ja sogar die Anfangs- 
werte könnten nicht willkürlich angegeben werden, da eventuell das zweite bzw. 
erste Kirchhoffsche Gesetz verletzt werden könnte. Um solche Komplikationen zu 


vermeiden, schließen wir diese Netzwerke aus. Dann kann der Normalbaum gefunden 
werden. | 


Wir teilen nachher die Zweige in vier Gruppen: Brückenzweige mit Widerstand, 
Brückenzweige mit Induktivität, Baumzweige mit Kondensatoren und Baumzweige 
mit Widerstand (Abb. 3.91). 


Die zweite Kirchhoffsche Gleichung Mu = 0 kann ausführlicher wie folgt ge- 
schrieben werden: 


Ur 
dir) "|=0. (5) 
u 


C 


Die Gleichung @i = 0 läßt sich ähnlich schreiben: 
ir 
rt] = |=0. (6) 
Ag 


Ferner nehmen wir. an, daß die Brückenzweige nur Spannungsgeneratoren, die 
Baumzweige nur Stromgeneratoren besitzen. Dies bedeutet keine weitere Einschrän- 
kung, da die Generatoren gegenseitig ineinander umgewandelt werden können. Dann 
sind die folgenden Zusammenhänge gültig: 


0} d ® 
ur = RO; + uP; lo = ©: uc+ie; 


(7) 


LI tu, eure, 


Die Indizes 1 und t beziehen sich auf die Wörter link und tree. 

Im weiteren wollen wir aus den obigen Gleichungen die Größen, die keine Zu- 
standsvariablen darstellen, eliminieren. 

Die Maschengleichung (5) kann auch in folgender Form geschrieben werden: 


Dr 


a = 2 iu 1.) j (8) 
U; F,c Fıe Us 


3.14. Die Methode der Zustandsvariablen | 539 


Die Gleichung (6) hat dagegen die Form 


icol_l[ir] _[Fke Fe] fir 
«ll elle o 


Die Deutung der Untermatrizen Fxrc, Fıc usw. ist ohne weiteres klar. Wenn diese 
Gleichungen mit den Gleichungen (7) kombiniert werden, erhalten wir folgendes 
Gleichungssystem: 


RO: — —Frcuc — Facus — UN); 

L Eu i, = —Fıeuc — Fıeug — uf 
di " en (10) 
d 


ei dt Uco = Ft, .ir + Fiir == 8), 


GOus = Fiir + Fin — i®. 


Die Größen i; und u, sind hier keine Zustandsvariablen. Die Elimination bietet 
keine Schwierigkeit; sie ergibt 


B ip 
leo) -Y H 


Uc 8) 
= = -B (1m) 
dt n u(E) 
0 L i, —Ht -Z I, . 
2 Tr u(e) 
L 
Die Bedeutung der einzelnen Matrizen ist: 
Y=Fh,{R® + FrsRÖFR I! Faro; RO = (GUN; 
Z = Fıc(GU + Fl, GÖFRI Ri; GO = (ROY; (12) 
H = Fl, — Fhu(R® + FaoRÖFR)I FacRÖFE,; 
B— 1 —FL.(R® + Fr RÖFt Fr 5R® Ft, „(RO + FrcR FA, „)"! 0 
0 —F,.(G® + FI,G Fre)! — FG + Fi&GWFRIIFR,GW 1 
13 
Unser Resultat kann noch ungeschrieben werden: 2) 
5 | i@) 
d Uc Cc-! 0 —Y H Ur Cc-! .0 i(@) 
dt = 5 5 B ws 14) 
i, 0 12), -Ht -Z|| ij, 0 L UR 


u(ß) 
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Es ist ersichtlich, daß diese Gleichung schon die gewünschte Form besitzt. 
Ein Vergleich mit Gl. (3) zeigt die folgenden Identitäten: 


x — | (15) 
ıı 
cı 0 —Y H 
en F be) Be Bi in 
Te 0] | 
b = F 4 B, (17) 


w_ (18) 


Wenn lineare Netzwerke mit veränderlichen Parametern untersucht werden, so 
bleiben die Gleichungen (5), (6) gültig. Das Gleichungssystem (7) verändert sich 
dagegen in | 


ur = ROt)in + uW), 


u, = “ P,+uP, 
(19) 


i d i 
Ic a Ic 25 W, 
ic = GÜ«L) uU + @, 


Wenn die Ladungen und die Flüsse als Zustandsparameter gewählt werden, 
erhalten wir sofort die der Gl. (11) analoge Gleichung 


z | io” 
d Ic —Y H s 0 Gc .(g) 
Z 2 —B| '‘ (20) 
) 
S; _H _z|lor||e, uf 
„_ = u@) 


Die Matrizen Y, H, Z, B sind identisch mit den früher so bezeichneten Matrizen, 
die Matrizen T und S sind durch die folgenden Gleichungen definiert: 


IL = L!t)®,=T(i)®,, 
u =Cı)ge=S$it) ge- (21) 
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Dieses Verfahren ist natürlich komplizierter und von geringerer Tragweite für 
nichtlineare Netzwerke. Durch einige vernünftige vereinfachende Annahmen kann 
man jedoch wertvolle Resultate erlangen. Wir’nehmen an, daß die Spülen fluß- 
kontrolliert, die Kondensatoren ladungskontrolliert, die Brückenzweigwiderstände 
spannungskontrolliert, die Baumzweigwiderstände stromkontrolliert sind: 


i,=f,(®,); u, = - 5, +uß; 

j d ice). 
uc=fec(4c); = Fri Ic +19; (22) 
ir = frlur — u®); ug = felie — i®). 


Nehmen wir weiter an, daß Fa« = 0 ist (das ist z.B. sicher der Fall, wenn jeder 
Widerstand entweder mit einer Spule in Reihe oder mit einem Kondensator parallel 
geschaltet ist), dann können die Gleichungen (8) und (9) in folgender Form geschrieben 
werden 


ur = —Freuo; 

un, —Frcuc — Fıeus; 

ic =Fir + Fiir; (23) 
i;, =F,üı- 


ef 
or d B 


Abb. 3.91 

Modellnetzwerk zur Methode der Zu- 
standsvariablen. Der Normalbaum ist 
dick ausgezogen. Die MatrizenM und @ 
; sindin Abb. 3.82 angeführt 


Diese Gleichungen sind nun mit der Gleichungsgruppe (22) zu kombinieren. Als 
"Resultat erhalten wir 


d. ; 

Er ®, = —Fıefolge) — Fricke AD) — IP) — uP; (24) 
d 

Fr gc = Fhcfa(l—Fackelge) — UP) + Fiofı(®;) -i®. (25) 


B. Räumliche Strömungen 


3.15. Die Begriffe Widerstand und Induktivität 
bei räumlichen Strömen 


Bisher wurden hauptsächlich linienförmige Stromkreise betrachtet. Bei diesen 
bestimmt die Geometrie des Leiters zugleich eindeutig auch die Richtungen des 
Stromdichtevektors. In solchen Fällen können die allgemeinen Feldgleichungen ver- 
einfacht werden und die Erscheinungen mit Hilfe der Spannung, des in der Leitung 
fließenden Gesamtstromes, des Ohmschen Widerstandes der Leitung und der Induk- 
tivität eindeutig beschrieben werden. 

Man darf dabei jedoch nicht übersehen, daß der Begriff des linienförmigen Leiters 
'eine vereinfachende Abstraktion bedeutet und daß dieser Begriff manchmal zu absur- 
den Ergebnissen führt. Im allgemeinen kann im Fall von räumlichen Leitern nicht 
erwartet. werden, daß dieselben\Begriffe zweckmäßig und eindeutig bestimmt werden 
können. Was wird nun durch Einführung der oben genannten Stromkreisbegriffe 
vereinfacht? Mit Hilfe des Widerstandes R können die in Wärme umgewandelte 
Leistung Ri? und der Spannungsabfall Ri in einfacher Form berechnet werden. Die 
Selbstinduktion Z liefert uns die magnetische Energie des Kreises in der Form Li2]2 
und den Spannungsabfall in der Form Ldi/dt. 

Als Lösung eines allgemeinen elektrodynamischen Problems seien in jedem Punkt 
des Raumes die Feldgrößen E und B sowie durch die Materialkonstanten auch die 
Stromdichte J und die Größen H und D bekannt. Auf Grund dieser Kenntnisse 
können wir nun sämtliche Fragen beantworten. Die in einem bestimmten Volumen in 
Wärme umgewandelte Leistung gibt uns das Integral 


- [Zar (1) 
e: Y 


an. Die magnetische Energie, die in demselben Volumen aufgespeichert wurde, kann 
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durch 
Wh = 5 [ HBadV (2) 
Vv 


bestimmt werden. 
Die vom Generator oder vom Verbraucher abgegebene bzw. aufgenommene 
Leistung liefert uns das Flächenintegral des Poyntingschen Vektors 


P=($ (ExH)dA. (3) 
A 


Es muß festgestellt werden, daß im allgemeinen die räumlichen Fälle mit. Hilfe 
einfacher Stromkreisbegriffe nicht mehr behandelt werden können. Meist muß auf die 
obigen allgemeinen Zusammenhänge zurückgegriffen werden. Es ist wohl vorstellbar, 
daß man einen Widerstandswert definieren könnte, der, mit dem Quadrat des Gesamt- 
stromes multipliziert, die Wärmeleistung ergibt. Es besteht jedoch keine Garantie 


| 
| 
| 
| 
Y 
v 


Abb. 3.92 Zum Begriff des inneren Induktionskoeffizienten 


dafür, daß das Produkt des so definierten Widerstandes mit dem Gesamtstrom tat- 
sächlich die Spannung zwischen zwei irgendwie ausgezeichneten Punkten liefert. 
Ebenso kann die durch die magnetische Energie bestimmte Induktivität nicht immer 
zur Berechnung des induktiven Spannungsabfalles verwendet werden. 

In diesem Kapitel werden auch solche räumlichen Strömungsprobleme behandelt, 
bei denen die Begriffe der Netze — obwohl mit Vorsicht — anwendbar sind. Es sei 
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z. B. hier der Fall des in der Abb. 3.92 gezeigten einfachen Koaxialkabels erörtert. 
Wir haben die Verteilung der Stromdichte und der magnetischen Feldstärke für den 
Fall von Gleichstrom und Hochfrequenz-Wechselstrom eingezeichnet. Im letzteren 
Fall tritt die im nächsten Kapitel ausführlich behandelte Stromverdrängungserschei- 
nung auf: Sowohl die Stromdichte als auch das magnetische Feld verändern sich im 
Innern des Leiters. Dadurch ändert sich auch der Ohmsche Widerstand der Leitung 
— er nimmt zu —, da der gleiche Gesamtstrom nunmehr einen kleineren Querschnitt 
durchfließt. Die Selbstinduktivität verändert sich ebenfalls — sie nimmt ab —, da 
das Magnetfeld im Innern der Leitung geschwächt wird, außen aber unverändert 
bleibt. Bereits in diesem einfachen Fali sind also weder der Widerstand noch die 
Selbstinduktivität durch die geometrischen Abmessungen und Materialkonstanten 
bestimmt; beide sind frequenzabhängig. Im folgenden sei an Hand dieses einfachen 
"Beispiels die Berechnung der linearen Induktion und des Ohmschen Widerstandes 
durchgeführt. Die angelegte Spannung kann in folgender Form angegeben werden: 


Dabei bestimmt das erste Glied den zur Überwindung des Ohmschen Spannungs- 
‚abfalles, das zweite den zur Überwindung des induktiven Spannungsabfalles nötigen 
Anteil. Letzteres kann noch weiter in zwei Teile geteilt werden: Der Ausdruck 
L, di/dt liefert uns den Wert jenes Spannungsabfalles, der von der Veränderung der 
Kraftlinien außerhalb der Leitung herrührt, das Produkt L, di/dt gibt jedoch den 
durch die Kraftlinienveränderung im Innern des Leiters hervorgerufenen Spannungs- 
abfall an. Unsere Gleichung nimmt also folgende Form an: 


u“ =Ri+(L, + L;) er (5) 
di 
Wenden wir aber zugleich das Induktionsgesetz auf den geschlossenen Kreis DABCD 


an, wobei das Linienstück ABCD an der Oberfläche der Leitung verläuft, so gelangt 
man zu folgender Beziehung: 


$Ed = nn 
L 


ABCD 
di 
= —ı+ ER Edti=-L, — (6) 
ABCD di‘ 
woraus 


ABCD 
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folgt. Durch einen Vergleich dieser Gleichung mit G]. (5) erhält man für das Integral 
der Feldstärke entlang der Fläche des Leiters folgenden Ausdruck: 


di 
Edl=ki+-L—. 8 
ı+ ver (8) 


ABCD 
Im Fall rein sinusförmiger Wechselströme wird dieser zu 


[EüU=(R+joh)l. | (9) 
-ABCD 

Im folgenden wird der durch diese Gleichung bestimmte Uhmsche bzw. induktive 
Widerstand für einige Fälle untersucht. 


3.16. Das elektromagnetische Feld in Stoffen 
mit endlicher Leitfähigkeit 


Im Innern von Leitern kann der Verschiebungsstrom im Verhältnis zum Leitungs- 
strom sogar bei äußerst hohen Frequenzen vernachlässigt werden, da die in der 
Praxis verwendeten Leiter eine gute Leitfähigkeit besitzen. Das bedeutet, daß sogar 
Hochfrequenz-Wechselströme und deren Felder mit quasistationären Methoden 
behandelt werden können. In diesem Abschnitt wird in erster Linie jene Erscheinung. 
‘näher untersucht, nach welcher die Stromverteilung im Innern der von Wechsel- 
strömen durchfluteten verschiedensten Leiter nicht gleichmäßig ist, sondern stark in 
Richtung der Flächen zunimmt, durch welche die zur Deckung der Verluste ver- 
brauchte Energie in den Leiter strömt. Diese Erscheinungen werden unter. der 
Bezeichnung ‚‚Skineffekt‘‘ oder „Stromverdrängung‘‘ zusammengefaßt. Die Strom- 
verdrängung hat zur Folge, daß der effektive Widerstand des Leiters sich im Ver- 
gleich :zum Gleichstrom- oder Niederfrequenz-Wechselstromwiderstand verändert 
— und zwar zunimmt —, die Induktivität zugleich jedoch abnimmt. 

Im folgenden wird die Untersuchung auf die für die praktische Berechnung 
wichtigen Fälle der homogenen unendlichen Ebene, des Kreiszylinders, der Induk- 
tionsöfen und der dünnen Platten erstreckt. | | 

Den Ausgangspunkt bilden in jedem Fall die für den quasistationären Fall gültigen 
Maxwellschen Gleichungen | . 


Bu oH. 

rt H=yE;, rotE=—u En (1) 
Die Leitfähigkeit und die magnetische Permeabilität des Leiters sollen im unter- 
suchten Raumteil als konstant angesehen werden. Wir haben also noch folgende 


Ergänzungsgleichungen zu beachten: 
dvE=0; dvH=0. (2) 


35 Simonyi 
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Bilden wir die Rotation beider Seiten der ersten Maxwellschen Gleichung, 
rotroet H=yrotE, (3) 


und berücksichtigen zugleich die vektoranalytische Beziehung 
rot rot H = graddivH — AH (4) 


und tragen ferner auch der Gleichung div H = 0 Rechnung, so lautet unsere Glei- 
chung 


| oH 
AH = —, 5 
Kr (9) 
Eine ähnliche Gleichung gilt für die Feldstärke E: 


| oE 
AE = uy —. 6 
ae Ö 
Die erste dieser Gleichungen sei hier explizit in rechtwinkligen Koordinaten auf- 
geschrieben: 


®H, &H, A, @H, __öH, 

0x? oy: Pr 2 ö 

®H, , &®H, öH, oH, 

a 1 m 7 
a M 
'o@®H, o©H, &H, oöH, 

Dee 


Im allgemeinen kann der Praxis gemäß eine als Funktion der Zeit rein sinusförmige 
Änderung der Feldstärken angenomnien werden, d. h., 


E = Eye“! ; H= Hyeiet. (8) 


Durch Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichungen (5) bzw. (6) gelangt man zu 
folgenden Beziehungen: 


AE, = jouyEs; AH, = jouyHs, (9) 


wobei aber E, und H, nur noch Funktionen der Raumkoordinaten und in all- 
gemeinen komplex sind. | 

Im folgenden Teil soll das Gleichungspaar (9) für die erwähnten Sonderfälle gelöst 
werden. 
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3.17. Das elektromagnetische Feld im leitenden 
unendlichen Halbraum 


Der Anfangspunkt des Koordinatensystems sei nach Abb. 3.93 in der Grenzebene 
eines Leiters unendlicher Ausbreitung so angenommen, daß die Koordinatenachse z 
gegen das Innere des Leiters zeigt. Es sei ferner vorausgesetzt, daß die elektrische 
Feldstärke nur eine x-Komponente besitzt, und daß die Feldstärken weder in der 
x- noch in der y-Richtung eine Veränderung erleiden, daß also d/öx = ö/0y = 0. 
Veränderlich sind jedoch die Feldstärken in Richtung der z-Achse. Wenden wir die 
bisherigen Bedingungen auf Gl. 3.17.(6) an, so kann die Gleichung der unbekannten 
Komponente E, in folgender Form geschrieben werden: 


@E, oE, 
E ge ö 1 
022 2 öt M 
Die erste Maxwellsche Gleichung lautet in rechtwinkligen Koordinaten: 
oH, oH 
BErEr JR | — yE >» (2) 
oy 02 
oH oH 
eo, (3) 
02 0X 
Feng, (4) 
0X oy \ 
Z=0 X 


—E, 


Abb. 3.93 Änderung der elektrischen Feldstärke im In- 
zZ nern einesunendlichen HalbraumesendlicherLeitfähigkeit 


während die Gleichung div H = 0 explizit die Form 
öH, öH, 00H | 


a nn ® 
0x oYy “ 02 


35* 
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besitzt. Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar wegen 


KO. ER 

0X 0y 

die Gleichung 

oH, 

== =, (6) 
Es ist also 

H.=0, (7) 


wobei für den Wert der Konstanten bereits Null gewählt wurde. Aus Gl. (3) kann 
hierbei sofort festgestellt werden, daß 


Eee (8) 
02 


Das magnetische Feld wird also nur eine einzige von Null verschiedene Komponente, 
die y-Komponente, besitzen. Die Bestimmung dieser Komponente ergibt sich aus 


Gl. (2): 


nee =yE,. (9) 


02E cE 
ne, 23 10 
Pe uy 2 (10) 
oH 

— —t—y£E. (11) 
02 


Führen wir die komplexen Amplituden der Feldgrößen durch 


E,(z,t) = Eiz) eiet, (12) 
H,(@,t) = H(z) ee! (13) 


'ein, so lauten unsere Ausgangsgleichungen: 


dE 
Fr = jouyE, (14) 
_dH —=yE#E. (15) 
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Wir wollen nun folgende Bezeichnungen einführen: 


_ 1 ouy 
P=jow; p=ViYom=(i+j)k; 22 (16) 
Gleichung (14) erhält so die Form 
d?E 
Fr p’E. (17) 


Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist bereits bekannt: 
E=AePr+Be®:. (18) 
Durch Einsetzen des Wertes von p erhalten wir 

E—= Aekeikz 1 Be-% ek: { 


Ebenso kann aus Gl. (15) auch der Wert von M berechnet werden: 
yA 

H=— (vEa+0= ar Bono. (19) 
p p 


Die Konstanten der Lösung: werden durch die Randbedingungen bestimmt. Eine 
Randbedingung schreibt vor, daß das Feld im Innern des Leiters, fern von der Ober- 
fläche, Null werde, die andere Bedingung gibt den Wert der Feldstärke auf der Ober- 
fläche an, d.h., 


für z=o ist H=0, E=0, 
für z=0 ist E=E,. 


Daraus folgt unmittelbar, daß der Koeffizient. A Null sein muß, da sonst dieses Glied 
bei großen z-Werten eine sehr große Feldstärke liefern würde.. Z ugleich gilt auch 
C = 0 und B = E,. Die Feldstärke ist also 


E — E, e-*2 e-ikz 

oder, die Zeitabhängigkeit auch ausgedrückt, 

E,= Eeiet = E,e% eitet—kn, (20) 

Die magnetische Feldstärke ist dementsprechend 

en 
A+p% 
E 

H, = IR 1 IE 

(1+J)k 


et? e-ikz j (2 1 ) 


e-%kz eilwt—kz), (22) 
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Betrachten wir nun auf Grund der Gl. (20) die Veränderung der Feldstärke entlang 
der z-Achse. Die Amplitude nimmt in Richtung zum Innern des Leiters exponentiell 
ab. Für die Abnahme ist der Faktor ö = 1/k kennzeichnend; er liefert uns nämlich 
die Entfernung, in der die Feldstärke auf den e-ten Teil, also auf 36,9%, der Ausgangs- 
größe, abnimmt. Diese Entfernung wird als Eindringtiefe bezeichnet. Ihre Größe 
beträgt 


1 u N. 

k our Yrfuy 
Um’ die Größenordnung beurteilen zu können, schreiben wir den numerischen Wert 
für Kupfer an: 
dan BR 6,62 : . 

2 

Abb. 3.94 zeigt uns die Eindringtiefe der verschiedenen Werkstoffe als Funktion der 
Frequenz. Man sieht, daß für technische Wechselströme die Eindringtiefe in der 
Größenordnung von cm liegt, für sehr hohe Frequenzen dagegen, z. B. bei Rundfunk- 
frequenzen, nur Zehntel oder Hundertstel Millimeter beträgt. 


HENEEAÖ« 


jENENENE 

uw wo WW WW 0 1 1 m 
Abb. 3.94 Be der Abb. 3.95 Verteilung der elektrischen 
Eindringtiefe bei Aluminium und Kupfer Feldstärke zu verschiedenen Zeitpunkten 


(nach KÜPFMÜLLER) 


Aus Gl. (20) folgt noch, daß sich die Phase der Feldstärke und dementsprechend 
auch die Phase der Stromdichte verändert, wenn wir ins Innere des Leiters eindringen. 
Die Stromdichte beträgt nämlich entsprechend der Beziehung J = yE 

J, en yvE, eK: eilet—kz), (24) 


Abb. 3.95 faßt die Stromdichte- oder Feldstärkewerte im Innern der Leitung für 
verschiedene Zeitpunkte zusammen. Sie verändern sich wie fortschreitende Wellen, 
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d.h., die der Misinalemplitude entsprechende Stelle ist eine Funktion der Zeit. 
‘Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle folgt aus der Beziehung 


J,=yEoet Re —yE,e-k ee, (25) 


Daraus ist ersichtlich, daß. 


(26) 


w 
va—, 
k 


. Auf Grund unserer bisherigen Überlegungen kann die behandelte Lösung physi- 
kalisch zweifach gedeutet werden: Zuerst kann man sich diesen unendlichen ebenen 
Leiter als eine zylindrische Leitung großen Durchmessers vorstellen, die Wechsel- 
strom führt. Die Achse des Zylinders ist parallel mit der x-Achse zu denken. Die 
Rückleitung sollte mit Hilfe eines anderen, koaxial angeordneten Leiters mit noch 
größerem Durchmesser realisiert. werden. Dabei wären Stromerzeuger und Ver- 
braucher von dem betrachteten Leitungsstück sehr weit entfernt. Hierin liegt eben 


Y----- - -- 


menge] 


Abb. 3.96 Zur Berechnung von Gesamtstrom und -verlust 


die praktische Bedeutung der Behandlung dieses sonst abstrakt scheinenden Falles. 
Ist der Durchmesser des Leiters groß im Verhältnis zur Eindringtiefe, dann können 
unsere hier gewonnenen Ergebnisse verwendet werden. Dieselben Zusammenhänge 
erhält man aber auch unter der Annahme, daß eine sich in +2-Richtung ausbreitende 
ebene Welle (in Richtung der x-Achse polarisiert) auf die Fläche des Leiters fällt und 
wir die Eindringtiefe dieser ebenen Welle untersuchen. 

Schneiden wir entsprechend Abb. 3.96 aus unserem Leiter einen Teil von der 
Breite 1m, in Richtung der y-Achse gemessen, aus, und berechnen wir, welcher 
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Gesamtstrom die so gewonnene Fläche des Leiters durchfließt: 


1 - | Jdz = [re dz= Sn . (27) 
1+J)% 
0 0 
Der Amplitudenwert der Stromstärke ergibt sich zu 
‚E 
N1=- =. 
y2% 


Es sei noch untersucht, wieviel ‘Wärme in der Zeiteinheit in dem entlang der 
z-Achse unendlich langen Prisma mit einem Querschnitt der Größe Eins in 
der x, y-Ebene entsteht. Die Berechnung ist einfach, wenn wir die an der oberen 
Fläche einströmende Leistung bestimmen. Sie beträgt nämlich 


P, = |S| = - Re (EH*). (28) 


Es wird also: 


P, SR Re ([E, e-1+nk: HN ek: _YE Re hs , 
2 (1—j)k J:=o 2k 1.7 
Der Wert der reellen Komponente des konıplexen Leistungsvektors beträgt 
yEo. 
Pi 29) 
-5Z (29) 


Dieselbe Leistung kann auch dann erhalten werden, wenn wir aus der Stromdichte 
die im Volumen der Abb. 3.96 entsprechend in Wärme umgewandelte Energie be- 
rechnen. Die Amplitude der Stromdichte ergibt sich aus dem Ausdruck (25): 


J| — yEs e=h:, 
Die Leistung wird also 
(Wer, ıf E2 
P, = = wi d= u: — 10 (30) 
2 y u | 4k 
0 


0 
sein, wobei der Faktor 1/2 erneut durch die Bildung des zeitlichen Mittelwertes ver- 
ursacht wird. 

Es soll hier noch bemerkt werden, daß wir dieselbe Leistung auch dann erhalten, 
wenn wir den zeitlichen Mittelwert aus dem Quadrat des Absolutwertes der Strom- 
stärke gewinnen und ihn mit dem Widerstand des in Abb. 3.97 gezeigten Prismas 
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multiplizieren: 
Be ımgel 0 2 an (31) 
2, R 


Dies bedeutet, daß vom Standpunkt der Energieverluste der Gesantstronı über dem 
der Eindringtiefe entsprechenden Querschnitt als gleichmäßig verteilt fließend an- 
genommen werden kann. | | 

In Verbindung mit Abb. 3.98 kann noch eine weitere Beziehung zwischen der 
magnetischen Feldstärke und den Gesamtstrom abgeleitet werden, die uns später 
noch oft nützlich sein wird. Wenden wir nämlich das Durchflutungsgesetz auf den 
geschlossenen Kreis ABCD an — wobei der Abschnitt BC so tief im Leiter liegt, 
daß die Feldstärke den Wert Null hat —, so gelangen wir zu der Formel 


(32) 


Abb. 3.97 Vom Gesichtspunkt des Verlustes 
kann das. in Abb. 3.96 gezeigte Prisma durch 
dieses Prisma ersetzt werden. 


Abb. 3.98 Beziehung zwischen Gesamt- 
strom und magnetischer Feldstärke 


Die Gültigkeit dieser Beziehung kann auch aus Gl. (21) und (27) unmittelbar fest- 
gestellt werden. 


3.18. Die Impedanz eines leitenden unendlichen Halbraumes 
Jetzt wollen wir nach der in 3.15. gefundenen Gleichung . 


[EU=KR+ joL,) 
L 


den Widerstand eines Halbraumes berechnen. Das Integral soll über eine Linie an 
der Begrenzungsfläche in Richtung der x-Achse genommen werden. 
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Nehmen wir, Abb. 3.96 entsprechend, ein Prisma von Einheitsbreite und Einheits- 
länge, dessen Abmessung in Richtung z jedoch unendlich groß Sei, an. Der durch 
dieses Prisma fließende Strom wurde bereits zu 

yEo 


re: n 


bestimmt. Das Linienintegral der Feldstärke wird dann 


JE d=E,:1=E,, (2) 
L 


so daß die Impedanz 


Ze DE en (3) 


I y yö 


beträgt. Hieraus folgt aber 


1 1 
R=—: oLh,=—. (4) 
yö yo | 


Auf diese Weise gelangt man zu der bekannten Beziehung, daß der Ohmsche An- 
teil der durch Gl. (3) bestimmten Impedanz gleich dem Ohmschen Widerstand eines 
Prismas mit der Dicke der Eindringtiefe wird. Der induktive Widerstand ist ebenso 
groß; der Phasenwinkel beträgt also @ = r/4. 


3.19. Das-.elektromagnetische Feld in kreiszylindrischen Leitern 


Zur Ermittlung der Lösung sollen, dem Charakter der Aufgabe entsprechend, Zylin- 

derkoordinaten eingeführt werden. Ein beliebiger Punkt des Raumes wird also mit 

den Koordinaten. r, p, 2 gekennzeichnet. Die Oberfläche des Leiters sei durch die 

Gleichung r = r, beschrieben, seine Leitfähigkeit betrage » und seine Permeabilität. u. 
Zuerst setzen wir die Maxwellschen Gleichungen an: 


rt H=J, dvE=0, 
1 
ir, awırzo " 


Die Divergenzen von E und H wurden zu Null gewählt, weil wir uns bei der Lösung 
ausschließlich auf das Innere des homogenen Leiters beschränken, dort aber weder 
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freie elektrische noch induzierte magnetische Ladungen vorhanden sind. Schreiben 
wir die ersten zwei Gleichungen explizit in der bekannten Weise auf: 


I oe ee Anette 
r lör r [or ? 0p öt 
E3 BA RP — yE,; 4 =D: me ” TE. (2) 
r |0p 02? r |0p 02 öt 
[7 7) ö 77 oH 
—H,— —H,=yE,; —-E,— —-E=— x. 
02 Fa. 02 ö urT 


Es sei auch noch berücksichtigt, daß die Lösung wegen der Symmetrie der An- 
ordnung selbst auch zylindersymmetrisch wird, d.h. jede Änderung nach der Ko- 
ordinate @ Null wird, so daß ö/öp = 0. Tragen wir letzterer Beziehung Rechnung, 
so gilt 


E.=——rH,; — =—-—-rE, 

u; rör = öt rör ? 

E oH oH, 2 | 

a a () 
ö d sH. 2E. &E 

E,=-H; — - = — - — 

a Zur” ne Wong 


Aus diesen Gleichungen ersieht man sofort, daß sie in zwei Gleichungsgruppen zer- 
fallen: In der ersten, zweiten und sechsten Gleichung treten nur E,, E, und H, auf, 
während in die übrigen drei Gleichungen nur H,, H, und E, eingehen. Daher können 
die genannten Größen völlig unabhängig voneinander bestimmt werden. Das letztere 
System liefert nicht die gesuchte Lösung, da der Vektor der elektrischen Feldstärke 
in der Ebene senkrecht zur Achse steht, wir aber die in Längsrichtung fließenden 
Ströme untersuchen. Unser Interesse beschränkt sich jetzt also auf die I,ösung der 
anderen Gleichungsgruppe. Die Größen E,, H.‚*H, können für diese Probleme als 
Null angenommen werden. Unsere Gleichungen lauten also 


1 0 
E.=——rH,, 
DE Tr Pe 2 
Er, (4) 
oH, öE. oE, 
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Die Größen H, und E, sollen nun von der z-Koordinate unabhängig sein; dies be- 
deutet, daß wir überall entlang der Zylinderachse das gleiche Kraftlinienbild er- 
halten. Daher ergibt sich aus der zweiten Gleichung sofort E&, = 0, da die erste Ab- 
leitung von H, nach z Null sein muß. Von dem Gleichungssystem bleibt also nur 
übrig: 


1 
E.=——rH,, 
u; rOor ° 
(8) 
oH, OE, 
dt Dr 


Differenzieren wir die erste Gleichung nach it, so erhalten wir 


oB, 1 ( =) 1 -( -. 


aTra\ a) rau 


dr ör ror\ u Or 


(6) 


Durch Differentiation nach der r-Koordinate ergibt sich 


oE. 1 0 „IE: Eu 1 dE. o®E, 
ot r or rl 


rar Or’ 
und durch Umordnung der Gleichung erhält man schließlich 


0E. 1 0E, dE, 

en er u a el), 8 
or: Tr Or ET (8) 
Diese Gleichung ist mit Gl. 3.16. (6) identisch, wenn letztere in Zylinderkoordinaten 
umgeschrieben wird und die vereinfachenden Annahmen berücksichtigt werden. 
Führen wir nun die Zeitfunktion der Feldstärke ein: 


E,(r,t) = E(r) ee! (9) 
— was einen rein sinusförmigen. Verlauf der Feldstärke als Funktion der Zeit be- 
deutet —, dann gewinnt man für das von r abhängige Glied folgende Differential- 
gleichung: 

@E. 1dE 

— + — — — jwuyE =. 10 
Iren en 


Es sei noch folgende Bezeichnung eingeführt: 


pP? = —jwuy. al) 
Dann ist also 
d?E 1 dE 


dr? r dr 
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Die Lösung dieser Gleichung ist uns schon bekannt: 


E(r) = CJ«(pr). (13) 
Die Feldstärke ergibt sich also zu 
E, = CJ (pr) ei". (14) 


Die Neumannsche Funktion scheidet aus, da diese für r. = 0 unendlich große Werte 
annimmt. Die Konstante C wird aus der Bedingung ermittelt, daß der Amplituden- 
wert der elektrischen Feldstärke an der Zylinderfläche-einen bestimmten Wert an- 
nehmen muß. Beträgt dieser Wert E,, so gilt 


Hui a (15) 
Es — (J(pro). 
Für die Konstante C' folgt dann 
E 
= —, (16) 
Ju(pro) 

Formel (13) nimmt die Form 
En, 2) (17) 


J (pro). 

an. Aus der zweiten ÄAusgangsgleichung (5) kann der Wert von H, bestimmt werden. 

Es ist nämlich | | 
oH, OE, 


— 18) 
= ot ör (18) 


und, da auch ZH, sich in der Zeit rein sinusförmig ändert, 
HA,(r,t) = Hir) e'"', (19) 
dE _ m „Folpr) 


] H —— 4 P 20 
Jon FR DT or) (20) 
Daraus folgt 

H=5,- (21) 


ü 110773 Jolpre) 
Hier bedeutet J, die erste Ableitung nach dem Argument pr. | 
Mit Hilfe der obigen für E und HZ erhaltenen Beziehungen kann nun die Strom- 
dichteverteilung entlang des Querschnittes berechnet werden. Unser Ergebnis wird 
jedoch viel anschaulicher, wenn wir statt der Konstanten E, die physikalisch noch 


558 3. Quasistationäre Vorgänge 


wichtigere Konstante I, d.h. den Amplitudenwert der Gesamtstromstärke, ein- 
führen. Seine Definition lautet: 


1=[Jda. en 
ä 
Für diese Stromstärke gilt die Beziehung‘ 
ji ; 
Hin) = —. en 
Zr ge 


Diese Gleichung stellt eine Anwendung des Durchflutungsgesetzes $ Hdi= [ JdA 
entlang. des Leiterumfanges dar: 
H(ro) 2a, =1. (24) 


Daraus erhalten wir genau obige Formel. Unter Zuhilfenahme der für 7 gewonnenen 
Lösung (21) wird 


: "jan Julpro) o(Pro) rom i 


so daß 
Jou f Ju(pr,) 
2prun Jo(pro) 


Setzen wir letzteren Ausdruck in die Lösung (17) für die Feldstärke ein, so wird 


wo-= 


(26) 


2pror Ilpre) Ei. = Jo(Ppro) anyrod) (pro) 


Weil zwischen den Besselschen Funktionen nullter und erster Ordnung die Beziehung 
Jatpr) = —Jı(pr) 
besteht, lautet unsere Endformel für die elektrische Feldstärke 


Er, ) = — Ip Jılpr) elat, 


(28) 
Zrroy Jılpro) 1270) 
In voller Analogie ergibt sich die magnetische Feldstärke zu 
ES Jı(pr 
Hy, = Le (29) 
2rero Jılpr) 1 (Pr). 


Für uns ist in.erster Linie die Stromdichteverteilung entlang des Querschnittes 
bei verschiedenen Frequenzen von Bedeutung. Außerdem wollen wir die aus der 
Änderung der Stromdichte entstandene Ohmsche und induktive Widerstands- 


3.19. Elektromagnetisches Feld in kreiszylindrischen Leitern 559 


änderung bestimmen. Die Stromdichte erhalten wir aus der Gleichung 


J=yeE. (30) 

Die Stromdichteverteilung am Querschnitt wird also 

J.(e,t) = Ip Ser), (31) 
Inrı Jı(pro) pro) 


Diese Gleichung liefert uns in. jedem Fall die genaue Verteilung der Stromdichte. 
Einfache und anschauliche Formeln kann man jedoch nur in Extremfällen, also bei 
großen oder kleinen »-Werten, d.h. bei kleinen oder großen Argumenten pr, er- 
halten. Aus den für jedes Argument gültigen Reihenentwicklungen der Besselschen 
"Funktionen nullter und erster Ordnung, nach denen 


x x 26 
\ = 1 — PRAE Be WERE EEE BEE EU, : 
Jo(®) Brom Bar" (32) 
x x? 904 x 
m — 1 — |, een Ä  T  )}] JY$ JE — 0.1 f} 
Jı@) > | Sa des 2a.0%.8 = 


gilt, kann eine N äherungslösung für sehr kleine Frequenzen leicht abgeleitet werden. 
Bei kleinen Werten von pr wird nämlich 


a 7 
Kor); Je) I, (34) 
so daß 
Jr) = IP 2 or eiar, (35) 
nr, pro rer 


Dies bedeutet, daß sich bei niedrigen Frequenzen der Strom gleichmäßig über"den 
gesamten Querschnitt verteilt. . | 

Bei sehr hohen Frequenzen kann nach 2.19. (60) folgende Näherungslösung be- 
nutzt werden: 


Ilz) & Vz ee (36) 


dabei ist x von der Form Yu = j?'?u, wobei u eine reelle Zahl bedeutet. An Stelle 
der vom Mittelpunkt gemessenen Veränderlichen r sei nun die vom Leitungsrand 
gemessene Veränderliche r, — r = y eingeführt (Abb. 3.99). Dadurch wird 


[rin | 
A Se 1. 


Jotpr) = Jolplre — Ylw TEEFICEET 
np = Y 


(37) 
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Führen wir nun hier den Wert von p aus 
= -jouy; p=V-jVony, 

j—-1 w i 
rg oa = G—-D%k 


ein (wo die Bedeutung der vereinfachenden Bezeichnung aus der Formel leicht er- 
sichtlich ist), dann gelangen wir zu folgender Näherung der Besselschen Funktion: 


J, a 1 „lem = ee) R [er 0+ | (38) 
Y2rpir, — y) Verpiro —y) | | 


RE Abb. 3.99 Deutung der eingeführten neuen Veränderlichen 


Zugleich gilt aber für die Besselsche Funktion erster Ordnung: 
Ja) = Joa). 


Durch Anwendung der vorigen Näherungsformel für us Besselsche Funktion nullter. 
Ordnung erhalten wir 


Ja) = Jule) x al ee er 
735 x 2Y2ra® 
& ae: (39) 
” je) " e): = 3 ie. 
Y2rx 2]x V2rz 


So kann zuletzt für sehr hohe Frequenzen die Stromdichte durch folgende Näherungs- 
beziehung bestimmt werden: 


Tılr,t) & Ip V e-kv ellat-ky), (40) 


zer) irn —yY 


Wir sehen also, daß die Stromdichte vom Rand bis zum Leitungsinnern expo- 
nentiell abnimmt. Man kann nänilich den Ausdruck 


Fe 
YToy 
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im ganzen Bereich, in dem das exponentielle Glied von Null praktisch verschieden 
ist, gleich Eins setzen. Ein Maß für diese Abnahme gibt uns der Wert von k. Nach 
Gl. (36) verringert sich der Stromdichtewert nach Durchlaufen einer Strecke von 1/k 
auf das 1/e-fache des Ausgangswertes. Den Wert 
5} 
ee (al) 
k Nomy  Yfy 


nennen wir wieder Eindringtiefe. 


Am /d,n) 


Abb. 3.100 Stromdichteverteilung im Querschnitt 
einer Kupferleitung 


Abb. 3.100 zeigt uns die Stromdichteverteilung entlang des Querschnittes für ver- 
schiedene Frequenzen. Aus diesen.Kurven können wir feststellen, daß bei / = 50 Hz 
der Skineffekt nur bei Leiterdurchmessern von cm-Größenordnung bedeutsam wird, 
jedoch bei sehr hohen Frequenzen die Eindringtiefe nur in Bruchteilen des Milli- 
meters ausgedrückt werden kann. Entsprechend muß der Skineffekt auch bei äußerst 
dünnen Leitungen berücksichtigt: werden, andererseits können aber sehr dünne 
Kupferplatten dazu benutzt werden, das Hochfrequenzfeld abzuschirmen. 


3.20. Die Impedanz zylindrischer Leiter 
Aus der Definitionsgleichung erhalten wir 


ES RE LA) (1) 


36 Simonyi 
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Führen wir nun den durch die Beziehung 


I. 
= 2 (2) 
rorıy 


bestimmten Gleichstroniwiderstand ein, dann wird 


R-+ joL; _ Pro Jo(lpro) (3) 
Ro 2 Jı(pr,) 


Die rechte Seite kann für den Fall sehr niedriger und sehr hoher Frequenzen mit 
Hilfe der Reihenentwicklungen der Besselschen Funktionen äußerst einfach um- 
gewandelt werden. Berücksichtigen wir die Glieder bis zur vierten Potenz, so besteht 
die Beziehung 


tele) 
Ju(lPpro) ER 2 4 2 


Jıpr) prof, _ 1 fpro\® , 1 (pro\Y] 
2 2-12 12\ 2 


Daraus kann sofort ermittelt werden, daß bei sehr niedrigen Frequenzen als erste 
Näherung ö 


R+ job; _ProJolpro) _ Pro 1 


I Dose 1, 
Ro 2 Jıpr) 2 Pro 


gilt. Der Gleichstromwiderstand ändert sich also unwesentlich, der induktive Wider- 
stand ist jedoch Null. Das bedeutet natürlich nicht, daß auch L, gleich Null ist. 
L, hat in diesem Fall einen bestimmten endlichen Wert, und zwar 


ee 


) Ma 9 
St 


wobei ! die Länge der zylindrischen Leitung bedeutet. 
Berücksichtigen wir nun die einzelnen Glieder bis zur vierten Potenz, so erhalten wir 
auf Grund des Zusammenhanges 

1 


EEE ER ARE 
1— x 


die folgende Näherung: 
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: & NS Pro 4 pro\' | 1 (pre) 
ı_ fa fers\® _ 1 (pre\']) u ey :(&)- 
3) 2] 


Unter Berücksichtigung auch der sich aus dem dritten Glied ergebenden vierten 
- Potenz erhalten wir die Beziehung 


1+— 


1 
2 


J.(pr | /pr,\? 1 /pr,\i 2 1 [pr ‚1 /»pr 
Jı(pro) 2 4\2 pro 2\2 6\2 
Es ist also 
JulPro) 2 1 1 (pro\°? 1 Pr,\* (7) 
Jpr) pr 2\2 12\2) 1 
Das Endresultat lautet: 
R-+ jwL, pr, 2 ' 1 {pro e. 1 /pro\®l (8) 
R  .pm 2\2 2\2)|' ; 

Durch Einführung des Wertes von pr,, da 

pP? = —jouy = —2jk? = -5 (9) 


ist, gelangt man zu dem Ausdruck 


R-+ joL, | 1. 2 2 \2 
neun LI RER a (10) 
R, 2 46° 12 46? | 


Daraus folgt nach Trennung der reellen und imaginären Glieder 


R+ job, & (rot (ra) 
——r.1+ -[- —|. 11 

R, rn (6) Hi = 
Nun erhalten wir für die Zunahme des Widerstandes den Ausdruck 
R 7 1 Yo 
— 1 12 
Ro: ty 3 (2). 12) 
Der induktive Widerstand ändert sich aber gemäß 
‚oL; Yo\- 

13 

(a) 0 
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Für den Wert von Z, ergibt sich aus dieser Gleichung 


L (4) iIirnomy ul (14) 


Dies ist nichts anderes als der innere Selbstinduktionskoeffizient der Leitung. Das 
bedeutet aber, daß bei dieser Näherung der innere Selbstindnuktionskoeffizient noch 
nicht von dem im Falle des Gleichstromes angenommenen Wert abweicht. 

Im Fall sehr hoher Frequenzen besteht die Möglichkeit, die bereits verwendeten 
exponentiellen Näherungen der Besselschen Funktionen zu verwenden. Diesen zu- 
folge ist also | 


R-+joL, _ Pro J,(pro) pr, V2rpr, e (r 5) 
R 2 J (pr ) 2) 1 -j Be E 
0 1 Ö z (p -) (15) 
Verpr, 
Pr J-Iiir {To 
eng _o 
3; 72 1+9J) i ) 


Die Zunahme des Ohmschen bzw. induktiven Widerstandes beträgt somit 


R rn, olı 7 
N —; —ı 


v2, (16) 


Abb. 3.101 Verhältnis des Ohmschen bzw. 
des induktiven Widerstandes einer Kreisquer- 
schnittsleitung zu deren Gleichstromwiderstand 
in Abhängigkeit vom Verhältnis Halbmesser 
zu Eindringtiefe 


Bei sehr großen Werten von w verändert sich also der Widerstand als lineare 
Funktion des Parameters r,/26. Das Verhalten des Ohmschen und des induktiven 
Widerstandes zeigt uns — für beliebige Frequenzen — die Abb. 3.101. Der Abbildung 
zufolge nimmt der Ohmsche Widerstand, .vom Gleichstromwert ausgehend, allmäh- 
lich zu, um bei sehr hohen Werten parallel zur 45°-Geraden zu verlaufen. Der induk- 
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tive Widerstandswert »L, geht vom Nullpunkt aus und verläuft später gleichfalls 
parallel zur Geraden unter 45°. 

‘Für den Fall eines beliebigen Leiters kann also die durch die Stromverdrängung 
verursachte Widerstandszunahme folgendermaßen berechnet werden. Aus den Leiter- 
abmessungen sowie aus den elektrischen Angaben wird der Parameterwert r,/26 be- 
stimmt. Es muß nun untersucht werden, ob dieser kleiner oder viel größer als 1 ist. 
Ist der Parameter kleiner als 1, so muß die erste Näherung (12) benutzt werden, ist 
er jedoch größer, so gilt die zweite Näherungsform (16). Bei Werten in der Nähe 
von 1'muß auf die Beziehung (3) zurückgegriffen werden. Man muß also die Bessel- 
schen Funktionen aus den Tabellen ermitteln oder aus einem vorher konstruierten 
Diagramm die Zwischenwerte interpolieren. 


Abb. 3.102 Einfache Berechnung der wegen des Skin- 
effektes auftretenden Widerstandszunahme bei sehr hohen 
Frequenzen 


Für sehr hohe Frequenzen sind die gewonnenen Näherungen einfach zu deuten. 
Der Leiterquerschnitt kann nämlich so betrachtet werden, als würde der Strom nur 
in einer durch die Eindringtiefe bestimmten Schicht fließen. Die Querschnittsfläche 
dieses Ringes beträgt 2rr,6 (Abb. 3.102). Der Widerstandswert muß sich ändern, 
da für die Stromleitung nicht der gesamte Querschnitt, sondern nur ein Teil dessen 
zur Verfügung steht. Der Widerstand nimmt dem Querschnitt umgekehrt proportional 
zu, so daß sich übereinstimmend mit dem vorher gewonnenen Wert | 


(17) 


ergibt. Es sei aber betont, daß die Stromdichte exponentiell und nicht sprunghaft 
gegen Null geht. Es fließt also der Strom auch in einer Tiefe y > 6; Wie wir bereits 
bewiesen haben, kann jedoch der Widerstand so berechnet werden, als flösse der 
Strom nur in einer Schicht von der Dicke ö gleichmäßig verteilt und spränge dann 
auf den Wert Null. 
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3.21. Der Induktionsofen 


In Kapitel 3.19. wurde gezeigt, daß die in Zylinderkoordinaten geschriebenen Max- 
wellschen Gleichungen im zylindersymmetrischen Fall auf zwei unabhängige Glei- 
chungssysteme führen. Es wurde der Fall untersucht, in welchem das elektrische Feld 
und die Stromdichte in die Richtung der Zylinderachse zeigen. Dieser Fall konnte 
physikalisch realisiert werden, indem wir an die beiden — voneinander weit entfernt 
gedachten — Enden des Zylinders eine Spannung anlegten. 

Nun soll die andere Lösung betrachtet werden. Unsere Ausgangsgleichungen sind 
also jetzt: 


ö 1) 
E=—-H,— —H,, 1)' 
YEy 22 ae (1) 
OH, 10 
ee 2 
= ot r u = “ 
oH ö 
T en 3 
= ot 02° (2) 
Wenn 2/02 — 0 ist, erhalten wir folgende Gleichungen: 
0 
vyE,=—-—H,, (4) 
Or 
oH, 1 0 
= -— —rE.. 5 
ot r ar r 0) 


Aus Gl. (3) folgt X, = 0; da E, von z nicht abhängig ist. 

Wir sehen, daß das magnetische Feld diesmal nur eine z-Komponente, das elek- 
trische Feld nur eine @9-Komponente besitzt. Physikalisch ist dies realisiert, wenn 
wir ins Innere einer langen Spule einen massiven Metallzylinder einsetzen. Unsere 
Lösung stellt also eine Lösung des Problems der Hochfrequenzheizung dar. Wir er- 


halten aus (4) und (5) den Ausdruck 


d?H 1 dH 
Sue Mr H==0 6 
dr? r dr JORy (H) 


zur Bestimmung von H,(r, t) =H (r) e®!, Die Lösung dieser Gleichung ist aber, wie 
wir schon wissen, nach Gl. 3.19. (13) 


H=(J,(pr), (7) 
wobei 


p* = —jowuy. (8) 
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Den Wert von E liefert die erste Ableitung nach r entsprechend der folgenden 
Beziehung 


1 dA © C 
E=-— — = — Jı(pr) = Fler). (9) 


Die Konstante C kann durch das sich über die gestrichelte Linie der Abb. 3.103 
erstreckende Integral von H bestimmt werden: Sein Wert ist nämlich gleich dem 
umfangenen Strom. Haben wir N Wicklungen je Längeneinheit und. beträgt die 
Stromstärke des Erregungsstromes I,, so gilt nach dem Durchflutungsgesetz . 


IH, = 1CJ (pro) = IN]. (10) 

Daraus ergibt sich 

ER I. = (11) 
Jo(lpro) 


L Abb. 3.103 Heizspule eines Induktionsofens. Die magne- 
tische Feldstärke besitzt entlang der .gestrichelten Linie in 
der Spule den Wert 7, und außerhalb der Spule den Wert Null 


ee ee a 


Das Endergebnis lautet also 


Hr,i) = NL. Jutpr) e!®t, (12) 
Ju(pro) 
E,(r,i) = I N: Jı(pr) e®!. (13) 
y Jolpro) - 
Die Stromdichte wird durch die Formel 
pN]., 


Jen) = yEolr,)) = Jı(pr) ei! (14) 
Jo(pro) | 

bestimmt. | | 
Es ist leicht zu sehen, daß sich hier das magnetische bzw. elektrische Feld den 
verschiedenen. Frequenzen entsprechend über den Querschnitt so verändert, wie sich 
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im vorigen Abschnitt das elektrische bzw. magnetische Feld verändert hatte. Das 
elektrische Feld und das magnetische Feld haben nur ihre Rollen vertauscht. 
Die pro Flächeneinheit des erhitzten Zylinders durchströmende Leistung gibt uns 
der Ausdruck 
P, = ı Re (EH*), = N®lR Re pJg(pro) Jılpro) _ BR nen, 4 — DM Jılpro) 
2 ; 2y Jo(pro) J pr) a Jo(pro) 


an. 


SU 


Abb. 3.104 Zur Bestimmung der optimalen 
r,/Jö-Größen 


Inf 
Eine wichtige Rolle spielt die spezifische Wärmeleistung, d. h. die pro Volumen- 
einheit des Zylinders in Wärme umgewandelte Leistung. Für diese finden wir fol- 
gende Formel: 


PP |P,| 4 = ıP\| Drord 2 
4 a r, 


2 
0 


Pil. 


— 


Der Verlauf dieser Funktion in Abhängigkeit von r,/ö wird in Abb. 3.104 veranschau- 
licht. Die spezifische Wärmeleistung je Volumeneinheit erreicht ein ausgeprägtes 
Maximum. Ist der Durchmesser des in die Spüle eingesetzten Zylinders groß im Ver- 
hältnis zur KEindringtiefe, so ist: es zweckmäßiger, mehrere kleinere Zylinder ein- 
zusetzen. 


3.22. Wirbelströme in dünnen Platten 


Überall, wo die magnetische Feldstärke sich als Funktion der Zeit ändert, müssen 
die verwendeten ferromagnetischen Werkstoffe zur Verminderung der Wirbelströme 
parallel zu den Kraftlinien geschichtet werden. In den so entstandenen dünnen 
Platten treten’ noch immer Wirbelströme auf, die eine ursprünglich gleichmäßige: 
Verteilung des magnetischen Feldes so stark verzerren können, daß äußerst hohe 
Mehrverluste eintreten. Betrachten wir die Verteilungen des Stronies bzw. der nıagne- 
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tischen Induktion für den in Abb. 3.105 dargestellten Fall. Sämtliche Abmessungen 
der Platte können im Verhältnis zur Plattendicke als so groß angenommen werden, 
daß alle Randeinwirkungen vernachlässigt werden können. Die Stromdichte besitzt 
also nur eine x-Komponente. | | 

Analog zu unseren vorigen Betrachtungen kann man auch hier dieselben Glei- 
chungen aufstellen wie im Falle eines unendlichen ebenen Raumteils, d. h., 


d22 = jouyH, (1) 
dH 


Abb. 3.105 
Zur Bestimmung der Stromdichte in dünnen Platten 


(3) 
(4) 


Die Randbedingungen sind diesmal jedoch andere. Zuerst wird der Wert der magne- 
tischen Induktion an beiden Plattenrändern dieselbe Größe besitzen. Es ist also 
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Daraus ergibt sich die Beziehung 

A=B. (8) 

Demnach verläuft die magnetische Feldstärke entsprechend 

H = A(e-P: + eP?) — 2A cosh pz, (6) 

und die elektrische Feldstärke ist gegeben durch 

E—= —24A £ sinh p2. (7) 
% 

Die magnetische Induktion wird durch die Formel 


B= uH = 2Au cosh pz = B, cosh pz (8) 


beschrieben, und für die Stromdichte gilt 


J=yE = —2Apsinh p = ZN sinh pz2. (9) 
u 


Abb. 3.106 Verteilung von Stror.dichte und Induktion 
im Innern dünner Platten 


Die hier eingeführte Größe B, bestimmt den Wert der magnetischen Induktion an 
der Stelle z = 0. Die Stromdichte bzw. die Induktionsverteilung zeigt die Abb.3.106. 
Die Induktion hat in der Mitte wegen der entmagnetisierenden Wirkung der Wirbel- 
ströme ihr Minimum, das Maximum stellt sich an den Rändern ein. Die Wirbel- 
ströme sind an beiden Plattenrändern gleich groß, jedoch von entgegengesetzter 
Richtung. 

In der Praxis soll häufig der Mittelwert der Induktion bestimmt werden, da die 
induzierende Wirkung in den um den Eisenkern gewickelten Windungen dadurch 
am einfachsten Lerechnet werden kann. Seine Größe wird durch den Ausdruck 


a2 4/2 
Ba = z Bd&= zn cosh 112 d = 2B, "sinh pa (10) 
d d pd 2 
0 


dj? 
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geliefert. Aus den Gleichungen (8) und (9) erhalten wir für die Amplitudenwerte der 
Induktion bzw. der Stromdichte folgende Formel: 


IB| = B, |eosh pz| = B, |cosh (1 + j) kz| = B, |cosh kz cos kz + j sinh kz sin kz| 


Pe 


h 2k 2k 
— B, Ycosh? kz cos? kz + sinh? kz sin kz = B, re . (11) 
Für die Stromdichte ergibt sich nach (9) 
B Fe k 
Vera ee cos 2 = 13) 


Auf ähnliche Weise wie die Berechnung der Wärmeleistung weiter oben angedeutet 
wurde, kann sie auch in diesem Fall mit Hilfe der Beziehung 


2 
P=-, | ar (13) 
2 y 
V 


durchgeführt werden. Der zeitliche Mittelwert der in der Volumeneinheit verlorenen 
Leistung beträgt 


„= Ip"B IpFB, (cosh 2kz — cos 22) — B?(cosh 2kz — cos 2kz). (14) 
Au2y a 


Führen wir hier durch die Beziehung 


. e Vcosh kd kd 
IB,| = B, —B cosn — COs 
pd 


S kd 


9) 


ud 


an Stelle der Mittelpunktinduktion die mittlere Induktion ein, so wird die in der 
Volumeneinheit verlorene Leistung durch die Formel 


Liga (0) © 12d2 cosh 2kz —. cos 2kz (15) 
Yy 


9, Bm 4u cosh kd — cos kd ’ 


die Gesamtleistung jedoch durch den Ausdruck 


. dr 
P— — Iede=B: JR”. yg, Soh kd — sin kd sinh kd — sin kd (16) 
4u cosh kd — cos kd 
er), 
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gegeben. Danach ergibt sich die Leistung pro Volumeneinheit der Platte zu 


P _ P_ B wkd sinh kd — sin kd 17) 
Y Id "” 4u cosh’kd — cos kd' 


Dieser Ausdruck kann auch in folgender. Weise geschrieben werden: 


P wokd kd 3 sinh kd — sin kd (18) 
u 3 kd cosh kd — cos kd' 


Abb. 3.107 Verlauf der den Wirbelstromverlust 
darstellenden Funktion nach KÜPFMÜLLER 


Führen wir durch die Beziehung 


3 sinh kd — sinkd 


Fikd) = — ———— (19) 
kd cosh kd .— cos kd 

die Funktion F(kd) ein und berücksichtigen die Beziehung 

oki? w-muyd? wyd? 

4u-3 12-u 0 0 4 ' 

so bestimmt die folgende Formel den Wirbelstromverlust pro Volumeneinheit: 

P 1 

et ?d2B? F(kd). 20 

Dur ._ 


Den Verlauf der Funktion F(kd) können wir aus Abb. 3.107 ersehen. Für kleinere 
Werte von kd geht die Funktion gegen 1, so daß sich für den Wirbelstromverlust nun- 
mehr folgender Ausdruck ergibt: 


1 
P= ri vo2d?BV. (21) 
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Bei niedrigen Frequenzen nimmt der Wirbelstromverlust also mit dem Quadrat der 
Frequenz zu. Bei sehr großen Werten von kd gilt 
3 


Fikd) » -—. (22) 


In letzterem Fall ergibt sich für den Wirbelstromverlust die Gleichung 
| FIR FrFr: a 
= en vo?d?B? V a — Y2 e dB’ V, (23) 
24 u 


d. h., die Wirbelstromverluste wachsen bei sehr hohen Frequenzen und konstanter 
mittlerer Induktion mit der 1,5-ten Potenz der Frequenz an. Bei allen übrigen Fre- 
quenzen liegen die Verluste zwischen diesen beiden soeben berechneten Grenz- 
werten. 


C. Fernleitungen 


3.23. Ableitung der Differentialgleichung der Fernleitung 


Im folgenden Abschnitt wollen wir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in 
Paralleldrahtsystemen oder Koaxialleitungen untersuchen. Strenggenommen gehört 
dieses Thema bereits zur Lehre von den elektromagnetischen Wellen; eine Behand- 
lung durch quasistationäre Methoden ist jedoch möglich, wenn der Abstand der 
einzelnen Leiter im Verhältnis zur Wellenlänge der Leitungen klein gehalten wird. 
Diese Methode vereinfacht unsere Betrachtungen und benutzt bekannte, gewohnte 
Begriffe, wie z. B. Selbstinduktion, Kapazität und Spannung. Die Einführung der 
im vorhergehenden Teil besprochenen Grundgleichungen der quasistationären Strom- 
kreise sowie die Einführung der Begriffe des Selbstinduktionskoeffizienten und der 
Kapazität ist jedoch an die Bedingung gebunden, daß die Stromstärke entlang der 
Leitung in einem gegebenen Zeitpunkt überall dieselbe ist. Außerdem muß gesichert 
sein, daß alle Teile des Raumes, in denen die magnetische Feldstärke groß ist, ein- 
deutig bestimmbar sind und von jenen Teilen des Raumes abgesondert werden 
können, in denen die elektrische Feldstärke und damit die elektrische Energie des 
Raumes groß sind. 

Bei Fernleitungen wird weder die erste noch die zweite dieser Bedingungen erfüllt. 
In einem gegebenen Zeitpunkt besitzt dieStromstärke entlang der Leitung verschiedene - 
Werte; zugleich sind die elektrische sowie die magnetische Energie stetig entlang der 
gesamten Leitung verteilt. Wir nehmen eben aus diesem Grunde Fernleitungen und 
ähnliche Stromkreise als Kreise mit stetig verteilter Selbstinduktion und Kapazität 
an, im Gegensatz zu den gewöhnlichen quasistationären Stromkreisen, die an verschie- 
denen Punkten der Leitung konzentrierte Induktivitäten und Kapazitäten enthalten. 

Obwohl unsere Betrachtungen sich im folgenden stets auf zwei eng nebeneinander- 
liegende zylindrische Leiter beschränken, auf sogenannte Doppeldraht-, Parallel- 
draht- oder Lecher-Systeme, können unsere Feststellungen jedoch sinngemäß auch 
auf Koaxialleitungen übertragen werden. 
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Nehmen wir an, daß die in Abb. 3.108 dargestellte Parallelleitung je Längen- 
einheit eine Kapazität von Ü Farad/m, eine Induktivität von L Henry/m, einen 
Längswiderstand von RQ/m, ferner einen Querleitwert von @ Q-!/m besitzt. Alle 
diese Größen werden also auf eine Längeneinheit der Leitung bezogen. Der Wert 
von C bzw. L wird auf Grund jenes Kraftlinienbildes berechnet, das mit der ent- 


| |Verbraucher 


Abb. 3.108 Allgemeine Anordnung einer 


Generator Fernleitung 


Abb. 3.109 
Elektrische und magnetische Kraftlinien in der 
Umgebung eines Leitungspaares 


sprechenden Kraftlinienverteilung der statisch geladenen bzw.. von stationärem 
Strom durchflossenen Leiter identisch ist (Abb. 3.109). Da die Stromstärke entlang 
der Leitung nicht konstant ist, wird im folgenden ein so kleiner Abschnitt der Leitung 
betrachtet, daß in ihm die Stromstärke als konstant anzunehmen ist. Durch An- 
wendung des Faradayschen Induktionsgesetzes auf den Stromkreis in Abb. 3.110 
erhalten wir 


pri, [Baa a) 
= 21 
4A 


L 


Der Spannungsunterschied zwischen den Punkten A und D sei durch u(z, t) gegeben, 
der zwischen B und C durch u(&,t) + . dx. Das Linienintegral der Feldstärke 
| x 


auf der Fläche der Leitung ergibt die Ohmsche Spannung, so daß obiger Ausdruck 
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in folgender Weise dargestellt werden kann: 


p ra =i zart um a ae ) 
2 0x 2 
. (2) 


Wir beachten nun, daß der magnetische Kraftlinienfluß innerhalb des .Vierecks 
ABCD (gestrichelt) der Stromstärke proportional ist: 
® = Lide. | (3) 


Abb. 3.110 Zum Induktionsgesetz 


x X+dXx 


‚Diese Gleichung kann nur näherungsweise Gültigkeit haben, da wir die magnetische 
Feldstärke unter der Annahme berechnen, daß die Stromstärke entlang der ge- 
samten Leitung konstant ist. Im weiteren werden wir dagegen zeigen, daß diese in 
einfachsten Fällen entlang der Leitung einen rein sinusförmigen Verlauf hat, wenn 
der Strom und die Spannung als Funktion der Zeit in einem einzigen Punkte der 
Leitung gemäß einer reinen Sinusfunktion verlaufen. Sind jedoch die beiden Leiter 
einander sehr nahe, und zwar im Verhältnis zur betrachteten Wellenlänge, dann ist 
an der Bildung des magnetischen Kraftlinienbildes nur der Strom derjenigen Lei- 
tungsabschnitte beteiligt, die in der Nähe unseres Aufpunktes liegen. Auf diese Weise 
kann die obige Näherung zugelassen werden. Unsere bisherigen Ausführungen be- 
halten ihre Gültigkeit auch später bei der Berechnung des elektrischen Kraftfeldes. 
Das Induktionsgesetz läßt sich also in folgender Form schreiben: 
ou 07 


— — - Ri+L-. 4 
0x nn et (4) 


Dieser Ausdruck kann sehr einfach gedeutet werden: Der Spannungsünterschied. 
‘zwischen den beiden Leitern ändert sich entlang der Leitung, da der Ohmsche Wider- 
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stand der Leitung einen Ohmschen, die Induktivität derselben jedoch einen induk- 
tiven Spannungsabfall erzeugt. 

Untersuchen wir nun, warum sich die Stromstärke entlang der Leitung ändert. 
Erstrecken wir die sogenannte Kontinuitätsgleichung, die die Erhaltung der Ladung 
zum Ausdruck bringt, auf das mit gestrichelten ‚Linien bezeichnete Raumelement 
in Abb. 3.111. Durch die linke Grundfläche dieses Zylinders tritt ein Strom i(z, t) 


ein, während an der rechten Grundfläche ein Strom (x, t) + — dr austritt. Die 
x 


Differenz wird teilweise dadurch verursacht, daß durch die Mantelfläche des Zy- 
linders ein der Spannung proportionaler Strom zum gegenüberliegenden Leiter fließt. 
Die Größe dieses Ableitungsstromes beträgt 

uz,t) G dr. | (5) 


nn 


n 


Q Ux, u+St dx 


UXdE 


ulxt)G dx 


ZESIERDE.; Abb. 3.111 Zur Kontinuitätsgleichung 


Andererseits häuft sich in diesem Abschnitt dx eine Ladung an, oder die angehäufte 
Ladung verschwindet. Auch dadurch wird die Differenz zwischen den Eintritts- und 
Austrittsstromstärken erhöht. Die Änderung der Ladung während der Zeiteinheit 
im Abschnitt dx beträgt demnach 

öq ou 


2 —04 t Ode — (6) 
7 x ul, = a (6) 


Die Kontinuitätsgleichung hat also folgende Form: 


da,D) + — de + ul, t) @de — ix, t) = —C de 2; (7) 
n 
also ist 
--m+cH (8 
dx | 


Der Sinn dieser Gleichung ist folgender: Die Stromstärke ändert sich entlang der 
Leitung, da ein Teil des Stromes als Ableitungsstrom auf den anderen Leiter über- 


37 Simonyi 
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geht, ein anderer Teil sich dagegen als Ladung anhäuft. Das letztere Glied kann auch 
so gedeutet werden, daß sich ein Teil des Leitungsstromes als Verschiebungsstrom 
zwischen den:-beiden Leitern schließt. 

Diese Behauptungen können veranschaulicht werden, wenn wir das Ersatzschalt- 
bild eines kleinen Abschnitts von der Länge dx der Fernleitung aufzeichnen. (Die 
Länge dieses Abschnitts könnte eventuell auch die Längeneinheit. sein, auf welche 
die Kenngrößen CO‘, L, R, @ bezogen werden. Diese Einheit kann sinngemäß klein im 
Verhältnis zur Wellenlänge werden.) Die gesamte Leitung kann dann entsprechend 
Abb. 3.112 als eine Folge solcher kleinen Einheiten angesehen werden. Die Glei- 
chungen (4) bzw. (8) können nun mit Hilfe dieses Ersatzschaltbildes ohne irgend- 
welche Schwierigkeiten auf Grund der verallgemeinerten Ohmschen und Kirchhoff- 
schen Gesetze aufgestellt werden. 


dx Rx 
G dx Cdx 
Abb. 3.112 Ersatzschaltung eines Leiter- 
elements der Länge dr 
5.dx A.dx 


Unsere Gleichungen (4) bzw. (8), die die Grundlage nachstehender Betrachtungen 
bilden, gestalten sich für einen als Funktion der Zeit rein sinusförmig verlaufenden 
Wechselstrom in folgender Forn:: 


- =IR+]jwoLI=I(R-+joL), u(z, t) = U(x) eiet, (9) 

x | 

7, = 00 + CU = UlE. + jol), dat) = Ha) ei. (10) 
x 


3.24. Lösung der Differentialgleichung der Fernleitung 


Als Ausgangspunkt sollen die beiden im vorigen Kapitel bestimmten Differential- 
gleichungen | 
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dienen, welche die von Raum- und Zeitkoordinaten abhängige Änderung des Stromes 
bzw. der Spannung miteinander verknüpfen. Durch Differentiation von Gl. (1) nach x 
erhalten wir | | 

z ; 22 i 
a Da (3) 
02 0% Oro 0x öt 0x | 


In diese Gleichung führen wir nun den Wert von öi/öx aus Gl. (2) ein: 


u ou. du 
— - LÜ — OR-+GL) — GRu. (4 
er Fr +(CR+GL) Fr + GRu (4) 


Differenzieren wir aber Gl. (2) nach x und führen den Wert von öu/ öx aus Gl. (1) 
ein, so gelangen wir zu folgender Formel: 


= jo :(CR+GL ® LGRi (5 
ar er - N 
Dadurch erhielten wir zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Jede 
dieser Gleichungen enthält jedoch nur eine der Veränderlichen. Wir sehen, daß der. 
Form nach unsere Differentialgleichung für i mit der Differentialgleichung für 
völlig übereinstimmt. | 

Die Spannung und die Stromstärke sind im allgemeinen sowohl von den Raum- 
koordinaten als auch von der Zeit abhängig, und die entsprechenden Funktionen 
können — den Randbedingungen entsprechend — äußerst verwickelt sein. Für die 
Praxis sind die-Lösungen am wichtigsten, die als Funktionen von Raum und Zeit 
periodisch sind. Auf Grund dieser Ausführungen wollen wir versuchsweise eine Lö- 
sung der Form | | 


u= U, elet ya (6) 
ansetzen. Die einzelnen Differentialquotienten sind dann 


du. u du | u 
— = jwuU) — = ou) — = Yu 7 — =yia. 7 
Präggl. ern 0% et m 


Führen wir diese nun wieder in Gl. (4) ein, so erhalten wir für den unbekannten 
Faktor y den Ausdruck 


y? = —L(w® +jo(OR + GL) +GR = (R + joL) (G + jw0) &) 
oder 
y= + Y{R + joL) (G + jwO).. (9) 


37* 
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Wir nennen y den Fortpflanzungsfaktor oder das Übertragungsmaß. Er hängt von 
der Kreisfrequenz » — die für die zeitliche Periodizität maßgebend ist — sowie von 
den Leitungskonstanten R, C, L, G ab. Im allgemeinen ist y eine komplexe Zahl: 


y= (+ jP). (10) 


Die Spannung ist demnach in folgender Weise von den Raum- und Zeitkoordinaten 
abhängig, wenn wir das positive Vorzeichen in Betracht ziehen: 


u — U ejot-(atiß)z — Une elnmen,. (11) 


Wenn wir nun die Beziehung 


einführen, so erhalten wir 
iwle—L. Bee 
us=Uuü,e” € ( ) =, er ( ) (13) 


Aus diesen Gleichungen kann nun die Bedeutung des Real- bzw. des Imaginärteils 
des Fortpflanzungsfaktors ermittelt werden. Gleichung (13) stellt nämlich eine sich 
mit der Geschwindigkeit » fortpflanzende Welle dar, deren Amplitude dem so- 
genannten Dämpfungsfaktor & entsprechend gedämpft wird. Daß hier v tatsächlich 
die Bedeutung einer Geschwindigkeit hat, läßt sich leicht zeigen. Es sei nämlich die 
Phase der Spannung an einer beliebigen Stelle x, im gleichfalls beliebigen Z eitpunkt t, 
gegeben zu 


Mr (" a =) (14) 
®v 


Wir wollen denjenigen Ort x bestimmen, an welchem wir in einem späteren Zeit- 
punkt t dieselbe Phase vorfinden. Dazu dient die Gleichung 


o(a-2)=o(t- ) (15) 


Aus dieser Gleichung erhalten wir 


2-m=rlt—h); ent rlt—t). (16) 


Dies bedeutet, daß sich eine bestimmte Phase der ‘Welle, z. B. die Lage des Maximal- 
‚wertes oder der Nullstelle, gerade mit der Geschwindigkeit v = w/ß fortpflanzt. Die 
Größe $ wird Winkelmaß genannt. 
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Dadurch ist die Lösung der Gl. (4), der sogenannten Telegraphengleichung, eine 
sich in Richtung der positiven x-Achse fortpflanzende. Welle mit gedämpfter Ampli- 
'tude. Für den Fortpflanzungsfaktor hätten wir jedoch auch das negative Vorzeichen 
wählen können. Die dazu gehörende Lösung lautet: 


ur = Uze« ler) (17) 


Nach der bereits besprochenen Lösung stellt dieser Ausdruck eine sich in Richtung 
der negativen x-Achse mit der gleichen Geschwindigkeit » fortpflanzende Welle dar. 
Die Amplitude dieser Welle wächst exponentiell mit wachsenden Werten von x. Dies 
ist leicht zu verstehen, da die Welle, von großen positiven x-Werten kommend, 
gegen negative x fortschreitet und ihre Amplitude in Richtung der Fortpflanzung 
abnimmt. 


Re ulx,t) 
0 tytat 


Abb. 3.113 Spannungsänderung entlang der 
Leitung in zwei kurz’ aufeinander folgenden 
“ Zeitpunkten (siehe auch Abb. 3.128) 


B 


VW VNTDT 
rn 
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Abb. 3.113 zeigt den Momentanwert der in Richtung der positiven x-Achse fort- 
schreitenden gedämpften Spannungswelle als Funktion des an der Leitung gemes- 
senen Abstandes. Dieser ist also eine Sinuskurve mit abnehmender Amplitude. Die 
Länge einer vollen (räumlichen) Periode läßt sich aus folgender Formel berechnen: 
844 


Re - 
Jw— J 


FE (18) 


Daraus erhalten wir 


Letztere Formel gibt die Wellenlänge der Leitungswelle an. 
‚In derselben Abbildung haben wir zugleich die Spannungsverteilung in einem vom 
vorigen Zeitpunkt nur sehr wenig verschiedenen anderen Zeitpunkt dargestellt. Wir 
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können eine Verschiebung der gesamten Kurve nach rechts um de = vdt, ent- 
sprechend der Fortpflanzungsgeschwindigkeit v, feststellen. 

Der zeitliche Verlauf der an einer beliebigen Stelle der Leitung gemessenen Span- 
nung ergibt eine reine Sinuskurve. Diese wurde in Abb. 3.114 dargestellt. In der- 
selben Figur wird auch der zeitliche Verlauf der Spannung an einer von der vorigen 


Abb. 3.114 Zeitliche Spannungsänderung in 
zwei nahe beieinanderliegenden Leitungspunk- 
ten. (Siehe auch Abb. 3.128) 


Leitungsstelle etwas nach rechts liegenden anderen Stelle gezeigt. Es ist: leicht zu 
ersehen, daß an dieser Stelle einerseits der Amplitudenwert der Spannung abnimmt, 
andererseits sich ihre Phase verändert hat. 
Die Spannung kann auch als Funktion der Längenkoordinate in einem gegebenen 
Zeitpunkt in Form einer komplexen Größe dargestellt werden. In diesem Fall er- 
halten wir die in Abb. 3.115 gezeigte Spiralkurve. Die Werte der entsprechenden 


[IM (+ A,to)=Uglx, t)e® 
u rd, ty ) { 


Abb. 3.115 Vektorgerüst einer bei der Fort- 
bewegung gedämpften Welle. Änderung der 
‘Spannungsphase längs der Leitung. (Siehe auch 
Uxf 700) Abb. 3.128) 


Leitungslängen wurden neben den einzelnen Vektoren angedeutet. Die Spannung an 
einem beliebigen Ort kann mit Hilfe eines einfachen Drehvektors dargestellt werden, 
so daß durch Drehung der in Abb. 3.115 gezeigten Spiralkurve mit der Winkel- 
geschwindigkeit o jeder Punkt dieser Kurve den zeitlichen Verlauf des zum ent- 


"sprechenden Leitungspunkt gehörenden Spannungsvektors ergibt. 
Der Wert. der in Richtung der positiven x-Achse fortschreitenden Spannungswelle 


leer (20) 
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werde nun in die Gl. 3.23. (9) eingeführt. Dann erhalten wir für das Verhältnis der 
Amplituden von Spannung und Strom folgende Gleichung: 


yU; = I$(R+ joL), 


Ur R-+ joL R+ jwL 
—=-4= a ya (21) 
I, +7 G + joC 


Diese Größe Z,, die in der Theorie der Fernleitungen eine ebenso wichtige Rolle 
spielt wie der Fortpflanzungsfaktor, wird Wellenimpedanz genannt. Hätten wir in 
Gl. 3.23. (9) eine in Richtung der negativen x-Achse fortschreitende Welle eingesetzt, 
so könnte man das Verhältnis von Strom und Spannung durch ‘folgende Gleichung 
bestimmen: 


U, _ R+ioL _ er, 23) 


Die Wellenimpedanz gibt demnach das Verhältnis der Amplituden derjenigen 
Spannungs- und Stromwellen an, die beide in positiver Richtung fortschreiten. . 

Suchen wir für die Gleichungen (1) und (2) zeitlich periodische Lösungen mit einer 
ganz bestimmten Frequenz, so gelangen wir zu den gewöhnlichen Differential- 
gleichungen 3.23. (9) bzw. 3.23. (10). Diese beiden Differentialgleichungen führen nun- 
mehr zu linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien- 
ten, so daß in ihren allgemeinen Lösungen nur zweifrei wählbare Konstanten auftreten. 
Gerade durch die richtige Wahl dieser Konstanten kann die allgemeine Lösung den 
gegebenen Randbedingungen angepäßt werden. Auf diese Weise läßt sich die all- 
gemeine Lösung der Spannungswelle als 


us,h))=su+tu = Ur SRTIEE DT, eluttyz (23) 
und die der Stromwelle als 
ia, t) =i+ + = I elot-72 4 Io elattıa (24) 


darstellen. Führen wir die zwischen gleichsinnig laufenden Spannungs- und Strom- 
amplituden bestehenden Beziehungen (21) und (22) ein, so erhalten wir 

+ — 
Üx, t) 2 uS elat—yr rs eJuttyrT, (25) 
| 0 Zo 


Da die zur Bestimmung der Stromstärke herangezogene Differentialgleichung (5) 
der Differentialgleichung der Spannung analog ist, folgt auch, daß die Stromwelle 
im allgemeinen Fall einen durch A. (24) beschriebenen Verlauf besitzt. Ein Unter- 
schied kann nur die Konstanten betreffen. 
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Im allgemeinen Fall erhalten wir also an der untersuchten Leitung zwei sich gegen- 
einander fortpflanzende Spannungs- und Stromwellen. Das Amplitudenverhältnis 
der gegeneinander laufenden Wellen sowie der Wert der einen Amplitude kann aus 
den an zwei beliebigen Stellen der Leitung angenommenen Werten der Spannung 
oder der Stromstärke berechnet werden. Es ist jedoch üblich, den Spannungswert 
auf einen Punkt der Leitung zu beziehen sowie das Verhältnis der Spannung zur 
Stromstärke anzugeben und die Konstanten U, und U, mit Hilfe dieser Angaben 
zu bestimmen. 


3.25. Das Verhalten des Fortpflanzungsfaktors 
und der Wellenimpedanz als Funktion der Leitungskonstanten 


Zur Ermittlung der reellen und imaginären Komponenten des Fortpflanzungsfaktors 
dient die Bestimmungsgleichung 


y=a+jß=Y(R + joL) (G + joO). (1) 


Wollen wir den Dämpfungstaktor & und das Winkelmaß ß gesondert bestimmen, so 
quadrieren wir beide Seiten dieser Gleichung: 


a — B® + 2jßa = (R + joL) (G + joQ). (2) 
Durch Gleichsetzen der Real- bzw. Imaginärteile erhalten wir folgende Ausdrücke: 
«2 —B? =GR — LOw®, (3) 

2x8 =o(RC + GL). (4) 


Aus diesen beiden Gleichungen können & und f. gesondert ermittelt werden. Es ist 
jedoch einfacher, das Quadrat des Absolutwerts beider Seiten der Gl. (1) anzugeben: 


+ ß?= + Y(R? + w2L2) (G? + ©?C?). (5) 
Subtrahieren wir Gl. (3) von Gl. (5), so erhalten wir 
2ß2 = w2LC — GR + JR? + 0212) (G? + @2C}). (6) 


Daraus ergibt sich 


A +y4 (w2LC — GR) + — yo: + 021) (6? + 020%). (7) 
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Die Addition beider Gleichungen dagegen liefert 
_ = | 
+)4 (GR — o®?LC) + > Y(R? + w?2L?) (G? + w20?) - (8) 


Aus Gl. (4) ist zu ersehen, daß ß und «& gleiches Vorzeichen haben, weil auf der 
rechten Seite dieser Gleichung sämtliche Faktoren positiv sind. Dadurch gehört in: 
den Gleichungen (7) bzw. (8) tatsächlich die positive Wurzel der einen Gleichung 
zur positiven Wurzel der anderen und die negative Wurzel der einen Gleichung zur 
negativen Wurzel der anderen. Wie bereits im vorigen Kapitel gezeigt wurde, gehört 
zur positiven Wurzel eine sich in Richtung der positiven x-Achse mit abnehmender 
Amplitude ausbreitende Spannungswelle, während zur negativen Wurzel eine in 
Richtung der negativen x-Werte fortschreitende Welle gehört, deren Amplitude in 
dieser Richtung abnimmt, also in positiver x-Richtung ansteigt. Um die Bedeutung 
von & und ß zu veranschaulichen, separieren wir die Gleichungen dieser beiden 
Spannungswellen voneinander: | 


 f B_ 
nk=Ure le bzw. uw =U, e* e re) s (9): 
Die Formeln des Dämpfungskoeffizienten und des Winkelmaßes als Funktionen der 
Leitungsparameter sind — wie wir sehen — unübersichtlich. Wir unterscheiden des- 
halb im folgenden einige denı praktischen Fall näherliegende Spezialfälle. 
Für die Wellenimpedanz können wir die folgende Beschränkung hinsichtlich ihres 
Winkels angeben. Da | 


_ Aa/lR+ jo er IR + joL| 5° 
o= EN 


I@ + joQ| e’r ‚l@ + joC] 
unddO<sop<s +n/2bzw.ÖO<y<s + r/2, erhalten wir 
—n/4 <arc Z,< +n/4. (10) 


3.25.1. Ideale Leiter 


Ist die Isolierung beider Leitungen vollkommen und sind die Leitungen selbst un- 
endlich gute elektrische Leiter, so gilt 


R=0: G=0. (11) 


Nach Gl. (8) ist der Dämpfungskoeffizient gleich Null, wie wir es in diesem Falle 
nicht anders erwartet hatten: 
R 


“—=0. (12) 
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Für das Winkelmaß erhalten wir 
B=wyYLC. (13) 


Die Geschwindigkeit ergibt sich danach zu 


— (14) 


8 yIc 


N 


Es ist bekannt, daß die Kreisfrequenz eines Schwingungskreises mit der Induk- 
tivität_ Z und der Kapazität © durch die sogenannte Thomson-Formel 


a (15) 


gegeben ist. Die Maßeinheit von & ist s-!. Es soll uns nicht täuschen, daß hier ein 
Ausdruck scheinbar identischer Form die Fortpflanzungsgeschwindigkeit liefert. Hier 
bedeuten aber sowohl Z als auch C etwas anderes als in der Thomson-Formel und 
auch ihre Maßeinheiten sind von jenen verschieden: L und (© stellen hier die auf die 
Längeneinheit bezogene Induktivität bzw. Kapazität dar. Entsprechend ist auch die 


Maßeinheit von 1/YLC in ms-! anzugeben. 

Aus Gl. (14) könnte man den Schluß ziehen, daß die Phasengeschwindigkeit der 
Wellen durch unendliche Verminderung von L und C beliebig groß gemacht werden 
kann..In Wirklichkeit ist das nicht möglich, weil sich die Drahtwellen entlang eines: 
idealen Leiters mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Es ist also 


ee; (16) 


‘ Dieser Zusammenhang ist jedoch leicht einzusehen, wenn wir bei verschiedenen 
Leitungsanordnungen die Z- und C’-Werte als Frnktionen der geometrischen Kenn- 
größen der Leitung vergleichen. Der Ausdruck besagt, daß sich im Fall einer Ver- 
minderung der Leiterkapazität die Selbstinduktion erhöht und umgekehrt. Wir er- 
kennen das, wenn wir z. B. die Kapazität der Leitung dadurch erhöhen wollen, daß 
wir beide Leiter: dicht aneinander bringen. In diesem Falle nimmt die Anzahl der 
je Längeneinheit umfaßten magnetischen Kraftlinien ab. 

Ist die Leitung nicht ideal, so wird sich die Geschwindigkeit im Verhältnis zur 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c verändern. Wir sehen leicht ein, daß sich die Ge- 
schwindigkeit nur verringern kann. Der Kehrwert des Quadrates der Geschwindig- 


3.25. Verhalten des Fortpflanzungsfaktors und der Wellenimpedanz 587 


keit hat nämlich die Form 

ı &® 1 RG 1 ı//R2 G? 
._.-I/Eo0 - — — 1/f— + ZI) [— + 02 
” wo 2 | =) 7 2 Ne ia \G = 


2012 2022 2(22 
-; (We -5)+ L Ya + & RE N 


@® 2 w* „* 
| | (17) 
1 : R@ 1 RG\® 2RGLC  R2C? . LG 
— — [LÜ — — — LC + —) — a, 
2 | a A 2 / “ u w? I w* = w* 
„1 (v0 20) 11 Yo RR 
2 w® 2 w 10) 


Der Betrag des letzten Ausdruckes kann dadurch verringert werden, daß wir das 
zweite Glied unter dem Wurzelzeichen — das in jedem Falle positiv ist — vernach- 
lässigen. Es wird dadurch 


y2 


De Ds NE 0 SEA WER 2.8 (18) 
2 w* 2 w° 
und hieraus folgt 


Dadurch wurde bewiesen, daß die Phasengeschwindigkeit der Drahtwellen unter 
allen Umständen kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit und im Idealfall diese 
Grenze höchstens erreicht, aber niemals überschritten werden kann. 

Der Wellenwiderstand ergibt sich im Idealfall aus Gl. 3.24. (21) zu 


De partie az -V& (20) 
G + joC C 

d. h., im Idealfall ist sowohl die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen als auch 

der Wellenwiderstand von der Frequenz unabhängig. Der Wellenwiderstand hat in 

diesem Falle Ohmschen Charakter. Dies bedeutet, daß die sich entlang der idealen 


Leitung ausbreitende Spannungswelle in gleicher Phase mit der sich in gleicher 
Richtung fortpflanzenden Stromwelle ist. 


Tabelle 3.2 Die primären Parameter der zwei einfachsten Anordnungen. Die Kapazität ist in höchstem Maß, die Induktivität 
näherungsweise unabhängig von der Frequenz. R und G@ hängen dagegen von der Frequenz ab. Die Frequenzunabhängigkeit 
der sekundären Parameter (Z, und y) — im Nichtidealfall — soll man also nur in dem Sinne verstehen, daß sie nicht explizit 


von der Frequenz abhängen. ö = Yilrfuo bedeutet die Eindringtiefe, ö, den Verlustwinkel, og den spezifischen Wiederstand 


Induktivität 


Anordnung Kapazität Längswiderstand Querleitwert Wellenimpedanz für 
- C (F/m] “L[H/m] R [Q/m] G [S/m] |verlustlose Leitung 
2ne re Qi, 2a >] Br gone 
Hg mn 4; Ag ee: 
In — ‘ & r; 
r; | 
Pe 2e + ea _ [9< |oc tandy = wane tan öy 
Ir ;ö;r 270g Yo. 
Innere In Fr | 
Induktivität i 
vernachlässigt ne 
2 6>n,|=0 Ar 190 10 I 
rar = &, Yo 
TE | 
ne: ja, 0 ame 
N — — In — 2 d<n o@C tandy = ——tan öy 
ro 2 Y) 2rryd In s 
(dr, <d) | 2) 
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odugdıo arguoryezsisend) 'g 
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Im Idealfall ergibt sich also der Fortpflanzungskoeffizient y in der Forn: 
y=iß=joyLO. (21) 


Es ist von außerordentlich großer Bedeutung, daß im Idealfall beide Größen, 
sowohl Dämpfung als auch Fortpflanzungsgeschwindigkeit, frequenzunabhängig 
‘sind. Stellen wir uns vor, daß wir eine als Funktion der Zeit beliebig verlaufende 
Spannung an den Eingang der Leitung legen. Diese Spannung kann zu jeder Zeit als 
Summe rein sinusförmiger Spannungen mit stetigem bzw. diskretem Spektrum dar- 
gestellt werden. Bei einer verlustfreien Leitung schreitet jede Komponente mit der: 
selben Geschwindigkeit und gleichbleibender Amplitude längs der Leitung fort, trägt 
also in jedem Punkte. der Leitung in gleicher Weise zu der resultierenden Spannung 
bei. Die dem Eingangspunkt der Leitung zugeführte Spannung durchläuft die 
Leitung in gleichbleibender Forn, also verzerrungsfrei. 


3.25.2. Leitungen mit geringer Dämpfung 


Es wird angenommen, daß der Ohmsche Widerstand im Verhältnis zum induktiven 
Widerstand klein ist und daß auch der Querleitwert klein im Verhältnis zum Produkt 
&C sei. In der Praxis ist dies, besonders bei hohen Frequenzen, oft der Fall. Durch 


Herausheben des Produktes jo YLC im Ausdruck des Fortpflanzungskoeffizienten 
erhält man 


—— 1/2 \U2 
y=joyYLC ( —j ei ( —j .) 2 (22) 
oL \ 
Hieraus wird durch Einführung der Näherungsformel 


1 L. = 
nn 


— also der ersten drei Glieder in der Binomialreihe von (1 — a)!!® — und durch 
Vernachlässigung sämtlicher Potenzen von .1/w, die höher als 2 sind, der Ausdruck 
fe i/[R.G6\.- 1/R 0% 
z joYLCI1 —- - I— + — — l— — — 23 
ä joy | w Fr + so) ” Iw? (z C 


gewonnen. Somit entspricht dem Winkelmaß die Gleichung 


— 1 /R 6\N 
ro lz- 2) |: (24) 
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und der Dämpfungskoeffizient hat die Form 


1 ceı L 
w— Rli/—+—4G |/—'. 25) 
am n yE+4 yz (25) 


Es ist ersichtlich, daß die Dämpfung nicht explizit von der Frequenz abhängt. Die 
Phasengeschwindigkeit dagegen nimmt mit wachsender Frequenz zu: 


2 
ß V LC 8w: \L C) | 
Diesen Zusammenhang kann man aus Gl]. (24) mit Hilfe der Näherungsformel 


1 
s1l-—a 


i+ta 


erhalten. | 

Wir können unseren Fall auch noch weiter spezialisieren, indem wir annehmen, 
daß der Querleitwert einen sehr kleinen Wert hat. In der Praxis ist dieser Fall leicht 
zu realisieren, da man Kabel mit guter Isolation leicht verfertigen kann. Der Dämp- 
fungskoeffizient wird demnach gegeben zu: 


& =4Ry (27) 
2 L 


Die Dämpfung kann also durch Erhöhung des Induktionskoeffizienten vermindert 
werden. Eine solche Erhöhung \kann entweder durch Einbau von gesondert einge- 
schalteten konzentrierten Induktivitäten, den sogenannten Pupin-Spulen, erfolgen 
oder aber durch stetig verteilte Induktivitäten verursacht werden, indem man eine 
aus elektrisch gut leitendem Material gebaute Leitung mit ferromagnetischem Draht 
umwickelt (Krarup-Verfahren). | 

Die Wellenimpedanz nimmt im Falle einer kleinen Dämpfung folgende Form an: 


TR nn 
on jahliei ) ae 

5 ar  "oL]) „/L oL (28) 
oo” Er mm m m — — ——., 
G + jo0 io (1-1) eV ı_;& 
| wC ol 


Durch Einführung einiger vereinfachender Näherungen: 


- a q 
1-aR&1--; (d-a,rits1+— 
( ) 5 ( ) u, 
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erhält.man als Endresultat den Ausdruck 


zei bei eo. (29) 
(6, 2wL. 20 

Wir stellen fest, daß mit zunehmender Dämpfung die Wellenimpedanz einen frequenz- 

abhängigen Imaginärteil enthält. 


3.25.3. Große Dämpfung 


Im Bereich großer Dämpfung behandeln wir.nur den Spezialfall 
LG = RC, RIL=G6/C, C/L=@/R. (30) 


Unter diesen Umständen erhalten wir 


= VR FED 3O) = joyR Vi +) (14 5) 


jwC 
a R 
— jo YLC ( + = —= jw VLC +  YRG=jß-+a. (31) 
jo 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt sich also zu 
0) 1 
v- - zz. (32) 
PP yYLC 


a 


Sie ist von der Frequenz weitgehend unabhängig und stimmt mit der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der verlustfreien Leitung überein. Auf ähnliche Weise erhält man 
für den Dämpfungskoeffizienten 


— YRG. (35) 


Letzterer hängt auch nur implizit von der Frequenz ab. Dadurch kann auch bei 
endlicher Dänpfung eine fast verzerrungsfreie Übertragung erreicht werden, da sich die 
Einzelkomponenten eines beliebigen Spannungsverlaufes mit gleicher Geschwindig- 
keit bewegen und ihre Amplituden sich im gleichen Verhältnis vermindern. Wir 
erhalten am Ende der Leitung einen fast verzerrungsfreien, gegenüber den Eingangs- 
signalen kleineren Ausgangswert. 

Wir wollen nun für den Dämpfungskoeffizienten & eine später noch nützliche 
Formel ableiten. 

Es wurde bereits gezeigt, daß sich im Falle sehr kleiner Dämpfung die Spannungs- 
bzw. Stromwelle folgendermaßen schreiben läßt, wenn beide in gleicher Richtung 
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laufen: 


(34) 


Die elektrische Leistung beträgt also 


—2ar 2 
ne [7 ( — 2) . (35) 
Zo V 


Der zeitliche Mittelwert der Leistung, die eine beliebige Stelle x durchläuft, 
errechnet sich zu 


Pi. (36) 


Die Leistung ändert sich .entlang der x-Achse infolge der Verluste. Der auf die 
Längeneinheit bezogene spezifische Verlust hat den Wert 


2 — 2ır 
EP eit e 
tl _ + 2 


cx 0 


Re = Fern — 2&Peit- (37) 


e 


‚Aus dieser Formel erhält man für den Dämpfungskoeffizienten den Wert 


—_, (38) 


3.26. Erscheinungen am Ende der Leitung 


Es wurde bereits gezeigt, daß die allgemeine Lösung der Differentialgleichung der 
Fernleitung folgende Form hat: 


ua,t) = Uf det + US elettrz (1) 
bzw. 

+ - 
iz, t) ae IS ejat-yx + 15 eluttyr =: Lu Jet yr _ U, eJwt+yr, (2) 


0 Zo 
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In diesem Kapitel wollen wir uns das Ziel setzen, den Wert der in dieser Gleichung 
auftretenden Konstanten U, bzw. /, oder, strenger genommen, das Verhältnis dieser 
Werte zu bestimmen, wenn wir der Praxis entsprechende Randbedingungen an- 
nehmen. An der Stelle xz = 0 der Leitung wollen wir einen beliebigen komplexen 
Widerstand Z als Abschlußimpedanz anbringen (Abb. 3.116). In Richtung negativer 


x 


Abb. 3.116 Abschlußimpedanz am Leitungsende 
X=0 


x-Werte möge die Leitung unendlich lang sein. Die Randbedingung kann also 
folgendermaßen gegeben werden: An der Stelle x = 0 ist das Verhältnis von Span- 
nung und Strom dem angegebenen Impedanzwert gleich. Es gilt also 


| =Z. (3) 
 |z=0 

Wir sehen, daß diese Bedingung durch eine einzige, entweder in positiver oder 
negativer x-Richtung fortschreitende Welle nicht erfüllt werden kann, da das 
Amplitudenverhältnis der zusammengehörenden Spannungs- und Stromwellen 
gleich +Z, oder —Z, ist. Es muß also neben der in der positiven Richtung fort- 
schreitenden einfallenden Welle auch eine zweite sich in Richtung der negativen 
x-Achse fortpflanzende, sogenannte reflektierte Welle angenommen werden. Dadurch 
hat die unsere Randbedingung befriedigende Lösung die Form der Gl. (1). Das 
Amplitudenverhältnis der einfallenden und der reflektierten Welle erhält man durch 
Ansetzen der Randbedingung nach Gl. (3). Es gilt also 


| + e + = 
Zi re = 0 zu: (4) 
io tt Dt 
Beachten wir nun noch die Formel 
ur \ UT 
TE = Zo; FE = —Z,, (5) 
0 0 


dann nimmt Gl. (4) folgende Gestalt an: 


U; +U 


Z=Z i 
"uU, 


38 Simonyi 
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Durch Einführung des sogenannten Reflexionsfaktors p = U;/U} erhält der Aus- 
‚druck für Z-die Form. 


U; 
+ 1+p 
_% DD 
U; 


Daraus erhalten wir 


Z—- Z 


ru: (8) 


p 


Der Reflexionsfaktor gibt an, welcher Teil der einfallenden Wellen reflektiert wird. 
Dieser Faktor ist im allgemeinen eine komplexe Zahl; sein Absolutwert ist gleich dem 
Verhältnis der Absolutwerte der reflektierten und einfallenden Wellen; seine Phase 
gibt an, ob und in welchem Maße die reflektierten Wellen den einfallenden Wellen 
gegenüber voreilen oder zurückbleiben. j 
Mit Hilfe des Reflexionsfaktors kann unsere, die vorgeschriebene Randbedingung 
erfüllende Lösung in der Form | 


ua, t) = U [e"'7? + pet] (9) 
bzw. 

IR 2 

ie, ) = Z. [er® — pelettrr] (10) 


0 


angegeben werden. . 

Sind die Kenngrößen der Fernleitung, der Abschlußwiderstand und die Amplitude 
der einfallenden Welle bekannt, so ist es mit diesen beiden Gleichungen möglich, an 
jeder beliebigen Stelle zu jedem beliebigen Zeitpunkt die zusammengehörenden 
Spannungs- und Stromwerte zu ermitteln. Geben wir nicht die an der Stelle x —= 0 
einfallende Welle, sondern die am Abschlußwiderstand auftretende Spannung U, an, 
so beträgt die Spannung bzw. Stromstärke an einer beliebigen Stelle der Fernleitung: 


uw) = X ee ie (11): 
| 1+p 

‚U Eur = 

ÜUx, it) = ——— [e®!7? — pn el®!tr?], (12) 


1+PZ% 
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Es gilt nämlich 


woraus 

L (13) 
rn 

folgt. 


Wir wollen nun die Spannungs- und Stromverteilung in einigen Sonderfällen 
untersuchen. 

Bei unserer ersten Betrachtung sei die Abschlußimpedanz der Wellenimpedanz der 
Fernleitung gleich, d. h., 


Z = Zo .. (14) 
In diesem Fall nimmt der Reflexionsfaktor den Wert Null an; die Lösung lautet also 
u+ 


u=Uleeln, je Tz elei=rz, - (15) 
0 


Das Verhältnis von Spannung und Stromstärke ist gleich der Wellenimpedanz, auch 
wenn wir Leitungen von endlicher Länge benutzen. Wir betonen hier noch 'einmal, 
daß die Wellenimpedanz in einem beliebigen Punkt der Leitung nur dann dem 
Verhältnis von Spannung und Stromstärke entspricht, wenn sich in der Leitung nur 
in einer Richtung eine Welle ausbreitet. Dies ist entweder bei einer unendlich langen 
Leitung oder aber bei endlicher Leitungslänge möglich, wenn wir den Ausgangspunkt 
der Leitung mit der Wellenimpedanz selbst abschließen. In diesem Fall wird die 
gesamte vom Generator der Fernleitung zugeführte Energie bei einer verlustlosen 
Leitung am Abschlußwiderstand verbraucht. Wird der Verbrauchswiderstand ent- 
sprechend bemessen, so sagen wir, der Verbraucher wurde der Leitung reflexionsfrei 
angepaßt (Abb. 3.117). 

Im zweiten Spezialfall möge der Ausgang der Leitung kurzgeschlossen werden. 
Dabei ist der Abschlußwiderstand gleich Null und der Wert des Reflexionsfaktors 
—1, da 


ne Vet (16) 
‚ist. Die Spannung beträgt dementsprechend 


age Uffejot= v2. _ eiet+tye], (17) 


38* 
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während die Stromstärke gleich 


y U: jwt —yx jot-+ yr 
i= —. [ort +eletioe] ee) 
0 


Abb. 3.117 

Strom- und Spannungsverhältnisse einer 
durch einen angepaßten Verbraucher ab- 
geschlossenen idealen Fernleitung 


Das an beliebigen Stellen eingeschaltete Anıpere- 
meter zeigt denselben Wert: an. Die Maxima von 
Strom und Spannung und damit auch die Maxima 
der elektrischen und der magnetischen Feldstärke 
fallen örtlich in sämtlichen Zeitpunkten zusam- 
men. Entlang der Leitung ändern sich in einem 
gegebenen Zeitpunkt sowohl die Spannung als 
auch der Strom in der gleichen Phase sinusförmie. 
Diese Sinuslinie bewegt sich längs der Leitung mit 
einer Geschwindigkeit von ® = w/ß fort. Das Ver- 
hältnis von Spannung zu Strom ergibt entlang der 
Leitung denselben Wert. Die Amplitude von Span- 
nung und Strom und somit auch die Impedanz 
sind von Anfang bis Ende konstant. . 


© 
Z 
an 

Ss. 
E 
[I 


Impedanz 


ist. Beschränken wir unsere Betrachtung auf verlustfreie Leitungen, dann ver- 
einfachen sich unsere beiden Gleichungen 


u= U; ef! ferift — er] = —2jU, e’”' sin Br (19) 
bzw. 

Den | Ur 
i= — el" fen 4 er] 2 zu ee! cos Br. (20) 


0 0 
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Durch Einführung der Wellenlänge A aus der bekannten Formel $ = 2r/A gelangen 
wir zu den Ausdrücken 


2 
u= —2jUg e®! sin ee, (21) 
A 
bzw. 
% 
2 Se ei®! cos = 2: (22) 


0 


Aus den Gleichungen (17) und (18) kann man ersehen, daß am kurzgeschlossenen 
Ende eine Reflexion auftritt: Die Spannung wird in entgegengesetzter Phase, der 
Strom jedoch in gleicher Phase reflektiert. Resultierende Spannung und Stromstärke 
bilden eine stehende Welle. Die Amplitudenverteilung entlang der Leitung kann also 
mit Hilfe eines Sinusgesetzes beschrieben werden, und die Extrem- und Nullstellen 
dieser Sinuskurven ändern während der gesamten Zeit nicht ihren Platz, wie übrigens 
auch aus den Gleichungen (21) und (22) geschlossen werden kann. 

In Abb. 3.118 sind das kurzgeschlossene Leitungsstück und die einem beliebigen 
Zeitpunkt entsprechende Strom- sowie die magnetische Feldstärkenverteilung dar- 
gestellt. Darunter ist die Spannungsverteilung in einem beliebigen Zeitpunkt an- 
gegeben. Diese Spannungsverteilung zusammen mit der darunter gezeichneten Strom- 
verteilung entspricht den oben an der Leitung auftretenden Werten (Kurve I!). Im 
nächsten Augenblick wird die Spannung an allen Punkten zunehmen, und wir erhalten 
die Kurve 2. Die entsprechende Stromkurve ist ebenfalls in der Abbildung gezeigt. 
Es ist leicht zu sehen, daß die Knotenpunkte und die Maxima der Spannung oder der 
Stromstärke dauernd an derselben Stelle verbleiben. Der Abstand dieser Punkte von- 
einander wurde gleichfalls angegeben. Das Diagramm zeigt ferner, daß in dem Augen- 
blick, in dem die Spannung an jeder Stelle der Leitung ihren maximalen Wert erreicht 
hat, die Stromstärke entlang der gesamten Leitung Null ist. Auch dieser Fall kann 
nur bei stehenden Wellen auftreten. Ist die Stromstärke überall gleich Null, dann ist 
die Energie ausschließlich in Form elektrischer Energie vorhanden. Ist jedoch die 
Spannung überall gleich Null, so ist die magnetische Energie dem Wert der gesamten 
vorhandenen Energie gleich. Wird eine zur Leitung senkrechte Ebene durch den 
Knotenpunkt der Stromstärke bzw. der Spannung gelegt, so ist dort die Stromstärke 
bzw. die Spannung — also auch die magnetische bzw. die elektrische Feldstärke — 
zu allen Zeitpunkten gleich Null; es muß also auch der Poyntingsche Vektor des 
'Energieflusses gleich Null sein. Es erfolgt also keine Energieströmung aus einem 
solchen Abschnitt der Länge A/4 oder in einen solchen Abschnitt hinein. Die Energie 
tritt vielmehr entweder an der linken Seite eines solchen Abschnittes in Forır. magne- 
tischer Energie oder aber an der rechten Seite in Form elektrischer Energie auf. Für 
stehende Wellen erhalten wir also nur Energieschwingungen. Unsere Feststellungen 
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gelten natürlich sinngemäß nur nach der Beendigung des Einschwingvorganges: zur 
Bildung stehender Wellen wird Energie verbraucht, die beim Einschalten in den ent- 
sprechenden Teilen des Raumes angehäuft wird. In Abb. 3.118 wurde außerdem noch 


Abb. 3.1i8 Elektrische Verhältnisse einer 
am Ende kurzgeschlossenen idealen Leitung 


Die in die Leitung eingeschalteten Ampere- und 
Voltmeter können von Null bis zu einem Maximal- 
wert alle Werte anzeigen. Strom und Spannung 
sind räumlich und zeitlich um 90° gegeneinander 
verschoben. Dementsprechend liegt das Maximum 
des elektrischen Feldes an der Nullstelle des ma- 
gnetischen Feldes. Längs der Leitung verläuft 
in einem gegebenen Zeitpunkt sowohl der Strom als 
auch die Spannung sinusförmig. Die Null- und Maxi- 
malstellen dieser Sinuslinie sind ortsfest. In der Ab- 
bildung wurden die zugeordneten Spannungs- und 
Stromwellen mit derselben Zahl bezeichnet. Die 
Spannungs- und Stromamplituden ändern sich 
gemäß dem gleichgerichteten Sinus- bzw. Cosinus- 
verlauf, und entsprechend verändert sich die Impe- 
danz gemäß der Tangensfunktion 


Abb. 3.119 Vektordiagramm einer 
kurzgeschlossenen Leitung 


die Amplitudenverteilung des Stromes sowie der Spannung angegeben. Diese ist mit 
der gleichgerichteten Sinuskurve identisch. 

Die stehenden Wellen können nach Gl. (19) auch als aus zwei gleichen, sich jedoch 
in entgegengesetzter Richtung drehenden Vektoren zusammengesetzt aufgefaßt 
werden, wenn wir die Amplituden bzw. Phasen dieser Vektoren entlang der Leitung, 
also als Funktion von x, ansehen (Abb. 3.119). 
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Abb. 3.120 zeigt die entsprechenden Kurven für den Fall einer offenen Leitung. 
Der Abschlußwiderstand einer offenen Leitung ist unendlich groß, und der Reflexions- 
faktor hat den Wert 1, da 


Zo 

et 0 wenn Ze. (23) 
Z+Z, Z, 
zZ 


Abb. 3.120 Elektrische Verhältnisse einer 
am Ende offenen idealen Leitung 


Der einzige Unterschied gegenüber Abb. 3.118 besteht 
darin, daß Strom und Spannung und dementsprechend 
elektrische und magnetische Feldstärke gegeneinander 
vertauscht wurden 


Amplitude 


Reaktanz 


Abb. 3.121 Vektordiagramm einer Leitung 
mit offenen Enden 


Hiermit kann man analog die Spannungswellen 


2 
u = 20, e!®! cos 2 x (24) . 
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bzw. die Stromwellen 


+ 
ie Beh el®! sin zu x (25) 
2 


ableiten. Bei offenem Leitungsausgang besitzt die Spannung anı Ende der Leitung 
ein Maxinıum und die Stromstärke einen Knotenpunkt. Auch hierzu wurden die 
Amplitudenverteilung und der komplexe Spannungsvektor entlang der Leitung 
angegeben (Abb. 3.121). 

Nehmen wir an, der Abschlußwiderstand der idealen Leitung sei ein Ohmscher 
Widerstand, dessen Größe: jedoch nicht mit dem Wellenwiderstand der Leitung 
übereinstimmt. In diesem Fall hat der Reflexionsfaktor den Wert 


_R-Z, 


= : (26) 
R+Z, 


p 


Wir erhalten gleichzeitig eine stehende und eine fortschreitende Welle. Im Falle 
ausschließlich fortschreitender Wellen konnte gezeigt werden, daß die Amplituden- 
verteilung entlang der Leitung völlig gleichmäßig war. Im Falle stehender Wellen 
änderte sich die Amplitudenverteilung zwischen einem Maximunı und dem Nullwert. 
Im allgemeinen Fall nun liegt die Verteilung der Spannungsamplitude zwischen 
diesen beiden extremen Möglichkeiten. Die Güte der Anpassung kann man beurteilen, 
wenn man die Welligkeit der Amplitudenverteilung untersucht. Unter Amplituden- 
verhältnis wird also das Verhältnis der maximalen zur minimalen Amplitude, d.h. 


„_ Umay _ O5 + [05 En 


Tin 1ER 5 UST 


verstanden. Es ist o = 1, wenn keine stehenden Wellen auftreten; o nimmt einen 
unendlich großen Wert für rein stehende Wellen an. Es ist jedoch zweckmäßiger, den 
Kehrwert dieser Größe 


einzuführen. Diese Formel liefert nämlich den Wert 1, wenn nur fortschreitende 
Wellen vorhanden sind, und nimmt den Wert Null an, wenn in der Leitung aus- 
schließlich stehende Wellen auftreten. Abb. 3.122 zeigt den Wert der Spannung bzw. 
der Stromstärke entlang der Leitung zu einem beliebigen Zeitpunkt und einen 
Augenblick später. Ebenso wird in Abb. 3.123 die Amplitudenverteilung für ver- 
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schiedene Werte des Abschlußwiderstandes angegeben. Als Grenzfälle enthalten diese 
Figuren ein kurzgeschlossenes, ein offenes und ein mit einem Wellenwiderstand 
abgeschlossenes Leitungsende. Die Kurven eines anderen, allgemeinen Falles finden 
wir zwischen den obengenannten Kurven. In Abb. 3.124 wurde der Spannungs- 
vektor — entsprechend Gl. (9) — als Funktion der Leitungslänge aufgetragen. Es ist 


Abb. 3.122 Elektrische Verhältnisse 
einer idealen Leitung, die durch einen 
nicht angepaßten Verbraucher 
abgeschlossen ist 


'Längs der Leitung ändern sich die Ausschläge 
sowohl des Ampere- als auch des Voltmeters 
zwischen einem Maximal- und Minimalwert. Der 
z<itliche Verlauf von Strom und Spannung wird 
durch je eine Sinuskurve dargestellt. Diese liegen 
aber nicht ständig in der gleichen Phase, und an 
verschiedenen Stellen weisen die Sinuskurven 
stets andere Amplituden auf 


© 
DO 
3 
= 
& 
E 
a 


zu sehen, daß die Längen der zwei sich in entgegengesetzter Richtung drehenden 
Vektoren verschieden sind, so daß sich der Endpunkt der Amplitudenwerte entlang 
einer Ellipse bewegt. 

Abb. 3.125 dient zur Veranschaulichung einer fortschreitenden und einer stehenden 
Welle. 

Die Verhältnisse werden sehr kompliziert, wenn wir nicht mehr eine ideale Leitung 
behandeln. Die Gleichungen (1) und (2) behalten auch in diesem Falle ihre Gültigkeit, 
ihre Darstellung bzw. Veranschaulichung ist jedoch nicht so einfach wie bisher. So 
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ist, es z. B. unmöglich, daß reine stehende Wellen auftreten, da der Amplitudenwert 
der einfallenden Wellen mit der vom offenen oder geschlossenen Leitungsende 
gemessenen Entfernung exponentiell zunimmt, während der Amplitudenwert der 
reflektierten Wellen exponentiell abnimmt. 


Ro 


Abb. 3.123 Amplitudenverteilung der den verschiedenen Abschlußwiderständen 
zugeordneten Spannungen längs der Leitung 


Al 


= 
SR 
- 34/4 


Abb. 3.124 a) Phasenänderung der Spannung entlang der idealen Leitung 
im Fall eines nicht angepaßten Verbrauchers. | 


b) Phasenänderung des Stromes entlang der idealen Leitung im Fall eines 
nicht angepaßten Verbrauchers 


\ 


3) 


b) 
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Es soll noch der Fall untersucht werden, bei.dem die als ideal angenommene 
Leitung durch einen Kondensator abgeschlossen wird. Der Abschlußwiderstand ist 
gegeben zu 


(29) 


Abb. 3.125 

Zur Veranschaulichung - 
einer fortschreitenden und 
einer stehenden Welle 

im verlustfreien Fall 


| ) 


und der Reflexionsfaktor hat den Wert 


2-4 _1- jo0Z, 


" Ge (30) 


p 


Der Absolutwert dieses Koeffizienten ist gleich Eins, da Nenner und Zähler konj ugiert- 
komplexe Zahlen sind (Abb. 3.126). Es kann also auch folgende Schreibweise ange- 
wandt werden: 


p=e", 


wobei 


u — aretan wÜZ,. (31) 
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Durch Einführung dieses Ausdruckes in Gl. (9) erhält man für den Spannungswert 
den Ausdruck 


‚ar 


u=U, ei"! Pas + er ae = US € Go RE (423) + e rl, (32) 


Durch Anwendung der zwischen Exponentialfunktionen und trigonometrischen 
Funktionen bestehenden Zusammenhänge kann die Gleichung (32) noch folgender- 


Abb. 3.126 Zur Berechnung des Reflexions- Abb. 3.127 Die mit einem Kondensator 
faktors bei einer mit einem Kondensator abgeschlossene Idealleitung ist einer län- 
abgeschlossenen Idealleitung geren offenen Leitung äquivalent 


maßen umgewandelt werden: 


La 9- lot . 
u au; el ) coS (7>- = = 205 A ) 0 (r- = (33) 


Führen wir noch die Bezeichnung 


d= AR = u arctan wUZ, (34) 
Ir 2 ATT 


ein, so wird 
lot- DE 
u _ our" 2) a 


Hieraus ist zu ersehen, daß wir die gleichen stehenden Wellen erhalten wie im Falle 
einer offenen Leitung, nur mit dem Unterschied, daß sich das Spannungsmaximum 
‚nicht an der Stelle x = 0, sondern an der Stelle x = d befindet; es scheint, als sei die 
Leitung um einen Abschnitt d verlängert worden (Abb. 3.127). 
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Unsere physikalische Intuition verknüpft mit den hin- und rücklaufenden Wellen eine hin- 
und rücklaufende Energie. Wenn wir dieser Vorstellung eine exaktere Fassung geben, indem 
wir die Leistung an einer beliebigen Stelle der Leitung als Summe der Leistungen der zwei 
Wellen darstellen möchten, so warnt uns unsere mathematische Intuition, daß das Super- 
positionsprinzip für Produkte im allgemeinen nicht anwendbar sei. 

Die Leistung an einer beliebigen Stelle beträgt 


[ut  U-\* 
0 0 


Hier sind U, I bzw. U+ und U” von x abhängig. So ist z. B. 
U) = Ute”? + U, et = Ute) + U(z). (36) 


Nach Ausführung der Multiplikation in Gl. (35) erhalten wir 


+U+* -T/-* 1- Tr +U-* 
Bent u En a (37) 
25 2 Z5 25 
Bei verlustlosen Leitungen ist Z, reell, d. h., Z* = Z,. Dann gilt 
+++ -U-* -UH* _ (U-UHR\* 
u BU „Ur „Vor os 
Ze Zo Zo 
| (38) 
U+UH*  U-U- U+U+* U-U-* 


— 


Zo Zo 


’ 


1 
= - + — Re [2j Im (U-U+*)] = 
Z, 2, Zen " 


da die in der eckigen Klammer stehende Größe rein imaginär ist. Im verlustfreien Fall kann 
also die Leistung als die Summe der Leistungen der hin- und rücklaufenden Wellen aufgefaßt 
werden. | 

Für den allgemeinen Fall, d.h. für Z, + Z#, berechnen wir die Leistung: 


P=ReUlIl* =Re[U*(1 +p) Ut*1 — p* (@, — jB)]- (39) 
Hier haben wir den Reflexionskoeffizienten 
p = U-/U+r 


(immer bezogen auf.den Querschnitt, wo die Leistung berechnet wird) eingeführt. Außerdem 
rechnen wir mit 


1/2, = @% + iBo- 

So wird 

1/2 = 6, — JjBo- 

Gl. (39) läßt sich leicht in folgende Form bringen: 


?= UU* [all — Ipl?) — 2B, Im p] 


Eine zusammenfassende Veranschaulichung der in diesem Kapitel behandelten 
Einzelfälle sieht man in Abb. 3.128. 
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Imv’th 


Abb. 3.128 Räumliche und zeitliche Darstellung der komplexen Größen u.(z, t) und : (z, ). 
Durch Projektion erhalten wir entweder die reellen Zeit- bzw. Ortsfunktionen oder den Verlauf 
der Amplituden entlang der x-Achse. Die zurücklaufenden Wellen wurden mit dem Reflexions- 
koeffizienten 9 = 0,8 eit/@ berechnet. Man beachte die gegenseitige Lage von U, und I, bzw. von 
u- und i-. Es ergibt sich .eine negative Leistung, wenn man nur diese Welle berücksichtigt — 
was durchaus verständlich ist, wenn man bedenkt, daß die positive x-Richtung als Bezugsrich- 
tung gewählt wurde j 
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3.27. Die Eingangsimpedanz einer Fernleitung 


In diesem Kapitel wollen wir die Eingangsimpedanz einer Leitungsstrecke von 
endlicher Länge bestimmen, d. h. das Verhältnis von Spannung zu Strom am Eingang 
der Leitung, wenn wir die Abschlußimpedanz, also das Verhältnis von Spannung zu 
Strom am Ende der Leitung, sowie die Konstanten der Leitung selbst kennen. Auf 
Grund des bisher Besprochenen kann diese Aufgabe gelöst werden, da uns die Ver- 
teilung von Spannung und Stromstärke entlang der gesamten Leitungslänge, also 
auch am Eingangspunkt, bekannt ist. Es sei nun Z, der Wert der Abschlußimpedanz, 
l die Länge der Leitung, Z, die Wellenimpedanz der Leitung und p der aus diesen 
berechnete Reflexionsfaktor. Dann können wir den Spannungswert an einer beliebigen 
Stelle x durch 


u= U, e*e”?? + pe?) (1) 
angeben, während die Stromstärke durch 
i=1; elet(e-?7" — e’?) (2) 


bestimmt wird. Der Ausdruck für die Spannung kann auf folgende Weise umgestaltet 
werden: 


u=Ug ee?” + pe’) 


. U eleler? te? +petpet et — er” pe’? —pe7’*) 
u 2 


j er? + e=??7 ert — e’T 
— Uf ei E ne 400) 


=U,(l+p)e“ [oo ve — —F sinh 2 ’ (3) 
D | 


Ziehen wir in Betracht, daß zwischen dem Spannungswert an der Stelle x = 0 und 
dem Amplitudenwert der einfallenden Welle folgender Zusammenhang besteht: 


U, =U;(1+p). (4) 


Die Spannung kann also durch 


‘ 


u = U,eie! © yXL — - —P ginh 2 (5) 


608 3. Quasistationäre Vorgänge 


angegeben werden. Für die Stromstärke an der Stelle x = O0 kann folgender Ausdruck 
angegeben werden: 


1 U,1— 
heb+b=ul|z, A nn I 


ee le) —_——, 6 
Zoo wer, DZ, Z1+Pp n 


Schließlich ist also die Spannung an einer beliebigen Stelle x gleich 
U = U, cosh yx — I,Z, sinh yz. (7) 


Auf Grund ähnlicher Überlegungen erhalten wir für die Stromstärke 


I =1,cosh yx — — sinh yx. (8) 
0 


UjJ, 


Abb. 3.129 Zur Berechnung der Ein- 
gangsimpedanz einer Fernleitung 


x=-1 x=01 x 
y-xtl x=y-L 


Wird nun die Koordinate nicht vom Leitungsende, sondern vom Leitungseingang 
gerechnet, dann ist auf Grund des in Abb. 3.129 dargestellten Zusammenhangs 
x = y — I. Die Spannung bzw. die Stromstärke lautet demnach 


U=TU, cosh y(l — y) + 152, sinh y(l — y), (9) 
A 
| IR 
IT =Lcoshy(ll — y)+ zZ. sinh y(l — y). (10) 
0 

Wollen wir speziell den Spannüngs- bzw. Stromwert am Eingangspunkt der 
Leitung, d.h. an der Stelle x = —I, y = 0 bestimmen, so erhalten wir 
U, = Us cosh yl + IsZo sinh yl, (11) 

U; . | 
I, = Is coshyl + Z sinh yl. (12) 
0 


Aus diesen Gleichungen erhalten wir schließlich die Eingangsimpedanz der Leitung. 


U, _ U,coshyl + I,2,sinhyl _ Z, cosh yl + Zu, sinh’yl 


Z, = 
1 I, 


| U Z nn 
I, cosh yl + — sinh yl cosh yl + — sinh yl 
DZ Zo 
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In der Fachliteratur spielen bei der Behandlung der Fernleitungen in der Regel die 
Gleichungen (9), (10) und (13) die Hauptrolle. 
Ist jetzt der Reihe nach Z, = Z,, ©, 0, so erhalten wir für Z, 


Z,=2; ZY = Zultenhyl; ZU = Z, tanhyl. 


Aus den Messungen mit offenem bzw. kurzgeschlossenem Ende erhalten wir also 


ZoZe _1/2r 
Z=VZVZP; tanhyl= zo 


Im folgenden beschränken wir uns ‚speziell auf ideale Leitungen. Die Eingangs- 
impedanz hat nun die Form 


Zu 008 U 1 + jo sin 
T Te 

Z — 1 + j2, sin —1 
0 COS A + ]2, Sin 7 


y Z, cos ßl + jZ, sin Bl 


Z, er eh Tepe ne hg 
Z, cos Bl + jZ, sin Bl 


Beträgt die Länge ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenlänge, d.h., ist 
!=n. 4/2, wobei n eine ganze Zahl bedeutet, so wird die Eingangsimpedanz gleich 
der er 
-1+0 
-1+0 


Ist in: != nA 4/4, dann muß wegen 


Ze —— iz = 23: (15) 


COS ("2 + =) = 0; sin (n2r + 5) el 


ı 


auch 
2 
7-2 (16) 
Z, 


sein. Die Länge / kann selbstverständlich von einer beliebigen Stelle der Leitung an 
gerechnet werden: Wir müssen dann jedoch unter der ‚„Abschlußimpedanz‘ den- 
jenigen Impedanzwert verstehen, welcher gerade an dieser Stelle gemessen wird. 
Daraus folgt aber ganz allgemein, daß das geometrische Mittel aller Impedanzwerte, 
die in einem Abstand A/4 voneinander gemessen werden, gleich der Wellenimpedanz 
ist. 

Nach Division von Zähler und Nenner auf der rechten Seite von (14) durch den 
Faktor cos ßl erhalten wir für die Eingangsimpedanz: 


Z,. + jZ, tan pl 


Z, = Du —— 
Zo + JZ, tan Pl 


(17) 


39 Simonyi 
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Die in diesem Kapitel behandelten Zusammenhänge werden in der Praxis häufig 
angewandt. Um sie einfach handhaben zu können, wurden verschiedene graphische 
Methoden entwickelt. Eine der besten Darstellungen ist das sogenannte Smithsche 
Diagramm, zu dem wir folgendermaßen gelangen: Die Gleichungen (1) und (2) 
schreiben wir in der Form 


a a a 1 2 


+ + = (18) 
Del ae _UU_UW | 
Z, Z, Z, 


Daraus ergibt sich die relative Eingangsimpedanz 


ER Ton Ba (19) 
Z, ZI 1-pe 


Nun benennen wir den bisherigen, auf x = 0 bezogenen Reflexionskoeffizienten p in 
9, unı und schreiben ihn in der Form 


»= eu tjto) (20) 
was natürlich immer möglich ist. Dadurch erhalten wir 


Z 1-+ elta +iuotRD] 


ET ET (21) 
Z, 1 elta +itoteD] 
Wir können nun die folgende Bezeichnung einführen: 
w=utw=w+tol+ji+ Pl). (22) 
Führen wir weiter die Bezeichnung 2 = Z/Z, =r-+ jx ein, so wird 
1-+e% 3 
Ze 1-0 = Ber (23a) 


Wir bemerken die interessante Tatsache, daß für diese auf Z, normierte Impedanz 
die folgende Relation gilt 


—(rn/2 + r/4) Sarcz< + (n/2 + r/4), (23b) 


da n/2<sareZ<s +r/2und n/4 SareZ,< +r/4 ist (3.25.(10)). 

Bei Kenntnis des Reflexionskoeffizienten und der Leitungskenngrößen «, 8 kann 
man mit Hilfe der obigen Gleichung die Größe z bilden und damit auch den Real- 
und Imaginärteil der Eingangsscheinwiderstände im Verhältnis zur charakteristischen 
‚Impedanz als Funktion von! bestimmen. 
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Gleichung (23a) stellt eine Abbildung der w-Ebene auf die z-Ebene dar. Um die 
Verhältnisse leichter übersehen zu können, bilden wir gleichzeitig die w-Ebene und 
die z-Ebene auf die p-Ebene durch die Gleichungen 


ee el, (24) 
z+1 1—p 


e-?w — P; p 


05 1 2 


Abb. 3.130 Veranschaulichung der Abbildungen in der Gl. (24). Die dicke strichpunktierte 
Linie begrenzt die theoretisch möglichen Werte von 2 bzw. p nach Gl. (23b). Bei.verlustlosen 
Leitungen liegen alle z-Werte in der rechten Halbebene und alle p-Werte im Einheitskreis 


39* 
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ab (Abb. 3.130). Die Größe p hat eine unmittelbare physikalische Bedeutung; sie 
gibt an jeder Stelle der Leitung den Wert U-/U* an, da nach Gleichung (18) 
UN/UH) = pet! = et ist. 

Die Abbildung 


ai. (25) 
1—p 


bildet die Halbebene Rez = r > 0 ins Innere des Einheitskreises ab. Der Punkt 
z = oo geht in den Punkt p = +1 über, d.h., es verlaufen alle Geraden des kar- 
tesischen Koordinatennetzes durch diesen Punkt in der p-Ebene, da in der z-Ebene 
alle durch den Punkt z = oo verlaufen. Die Abbildung überführt Kreise in Kreise, 
d. h., wir haben in der p-Ebene zwei Kreisscharen für r = const und für x = const, 
die alle durch den Punkt p = +1 hindurchgehen. | 


(min OR 
en I Iminß gl 2+ 2712 


Abb. 3.131 Bestimmung der Abschlußimpedanz durch Welligkeitsmessung. Die Messung von 
o ergibt |p| und: die Messung von !in den Phasenwinkel @ des Reflexionskoeffizienten. Die 
durch den Punkt A hindurchgehenden Kreise r = const bzw. x = const ergeben das Werte- 


paar (13, &,) 


‘Die Abbildung 
= e-?w 


bildet einen Halbstreifen von der Breite x in das Innere des Einheitskreises der 
p-Ebene ab. Den Geraden v = const entsprechen in der p-Ebene Halbgeraden, die 
alle durch den Nullpunkt gehen, den Geraden. u = const entsprechen dagegen 
Kreise, die ihren Mittelpunkt im Nullpunkt haben. 
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Das Smithsche Diagramm ergibt sich, wenn wir in den Einheitskreis der p-Ebene 
die Kurvenscharen r = const, x = const sowie u = const und v® = const zeichnen. 
Dadurch kann zu einem Wertepaar (r, x) das entsprechende Wertepaar («, v) oder |p| 
und arc 9 (oder umgekehrt) bestimmt werden. Im Smithschen Diagramm können wir 
auch mit den Admittanzen operieren. Die Abbildung 

z—1 
z +1 
führt nämlich die reziproke Größe 1/z nach der Gleichung 

ER 

ze 1/iz +1 og +1 


in die p-Ebene über. | 

Wir finden also den dem Wert 1/z entsprechenden Punkt in der p-Ebene diametral 
gegenüber z. 

Nach dem bisher Gesagten kann man aus dem Diagramm unmittelbar zur (nor- 
mierten) Impedanz die Admittarz und zu einem (normierten) Abschlußwiderstand 
den Reflexionskoeffizienten ablesen. 

Von den zahlreichen Problemen, die mit Hilfe des Smithschen Diagramms gelöst 
werden können, wird ein typisches in Abb. 3.131 gezeigt. 


3.28. Der Leitungsabschnitt endlicher Länge als Schaltungselement 


Leitungsstücke und Leitungsabschnitte endlicher Länge können sowohl als Schein- 
widerstände als auch als Transformatoren oder Schwingungskreise eine Rolle spielen. 


3.28.1. Der Leitungsabschnitt als Impedanz 


Im vorigen Kapitel wurde ganz allgemein das Verhältnis von Spannung zu Strom- 
stärke am Leitungseingang bestimmt, wenn uns dieses Verhältnis am Leitungsende 
bekannt war. Im folgenden sei angenommen, daß es sich wiederum um eine ideale 
Leitung handelt. Betrachten wir nun den Eingangswiderstand einer am Ende kurz- 
geschlossenen Leitung endlicher Länge. Aus Gl. 3.27.(17) erhält man 


2 
Zı =] tan I. (1) 


Beschränken wir uns vorläufig auf kleine Leitungslängen, so gilt 


2 Dr 
tan Is 1, 
eu 


A 
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und Formel (1) ist näherungsweise 


.- 
Zı and jZo y l. (2) 


Es kann also festgestellt werden, daß sich ein im Verhältnis zur Wellenlänge kurzer 
Leitungsabschnitt wie eine reine Induktivität verhält. In Abb. 3.118 wurde an den 
entsprechenden Stellen unter die stehenden Wellen das Verhältnis von Spannung zu 
Stromstärke eingezeichnet. Dadurch erhielten wir ganz allgemein, nicht nur im Falle 
kleiner Leitungslängen, den Scheinwiderstandswert kurzgeschlossener Leitungen. 
Die Impedanz einer kurzgeschlossenen Leitung von einem Viertel der Wellenlänge 
ist unendlich groß, da hier trotz der Wirkung einer endlichen Spannung kein Strom 


l 


Abb. 3.132 Anpassungsleitungsstück und Än- 
derung der Spannungsamplitude an der Leitung 
selbst 


In der Leitung treten vom Leitungsstück bis zum Generator 
nur fortschreitende Wellen auf; zwischen dem Leitungs- 
stück und dem Verbraucher können auch stehende Wel- 
len vorkonımen 


Amplitude. 


fließt. Bei größerer Leitungslänge ist der Widerstand: nicht mehr induktiv, sondern 
kapazitiv. Bei einer Länge von A/2 nimmt die Impedanz den Wert Null an und 
ändert sich nun weiter von Viertel zu Viertel der Wellenlänge zwischen Null und 
Unendlich, zwischen kapazitiven und induktiven Werten. In Abb. 3.120 ist der Ver- 
lauf des Widerstandes längs der Leitung für den Fall eines offenen Leitungsendes dar- 
gestellt. Eine offene Leitung wirkt im ersten Viertel als kapazitiver Widerstand, im 
nächsten Viertel als induktiver Widerstand. Solche Leitungsglieder, sogenannte 
Stichleitungen (im Englischen ‚‚stubline‘‘ genannt), spielen besonders in der Kurz- 
'wellentechnik als Anpassungselemente eine bedeutende Rolle. 

Wollen wir zum Beispiel entsprechend Abb. 3.132 eine mit dem komplexen Wider- 
stand Z gekennzeichnete Belastung an einer Fernleitung dem Wellenwiderstand Z, 
anpassen, dann muß irgendwo in der Nähe des Leitungsendes ein Blindwiderstand in 
Form einer Stichleitung so angeschlossen werden, daß die Resultante des Schein- 
widerstandes der Stichleitung und des auf Punkt AB bezogenen Widerstandes des 
belasteten Leitungsstückes der Länge ! gerade den Wellenwiderstand ergibt, also 

: - + , wobei Z JZors tan Blıs (3) 
Z 2° Zn 1s — J£ous LS* 
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Der Impedanzwert von Z,, Kann aus Gl. 3.27. (14) eingesetzt werden: 


Z cos ßl + jZ, sin fl 
ZB u er ru ren 
Z, cos Bl + jZ sin Bl 


Dadurch erhält man als Anpassungsbedingung 


an 1 Z,cosßl + jZ sin fl 


1 1 
— u 4 m 5 
Zu Zis Zu Zecosßl + jZ, sin fl 0 


Abb. 3.133 Verschiebbares Leitungsstück als 
Anpassungselement 


Aus dieser Gleichung kann sowohl die Anschlußstelle der Stichleitung als auch die 
Größe ihrer Impedanz durch Trennung der Real- und der Imaginärteile ermittelt 
werden. Die Anpassungsbedingung kann jedoch einfacher ausgedrückt werden, wenn 
die Real- und Imaginärteile des reziproken Wertes der Impedanz — also die Admittanz 
der Stichleitung sowie die Impedanz Z,z — bekannt sind. Ist nämlich 


1 , 1 i 
Z.. = jB,s; Z., =@,s + JB» (6) 


so lautet die Anpassungsbedingung: 


1... 1 
— = Bis + @as +tlBas; = Qus; Bis = —1Bas- M 
Zo Zo 


Eine praktische Ausführung der Stichleitung läßt sich für Paralleldrahtleitungen 
leicht verwirklichen, ist jedoch bei Koaxialleitungen etwas komplizierter (Abb. 3.133). 
Wollen wir eine Stichleitung richtig anpassen, so müssen wir nicht nur ihre Länge 
(womit wir die Admittanz der Stichleitung verändern), sondern auch ihre Lage 
ändern können. Entsprechend muß in die Seitenwand der äußeren Leitung ein Längs- 
schlitz geschnitten werden. Unsere Abb. 3.132 zeigt die Spannungsamplitudenvertei- 
lung entlang der Leitung bis zum Belastungswiderstand. Es ist selbstverständlich, 
daß durch die oben besprochene Anpassung die stehenden Wellen nur links von AB 
zum Verschwinden gebracht werden. Rechts von dieser Stelle treten jedoch — bis 
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zum Belastungswiderstand — auch stehende Wellen. auf. Wir müssen .uns vorstellen, 
daß sowohl von der Belastung als auch von der Stichleitung Wellen reflektiert 
werden und daß wir die richtige Anpassung gerade dann erreicht haben, wenn die 
von der Stichleitung reflektierte Welle der Größe nach gleich der von der Belastung 
reflektierten. Welle ist. Der Phase nach ist es jedoch umgekehrt. Aus diesem Grunde 
treten also zwischen Belastungswiderstand und Stichleitung auch stehende Wellen 
auf. 

Eine einfachere Konstruktion zeigt die in Abb. 3.134 angedeutete Anordnung, bei 
der an zwei völlig definierten Stellen zwei Stichleitungen angeordnet werden. Durch 


un 51 

AZ 0 7 

— Mm | 
| 


Pe Seren ee Abb. 3.134 Zwei ortsfeste Leitungsstücke als 
 Anpassungselemente 


‘Veränderung der Admittanz beider Leitungsstücke kann eine Anpassung erreicht 
werden, ohne daß man an den Fernleitungen die Anschlußstelle der Leitungsstücke zu 
ändern gezwungen wäre. Die Anpassungsbedingung muß wie im Falle einer einzigen 
Stichleitung bestimmt werden. | 


3.28.2. Der Leitungsabschnitt als Transformator 


Der Eingangswiderstand einer offenen oder geschlossenen Fernleitung endlicher 
Länge wurde bereits bestimmt. In einer unendlich langen Leitung erhält man nur in 
einer Richtung fortschreitende Wellen, so daß am Leitungseingang das Verhältnis 
von Spannung zu Stromstärke jeweils dem Wellenwiderstand gleich ist. Wenn wir nun 


Abb. 3.135 Die an eine endliche Leitung ange- 
2 202 schlossene unendlich lange Leitung kann durch 
eine einzige Impedanz ersetzt werden 


gemäß Abb. 3.135 zwei Fernleitungen mit verschiedenen Wellenwiderständen an- 
einanderschließen und die rechts gezeichnete Fernleitung als unendlich lang ansehen 
können (d. h., ihr Eingangswiderstand ist gleich ihrem Wellenwiderstand), dann wird 
die links gezeichnete Leitung von endlicher Länge so wirken, als wäre sie mit einem 
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Belastungswiderstand Z,, abgeschlossen. Demnach beträgt der Reflexionsfaktor an 
der Anschlußstelle 


_ Zu — Zu 

Ze + Zu 
Sind die Wellenwiderstände beider Fernleitungen voneinander verschieden, so 
können wir an der Anschlußstelle eine Reflexion beobachten. Eine gegenseitige An- 
passung beider Fernleitungen kann jedoch durch Zwischenschaltung eines Leitungs- 
stückes mit einer Länge von A/4 erfolgen. Dabei wird für den Wellenwiderstand dieses 


. zwischengeschalteten Abschnittes der geometrische Mittelwert der Wellenwiderstände 
beider Fernleitungen gewählt. Es ist also 


p (8) 


Zoo = YZuıZo . (9) 
Als | 
Zoo 202 


Abb. 3.136 Leitungsabschnitt von der Länge 
4/4 als Impedanztransformator 


Xe-A/k 0 x 


Diese Art der Anpassung veranschaulicht die Abb. 3.136. Die Richtigkeit dieser 
Anpassung ist leicht einzusehen. Auf Grund der Gl. 3.27.(16) ist der Widerstand eines 
Leitungsstückes der Länge 1/4, wenn dieses am Ausgang mit einem Widerstand Z, 
belastet wird, durch die Gleichung 


2 2 
Zs = Zoo _ Zn (10) 
Zco Zu 


gegeben. Wollen wir also auf der Leitungsstrecke OA eine stehende Welle vermeiden, 
dann muß der Widerstand Z,z dem Wellenwiderstand gleich sein. Es ist also 

72 
Zı =Z5 = Zu, (11) 
woraus 


Zu = VZuıZo: 


folgt. Bei der Ableitung dieser Formel machten wir keinen Gebrauch davon, daß 
diesem Zwischenglied eine unendlich lange Fernleitung folgt. Wollen wir also unsere 
Fernleitung, die einen Wellenwiderstand Z,, hat, mit einer beliebigen Impedanz Z 
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belasten, so kann diese dadurch angepaßt werden, daß wir zwischen den Abschluß- 
widerstand und die Fernleitung ein Leitungsstück der Länge 4/4 zwischenschalten 


und seinen Wellenwiderstand aus der Formel Z, = VZ,1Z2 errechnen. 


Da diese Anpassungsmethode in der Praxis ziemlich oft angewandt wird, sollnun die Anpas- 
sungsbedingung — zur besseren Veranschaulichung — auch unmittelbar aus den Lösungen der: 
Telegraphengleichung abgeleitet werden. Da an der rechten, als unendlich lang angenommenen 
Fernleitung nur fortschreitende Wellen auftreten, hat die Lösung die Form 


jo (1-2) 
v L} 
,’ 


An der linken Strecke wollen wir ebenfalls nur in einer Richtung fortschreitende Wellen er- 
halten, so daß die Lösung 


U el) (12) 


02 


u, = Uye ig, = 


’ 


„ech ee EL ad) (13) 


01 


lautet. An beiden Enden des Zwischengliedes muß die’ Lösung verschiedene Grenzbedingungen 
erfüllen: 


% 
I = 24» = u, 
% 4 


In diesem kurzen Abschnitt müssen wir also fortschreitende Wellen nach beiden Richtungen 
annehmen. Die Spannungswelle kann deshalb durch 
Fr T 
Jolt-—] : jo It+— 
% = Ui e \ ) Lime \ ) (15) 
und die Stromwelle durch 


ug 3) _ um (16) 


Pe 
00 Zoo 


angegeben werden. Das Verhältnis der Spannungs- und Stromamplituden an verschiedenen 
Punkten des Zwischenstückes lautet 


Me}; rn 

U a + a : 

e 
a — Zu — P = (17) 
I 00 -j—r ] A z 

e “2 —. pe 
Durch Einführung der an der Stelle x = 0 gültigen Grenzbedingung 
U, 1 

2. == Zoe 2 Zoo 2 (18) 


Io |x=0 1—-p 
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bzw. der der Stelle x = — 4/4 entsprechenden Grenzbedingung 


U | + Pi 1—-p 

Un 2,239 <z (19) 
Ioola=- 4/4 +4 +jp "1+p 

erhält man für das Produkt der rechten und linken Seiten der Gleichungen (18) und (19) 
Zo1Zog = z3, und somit Zoo =— YZoıZo2- (20) 


Der Wellenwiderstand des zwischengeschalteten Anpassungsstückes muß also tatsächlich dem 
geometrischen Mittelwert der Wellenwiderstände beider Anschlußleitungen gleich sein. Wir 
sehen gleichfalls, daß, während in der rechten und auch in der linken Fernleitung nur fort- 
schreitende Wellen in einer Richtung auftreten, im zwischengeschalteten Anpassungsstück 
dagegen fortschreitende Wellen in beiden Richtungen und demgemäß auch stehende Wellen 
auftreten werden. 


Abb. 3.137 _ Kurzgeschlossene Leitung von Halbwel- 
lenlänge als Impedanztransformator 


Eine andere Art der Scheinwiderstandstransformation zeigt die Abb. 3.137. 
Schließen wir den Endpunkt der Fernleitung an die Punkte A und B einer an beiden 
Enden kurzgeschlossenen Leitung von halber Wellenlänge an, so wird die Spannungs- 
bzw. Stromverteilung an letzterer sinus- bzw. cosinusförmig. Durch Anschluß an die 
Punkte C' und D dieser kurzgeschlossenen Leitung verändert sich das Verhältnis von 
Spannung zu Strom. Selbstverständlich gilt dies nur, solange die Belastung klein 
genug ist, um die Spannung- bzw. Stromverteilung im wesentlichen unverändert zu 
halten. Wir können also durch die Wahl verschiedener Anschlußpunkte verschieden. 
große Spannungen erhalten. 


3.28.3. Der Leitungsabschnitt als Schwingungskreis 


Es wurde bereits im Zusammenhang mit Abb. 3.118 gezeigt, daß bei kurzgeschlos- 
senen Leitungen sowohl der Strom als auch die Spannung im Abstande der halben 
Wellenlängen Knotenpunkte besitzen. Hat die Spannung irgendwo Knotenpunkte, 
so bedeutet das, daß zwischen beiden Leitungen keine Potentialdifferenz auftritt, 
beide Leitungen also kurzgeschlossen werden können. Besitzt der Strom einen 
‚Knotenpunkt, so kann der Stromkreis an dieser Stelle unterbrochen werden. Es ist 
weiter bekannt, daß durch die über die Knotenpunkte gelegten Ebenen in Richtung 
der Leitung keine Energie hindurchströmt. Betrachten wir also (Abb. 3.138) ein an 
einem Ende kurzgeschlossenes Leitungsstück und lassen das andere Ende nach 4/4 
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offen oder schließen dieses Ende nach einer Länge von A/2 kurz bzw. lassen nach 
31/4 das Ende wieder offen usw., so erhalten wir Leitungsstücke, in denen der einmal 
aufgebaute Schwingungszustand dauernd aufrechterhalten werden kann; Leitungs- 


war — Abb. 3.138 Schwingungssysteme der Längen 
ne A/4, 4/2, 34/4 


abschnitte dieser Länge entsprechen also Schwingungssystemen gegebener Wellen- 
längen. Ein an beiden Enden kurzgeschlossener Leiter kann also bei folgenden Wellen- 


längen einschwingen (Abb. 3.139): 
2 


A,=—I, el I, 
N 


(21) 


Abb. 3.139 Verschiedene Schwingungszu- 
L an ES stände einer an beiden Enden abgeschlos- 


Say N. N 1-4%  senen Leitung 
N, 7 2 


Die Wellenlänge für eine an einem-Ende kurzgeschlossene, am anderen Ende offene 
Leitung der Länge ! ist gegeben zu 


A, = ie , (22) 
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wo auch der Wert n = 0 zugelassen wird. Die Wellenlängen für .einen an beiden 
Enden offenen Leiter betragen 


Aet (23) 


n 
Leitungsabschnitte endlicher Länge bilden also ein schwingungsfähiges System mit 


unendlich vielen diskreten Eigenwellenlängen und entsprechenden Eigenfrequenzen. 
Die Frequenz hat den Wert 


fA=v, I=-. (24) 


Ist der Raum zwischen beiden Leitern mit einem Dielektrikum ausgefüllt, so besteht 
für ideale Leiter folgende Beziehung 


(25) 


BE. 
Veru, A 


Hätten wir die Erscheinungen an einer idealen Fernleitung, die nach einer Richtung 
hin unendlich lang- bzw. an einem Ende kurzgeschlossen ist, nicht schon untersucht, 
so müßte man zur Bestimmung der Eigenwellenlänge oder Eigenfrequenz folgendes 
Verfahren benutzen. Es sei ein Leitungsstück endlicher Länge gegeben, und es soll als 
Funktion der Zeit eine rein sinusförmige Lösung gefunden werden. Eine durch einen 
derartigen Zeitverlauf gekennzeichnete allgemeine Lösung kann, wie bereits gezeigt 
wurde, physikalisch aus zwei in entgegengesetzten Richtungen fortschreitenden 
Wellen zusammengesetzt werden. Das Verhältnis von Spannung zu Strom. ist aber 
nun nicht nur an einem Leitungsende gegeben, womit wir Spannung und auch Strom 
bis auf einen unwesentlichen Faktor entlang der gesamten Leitung bestimmen 
können, sondern auch am anderen Ende der Leitung muß das Spannung/Strom- 
Verhältnis einen völlig bestimmten Wert annehmen. Letzteres ist die zusätzliche 
Bedingung, die nur bei einigen bestimmten Frequenz- oder Wellenlängenwerten 
erfüllt sein kann. Steht uns zum Beispiel eine an beiden Enden kurzgeschlossene 
- Leitung der Länge ! zur Verfügung, dann kann bei einer Welle mit einer bestimmten 
Frequenz leicht erreicht werden, daß der Spannungswert an dem kurzgeschlossenen 
Ende in jedem Zeitpunkt gleich Null ist. Es muß eine in der entgegengesetzten Phase 
reflektierte Welle neben der einfallenden Welle angenommen werden. Die so erhaltene 
Lösung liefert aber nur an der Stelle x = —A/2 wieder einen Nullwert. Sie ist also 
nur dann für die an beiden Enden kurzgeschlossene Leitung der Länge l eine richtige 
Lösung, wenn die halbe Wellenlänge A/2 und die Länge der Leitung ! einander genau 
gleich sind. Nur in diesem Falle erfüllt unsere Lösung auch die zweite Grenzbedingung, 
daß der Widerstand auch an der Stelle x = —! den Wert Null annimmt. Bei den vor- 
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hergehenden Ausführungen wurde zu einer gegebenen Wellenlänge die Leitungslänge 
so gewählt, daß die Grenzbedingungen an beiden Enden erfüllt wurden. In der Praxis 
verfährt man im allgemeinen umgekehrt: Die Leitungslänge gilt als gegeben, und die 
Eigenwellenlängen müssen dazu bestimmt werden. 

Wir wollen nun den etwas komplizierteren Fall besprechen, bei dem eine Leivung 
der Länge ! am Ende durch einen Kondensator belastet wird (Abb. 3.140). Suchen 
wir die Eigenwellenlängen dieser Anordnung. Wenn wir auf Abb. 3.127 zurückgreifen, 
so sehen wir, daß wir in den Spannungsknotenpunkten die Leitung kurzschließen, in 


Abb. 3.140 Mit einem Kondensator abgeschlossene Leitung 
als Schwingungssystem 


den Stromknotenpunkten aber offen lassen, um die zusammengehörenden A- und 
I-Werte nacheinander zu erhalten. Wir können dies auch so ansehen, als hätten wir 
unsere Fernleitung um die Länge d verlängert und die Eigenfrequenz dieser ver- 
längerten Fernleitung gesucht. Die Gleichung der an einem Ende offenen und am 
anderen Ende kurzgeschlossenen Leitung lautet demnach nach 3.26. (34) 


an 


4 4 A 2r 
- (l = — — — (26 
FE (l +d) | ( + = arctan 7. v0%) (26) 


Ist die Wellenlänge oder die Frequenz gegeben, dann können aus dieser Gleichung 
diejenigen Längen der Leitung bestimmt werden, bei welchen die kurzgeschlossene 
Leitung die gegebene Schwingungsfrequenz besitzt. Umgekehrt bietet uns dieser 
Ausdruck die Möglichkeit, bei gegebener Leitungslänge die Eigenfrequenzen des 
Systems zu bestimmen. Da die unbekannte Wellenlänge auch im Argument des 
arcus tangens auftritt, kann diese transzendente Gleichung meist nur durch graphische 
oder numerische Methoden gelöst werden. Wir wollen obige Gleichung auf folgende 
Weise ordnen: 


(2n +1) - = —y +2 — _ arctan = vÜZ,:. (27) 


Nun führen wir die neue Veränderliche A,/2r = 1/y ein 


„mrhi 


—=1l+— ae yvCZ,. (28) 
Zur y Y 
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"Die Multiplikation dieser Gleichung mit y ergibt 


In+1 
3 


— Iy = arctan yvCZ,. (29) 


” 


Die einzelnen Wellenlängen können durch Bestimmung der ‘Schnittpunkte der 
Geraden u = r(2n + 1)/2 — !y mit der Kurve u = arctan yvÜZ, ermittelt werden. 
Abb. 3.141 zeigt uns diese Werte. 

Die Bestimmung der Eigenfrequenz endlicher Leitungsabschnitte kann auch in 
allgemeineren Fällen auf folgende Weise erfolgen. Wir wollen annehmen, daß eine 
Leitung der Länge ! nach Abb. 3.142 an einem Ende durch die Impedanz Z,, am 


x=-l Xx=0 
23) 


Abb. 3.142 a) Eine an beiden Enden abge- 
schlossene Leitung als schwingendes System. 


b) Die Eigenfrequenzen können mit einer ähn- 
lichen Methode wie in Abb. 3.39 bestimmt 
werden. Die Gleichung I,(Z, + Z45) = Ucı 
hat auch bei kurzgeschlossenem Generator eine 
nichttriviale Lösung, wenn Z, + 24a = 0 bzw. 


Z, = —ZaB ist. 
Abb. 3.141 Bestimmung der Wellen- 
länge einer durch einen Kondensator c) Zur Veranschaulichung der Grenzbedingung 
abgeschlossenen Leitung U,/I, = -Zı 


anderen durch die Impedanz Z, geschlossen sei. Gesucht wird die Eigenlösung dieses 
Systems in der Form e?r'. Nehmen wir unsere Leitung zuerst nach links als unendlich 
lang, nach rechts aber als durch den Widerstand Z, abgeschlossen an. In diesem Falle 
kann sofort die Lösung der Telegraphengleichung angeschrieben werden, welche die 
genannte Bedingung erfüllt. Es kann sogar ermittelt werden, wie groß das Verhältnis 
der berechneten Spannung zum Strom an einer Stelle x = —l ist. Nach Gl. 3.27.(13) 
ist dieser Wert gegeben durch | 


2 cosh yl + Z, sinh yl 


- ar ner (30) 
cosh pl + Z,/Z, sinh yl 


AB 
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Dieser Wert ist die Eingangsimpedanz der durch Z, belasteten Leitung. Die so er- 
haltenen Lösungen können nur dann zugleich auch Lösungen unseres jetzigen 
Problems sein, wenn sie die an der Stelle x — —! gültige Grenzbedingung erfüllen. 
Diese Grenzbedingung besagt, daß an der Stellex = —! das Verhältnis von. Spannung 
zu Strom nach Abb. 3.142c gerade —Z, sein muß. Die Eingangsimpedanz unserer 
Leitung der Länge ! muß also genau gleich dem Wert der Impedanz —Z, sein, die an 
den Eingang der Leitung geschaltet wurde. Es gilt also 


Z, = 2 cosh yl + Z, un vi (31) 
cosh yl + Z,/Z, sinh yl 
Dieser Ausdruck kann bei gegebenen Werten’von Z,, Z,, Z, und ! nur mit ganz 


bestimmten Werten von y,„ = Y(R + ?,L) (@ + p„C) gelöst werden. Die so be- 
stimmten Lösungen e?»! sind die Eigenlösungen des Systems. 

Wenden wir nun die Gl. (31) z. B. auf einen breits bekannten Fallan — die verlust- 
freie Leitung der Länge ! sei durch eine Kapazität C abgeschlossen. Der Eingangs- 
widerstand der Leitung ist dann 


En LE, + ]Z, sin ze 
jo A 


(32) 


Wir wollen die Leitung an diesem Punkte kurzschließen; der Eingangswiderstand 
muß also gleich Null sein: 


ZB =. (33) 


Die Gleichung zur Bestimmung der Eigenwellenlänge erhält also folgende Form: 


— 008 14 jZosin TI=0, 


joC A 
Daraus ergibt sich 
 , Zr 
Zuwal = cot 7 l (34) 


oder 


| 2 
arccot Zuw(Ü = z — arctan Z,o€ = —1 
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Durch Umordnen dieser Formel erhalten wir 


| 2: 
na een 70: 
2 A A 


und durch Einführung der neuen Veränderlichen 2r/A = y finden wir 


T 


Ye yl = arctan wZ,Ö.. (85) 


Aus Abb. 3.141 ist klar zu ersehen, daß die Schnittpunkte der Geraden r/2 — yl 
—= u mit den untereinanderliegenden Kurven u = arctan vyZ,0 die gesuchten 
Lösungen liefern. | 


Untersuchen wir nunmehr den Fall, daß eine nicht ideale Leitung an beiden Enden kurz- 
geschlossen ist. In diesem Falle hat der Eingangswiderstand den Wert 


Zur = Zu, tanh yl.- (36) . 


Dieser Widerstand muß Null werden, so daß die Gleichung zur Bestimmung der Eigenfrequenz 
folgende Form hat: | 


tanhyl =0. (37) 
Daraus ergibt sich 

„il=nj; n=0, +1, +2, ..., (38) 
wobei 

Yn = V{R + paL) (G + 240) (39) 


ist. Das Eindergebnis lautet dann 


LYIR +2,12) (6 + 9,0) = mi. (40) 


Der Faktor p, kann aus dieser Beziehung zu 


__[E, 4 vn — EG 
a (E+s)# LC 


ermittelt werden. | 
Für kleine Leitungsverluste kann dies auf folgende Weise umgeschrieben werden: 


„Ex e\ı 2 __[Eı\, wWlA_ 
a ee --(+%)% I yo (42) 


2 
); „en (41) 


Durch Trennung’ von Real- und Imaginärteil erhalten wir 


R G NT NTEV 
er —— 1 r o = — — — 1° Ti DT, 4 


40 Simonyi 
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Damit haben wir auch den Frequenzwert bestimmt. Wie wir sehen, besteht kein Unterschied 
zwischen der Frequenz oder Wellenlänge eines idealen Leiters und der Frequenz eines Leiters 
mit kleiner Dämpfung. Der Zeitverlauf des Stromes oder der Spannung hat folgende Form: 


U= U,eltetiont, €E<0. (44) 


Wir haben es also mit gedämpften Schwingungen zu tun. Die Kreisgüte des entstandenen 
Schwingungssystems kann ebenfalls angegeben werden. Es ist uns bekannt, daß die Dämpfung 
eines Systems am besten durch das logarithmische Dekrement charakterisiert werden kann. 
Das Dekrement stellt den Logarithmus der Verhältniszahl zweier aufeinanderfolgender Ampli- 
tuden dar. Sein Wert für den genannten Fall beträgt 


ST = & + 26) T. (45) 


Je niedriger der Dämpfungsfaktor ist, um so besser ist unser System. 

Die Güte des Systems kann also durch den Kehrwert dieses - Dämpfungskoeffizienten ge- 
kennzeichnet werden. Genauer gesagt: man bezeichnet als Kreisgüte eines Systems das r-fache 
des Kehrwertes des Dämpfungskoeffizienten. Es ist also 


dem eı (46) 


Im obigen Falle, also für eine an beiden Enden kurzgeschlossene Leitung von nA/2 Länge, 
. beträgt die Kreisgüte 


erergn (47) 


Dabei wurde schon der aus Gl. (43) bestimmte Wert von & berücksichtigt. Der Nenner kann 
auf folgende Weise umgeformt werden: 


1 nnv 1 _ An 
m Fa nr u; Ta 
R, 3 ae 


Die Kreisgüte hat also den Wert 


(49) 


wobei bereits der aus Gl. 3.26. (25) bestimnite Wert des Dämpfungsfaktors sowie der durch 
©, —= rnv/l ermittelte Frequenzwert eingeführt wurden. Letztere Formel gibt uns also einen 
Zusammenhang zwischen dem Gütefaktor, der Leitungslänge und dem: Dämpfungsfaktor an. 
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3.29. Die Einschaltvorgänge bei verlustlosen Fernleitungen 


Wir legen an eine ideale Fernleitung im Zeitpunkt t = 0 eine Gleichspannung der 
Größe U,. Der Spannungsverlauf an der Stelle x = 0 wird also durch die Funktion 
U,1(t) dargestellt. Da es sich um eine ideale Leitung handelt, ist weder deren Dämp- 
fungsfaktor (da dieser Null.ist) noch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen von 
der Frequenz abhängig. Stellen wir also eine beliebige Spannung in Form eines 
‚Fourier-Integrais dar, so werden sich sämtliche Komponenten ungedämpft und mit 
der gleichen Geschwindigkeit fortpflanzen. Da 


00 


109) 


2 T 
0 


ist und ferner die Spannung U, sin wt an einer beliebigen x-Stelle U, sin &(# — x/v) 
beträgt, ist also die Spannung an einer beliebigen x-Stelle im Zeitpunkt ti gegeben. 
durch 


sın ( == . 
Dee, et (2) 
2 Te w 


Dies bedeutet, daß sich der. gesamte Spannungssprung verzerrungsfrei mit der 
Geschwindigkeit v auf der Leitung ausbreitet. Dies gilt natürlich nicht nur für den 
Einheitssprung, sondern für Spannungen beliebiger Form: Auf einer idealen Leitung 
bewegt sich eine beliebige Spannung verzerrungsfrei mit der Geschwindigkeit v fort. 

Ist das Leitungsende abgeschlossen und hängt der Reflexionskoeffizient von der 
Frequenz.nicht ab, d. h., ist der Abschlußwiderstand ein rein Ohmscher Widerstand, 
so wird jede Sinuskomponente mit demselben Anteil ihrer ursprünglichen Amplitude 
und in derselben Phase reflektiert. Dementsprechend wird also die gesamte Welle 
unverzerrt reflektiert. . 

Auf Grund all dieser Tatsachen wollen wir nun die Erscheinungen untersuchen, die 
bei einer idealen Leitung mit offenen Enden auftreten, wenn wir eine Gleichspannung 
von der Größe U, anlegen. Eine beliebige Zeit t< r =I!j/v nach dem Einschalten 
(wobei ! die Länge der Leitung ünd v die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle 
bedeuten) hat die Spannungswelle einen Weg x = vt zurückgelegt (Abb. 3.143 und' 
3.144). Am Leitungsende wird, da dort der Reflexionskoeffizient p.=1 ist, die 
gesamte Welle reflektiert, und die Spannung steigt auf den doppelten Wert. Setzen 
wir jetzt voraus, daß die Spannungsquelle den Innenwiderstand Null besitzt, so 
können wir dieses Ende als kurzgeschlossen ansehen. Es gilt also p = —1. Die 


40* 
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Spannung wird hier folglich mit der entgegengesetzten Phase reflektiert, d. h., wir 
werden eine negative Spannungswelle von.der Größe — U, erhalten, die den doppelten 
Spannungswert auf‘'U, herabsetzt. Kommt diese Spannungswelle —U, wieder am 
Ende an, so wird sie mit der gleichen Phase reflektiert, und wir erhalten wieder eine 
negative rücklaufende Spannungswelle, welche die Leitungsspannung endgültig auf- 
hebt. Gelangt diese Spannungswelie zum Anfangspunkt zurück, so wird sie sich wieder 
mit der entgegengesetzten Phase, also mit dem Wert +U, gegen das Leitungsende 


Spannung Stromstärke 


Abb. 3.143 Spannungsänderung beim Ein- 
schalten einer Gleichspannung im Falle eines 
offenen Leitungsendes 


Abb. 3.144 Stromstärkeänderung beim Ein- 
schalten einer Gleichspannung im Falle eines 
offenen Leitungsendes 


Abb. 3. 143 Abb. 3.144 


fortpflanzen, und damit beginnt der Vorgang wieder von neuem. Die Schwingungs- 
dauer beträgt also 7’ = 4r. Der Wert der Stromstärke während des ersten Viertels 
der Periode ergibt sich also zu I, = Uy/Z,. Es gilt nämlich für jede Komponente 
frequenzunabhängig Z, = U*(w)/I*(o), da wir eine ideale Leitung betrachten. Diese 
‚Stromstärke /, wird am offenen Leitungsende mit der entgegengesetzten Phase 
reflektiert. Damit hebt diese die ursprüngliche Stromstärke auf ihrem Rücklauf auf. 
Diese sich rückläufig fortbewegende negative Stromwelle wird am kurzgeschlossenen 
Ende mit der gleichen Phase reflektiert, so daß sich jetzt eine negative Stromstärke 
gegen das Leitungsende fortbewegt. Diese wird vom jenseitigen Ende mit der ent- 
gegengesetzten Phase reflektiert und ergibt eine Stromwelle -FI,, die ihrerseits von 
dem diesseitigen Leitungsende, welches als kurzgeschlossen angesehen werden kann, 
in der Form +/, reflektiert wird, da sie vorher den Strom in der Leitung vollkommen 
aufgehoben hat. Also wiederholt sich der gesamte Verlauf auch hier wieder mit der 
Periode T = 4r. 

In Abb: 3.145 ist-eine-kurzgeschlossene Leitung.dargestellt. In. diesem ‚Fall wird die 
Spannung stets mit der entgegengesetzten Phase reflektiert, der Strom dagegen stets 
mit der gleichen Phase. Dadurch wächst die Stromstärke zeitlich in allen beliebigen 
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Querschnitten über alle Grenzen, wie es auch sein muß, wenn es sich um eine ideale 
kurzgeschlossene Leitung handelt. 

Wir untersuchen noch den Fall, daß eine ideale Leitung ana Ende durch einen 
Ohmschen Widerstand R, der kleiner ist als der Wellenwiderstand, abgeschlossen 
wurde. Der Reflexionskoeffizient lautet dabei 


a R— R—Z, Bu D-— KR 
Er N) 
REZ Zt R 
(3) 
Pı = —Pv zZ IR 


Untersuchen wir nun den Übergang der in die Leitung einfließenden Anfangsstrom- 
stärke I, = U,/Z, zum Endwert I = U,/R der Stromstärke. Breitet sich die Span- 
nungswelle aus, so wird der Wert der Stromwelle /, = U,/Z, der gleiche, als wäre die 


Spannung Stromstärke 
(ILITITIEITTTTTTT> _ CET» . 


NE ag 


in 
HHHININ IH HIN 
| IN N Abb. 3.145a) Spannungsänderung' beim Ein- 


nz EN | schalten einer Gleichspannung im Falle eines 


MT kurzgeschlossenen Leitungsendes, 
in I IH Hm 

il Du 

EHI 


Leitung unendlich lang, da. die Welle das Leitungsende noch nicht erreicht hat. Am 
Leitungsende wird das p/-fache der Stromwelle reflektiert und dementsprechend die 
Stromstärke I, + pıl, sein (Abb. -3.146). Kommt diese Stromwelle am diesseitigen 
Leitungsende an, so wird sie bei einer Stromquelle mit kleinem Widerstand mit der 
gleichen Phase reflektiert, und am jenseitigen Leitungsende trifft wieder eine Strom- 
welle p-I, ein. Hier wird wieder das p7-fache dieser Welle reflektiert, und es bewegt 
sich jetzt eine Stromwelle p?/, gegen die Stromquelle zurück. Diese wird dort mit der 
gleichen Phase reflektiert, trifft sodann wieder am Leitungsende ein, von wo wieder 


b) Stromstärkeänderung beim Einschalten einer 
Gleichspannung im Falle eines kurzgeschlos- 
senen Leitungsendes 


a) 
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eine Welle von p?/, zurückfließt. Wir dürfen dabei nicht vergessen, daß am dies- 
seitigen Leitungsende bei der Stromquelle der Reflexionskoeffizient p, = 1 ist. Als 
Endwert ergibt sich:also die Stromstärke 


= +2 + pl ++ pilot. 4) 


Dieser Ausdruck kann auch in der Form 


Tl (8) 
—PI 


dargestellt werden. Berücksichtigen wir nun, daß 


2p1 _1 E Ppı _ Z, 


(6) 


Abb. 3.146 Stromstärkeänderung am Fern- 
leitungsende, wenn dieses durch einen Ohm- 
schen Widerstand abgeschlossen ist 


= Z2=- 2-4, (7) 


Dies ist also der Wert der erwarteten Stromstärke. 

Wir kommen der Wirklichkeit etwas näher, wenn wir die Fernleitung nicht als 
ideale Leitung annehmen, die von Null bis Unendlich sämtliche Frequenzen gleich- 
mäßig ohne Dämpfung und mit der gleichen Geschwindigkeit führt, sondern wenn 
wir annehmen, daß sie die Schwingungen nur von der Frequenz Null bis zu einer ganz 
bestimmten Frequenz &, ohne Dämpfung durchläßt, höhere Frequenzen aber über- 
haupt nicht mehr leitet. In diesem Fall erstreckt sich das Amplitudenspektrum nicht 
über das Intervall (0, 00), sondern nur über (0, &,). Dadurch wird also der Spannungs- 
wert an einer beliebigen x-Stelle 


1 i sin ® ( —_ 2 
uz,t)=U, 5: - — een) do }. (8) 


Tr & 
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Diese Gleichung kann unter Einführung der neuen Veränderlichen z = w(t — x/v) 
auch wie folgt geschrieben werden: 


uz,t) =U, Fa al j (9) 


Der nur von der oberen Grenze abhängige Wert des hier auftretenden Integrals 
wird Integralsinus genannt: 


Siz = fs <d (10) 


Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb. 4.38 dargestellt. 
Somit wird also 


(11) 


Abb. 3.147 Form des Einheitssprunges an einer 
beliebigen Stelle der Fernleitung, wenn die Fern- 
leitung nur eine endliche Bandbreite hat 


Die Form dieser Funktion kann der Abb. 3.147 entnommen werden. Wir sehen, daß 
unser ursprünglich steiler Impuls wegen des endlichen Frequenzbandes ein wenig 
abflacht und. die Neigung der Kennlinie um so flacher wird, je kleiner der Wert o, ist. 

Diese Lösung bringt eine prinzipielle Schwierigkeit mit sich. Wir erhalten nicht im 
Punkte = x, zur Zeit t, = x,/v einen Spannungssprung, sondern die Spannung 
steigt stetig mit kleineren Schwankungen bis zu ihrem Endwert an. Wir bemerken 
schon zur Zeit t < t, eine kleine hin und her schwankende Spannung. Es kann sogar 
vorkommen, daß sich die Wirkung des Einschaltens schon vor dem Zeitpunkt des 
Einschaltens, also bei ? < 0 bemerkbar macht. Das ist natürlich unmöglich. Die 
Schwierigkeit ist dadurch entstanden, daß wir sowohl die Amplitudenverteilung als 
auch die Phasenverteilung nach Belieben vorgeschrieben haben, was unzulässig ist. 
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Haben wir es nicht mit einer idealen Leitung zu tun, so wird nach der im vorigen 
Kapitel festgelegten Bezeichnung 


U, sin wt — U,e”*®” sin w ( 00) ) k (12) 


142) 


Es treten also ein von der Frequenz abhängiger Dämpfungsfaktor und eine ebenfalls 
frequenzabhängige Phasenverschiebung auf. Dementsprechend wird unsere Span- 
nung: 


1 . 
U) =D, - a f N (13) 
T 


stark verzerrt. Sie wird einerseits eine Amplituden-, andererseits eine Phasenver- 
zerrung erleiden: 


08) 


1. E, in (ot — Ä 
u(z,t) =U, 7 eretle 1 =. Ka a ee do |. (14) 
0 


Hier bedeutet «(0) die Nullfrequenz, d. h. die Gleichstromdämpfung. 

Diese Beziehung ist sehr allgemein. Sie kann in dieser Form praktisch nur schwer 
Anwendung finden, da die Auswertung des Integrals einer komplizierten Funktion 
&(w) oder B(w) auf sehr große Schwierigkeiten stößt. Bedenken wir nur, daß. der 
Sinus einer schon an sich komplizierten Funktion ß(®) mit einer weiteren kompli- 
zierten Funktion zu multiplizieren ist und daß das Produkt noch integriert werden 
muß. Sämtliche Überlegungen gelten auch für den Fall, daß wir an den Anfang 
unserer Leitung keine Gleichspannung, sondern eine beliebige Spannung legen. 
Kennen wir deren Spannungsspektrum, also ihr Fourier-Integral, so können wir 
zumindest prinzipiell angeben, welche Fornı die Spannung am Leitungsende besitzen 
wird. Es sei nämlich an der Anfangsstelle 


oa oo 


ud, tl) = [ ao) cos ot do + [ b(w) sin ot do. (15) 
0 0 


Dann wird an einer beliebigen Stelle- 


ulz,t) = hear a(o) cos [nt — Blow) 2] do + 1; e(olzh (u) sin [ot — P(o) x] dw. 


0 0 


Bei der. Auswertung und praktischen Anwendung dieser Beziehung bestehen aber 
die vorher angeführten Schwierigkeiten in noch stärkerem Maße. 
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3.30. Anwendung der Laplace-Transformation 
beim Studium der Einschaltvorgänge an Fernleitungen 


Wir gehen von den Grundgleichungen der Fernleitung aus, die wir kennen und 
bereits mehrfach angewandt haben: 


— — —- Ri L—; -—— —-G Ü—. 1 
0x n 0% Zn ot W) 


Die erste Gleichung multiplizieren wir mit e”?‘ und integrieren zwischen Null und 
Unendlich. Wir müssen dabei berücksichtigen, daß die Operationen des Differen- 
zierens und des Integrierens vertauschbar sind, da wir nach der Veränderlichen x zu 
differenzieren, hingegen nach der Veränderlichen { zu integrieren haben. Somit gilt 


ou 


nad (vorn  UR) 
0% de | 
oo 


Erw (2) 


0 
Aus dem zweiten Glied der rechten Seite gewinnen wir den Wert 


IE em? dt = pI(p, x) — iO, x). (3) 
0 


Beachten wir die Anfangsbedingung, nach der im Zeitpunkt t = 0 auch i(0, x) = 0 
ist, so vereinfacht sich Gl. (3) zu | 


j5 e-?dt= »pI(p, x). (4) 
ot 
0 

Für die Spannung erhalten wir analog 

ou 
= e?!dt= pU(p, x). (5) 
) a 
0 


Dabei gehen.wir wiederum von der Annahme aus, daß im Anfangsaugenblick auch der 
Spannungswert Null ist. Die Laplace-Transformierte der.G]. (1) wird also 


dr 


dl | = 
—— = (@+pC)U. | 
de. 


2 eg | 
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Diese beiden Gleichungen gehen im verlustfreien Fall in folgende Beziehung über: 
d 

ee ss pLI; _-_ — »CU. (7) 
dr 


In diesen Ausdrücken sind sowohl die Stromstärke als auch die Spannung Funk- 
tionen des Ortes und der Veränderlichen p. Letztere sehen wir aber vom Gesichts- 
punkt der Differentiation als Parameter an, und wir konnten daher auch anstatt des 
Symbols der partiellen Differentiation das Symbol der gewöhnlichen Differentiation 
schreiben. Die so erhaltenen Beziehungen (6) bzw. (7) stimmen mit dem Ausdruck 
vollkommen überein, den wir bereits früher fanden, als wir längs einer Fernleitung 
die zeitlich rein sinusförmigen Spannungsänderungen untersuchten. Mithin wird auch 
unsere jetzige Lösung von gewöhnlicher Form sein: 


U(p, x) = ae’? +bet’*, 
| (8) 
I(p,x) = = er’? — En et’, 
Zo 0 
Dabei. ist der Aufbau des Ausbreitungskoeffizienten y bzw. des Wellenwiderstandes 
Z, genau derselbe wie seinerzeit. Es gilt also 


ERSTER ENBSHE.TE R-rpl 
VB IHN CA Zelte 
y = Y(R + pL) (G + 20) ; er 


Die Werte der in den Lösungen auftretenden Konstanten « und b können genauso 
wie im Bereich der Veränderlichen t aus den am Anfang und am: Ende der Leitung 
angegebenen Randbedingungen berechnet werden. So wird z. B. vollkommen über- 
einstimmend der Wert der Spannung bzw. der Stromstärke bei einem beliebigen 
x-Wert zu 


(9) 


U(p,x) = U, cosh y(l — x) + Zul sinh y(l — x), 


ER | (10) 
I(p,x) = zZ sinh y(! — x) + Is cosh y(l — x) 
ö 


gegeben sein, wenn am Leitungsende U,(p) die Laplace-Transformierte der Spannung 
und /,(p) die Laplace-Transformierte des Stromes ist. | 

Nach obiger Beziehung befindet sich der Endpunkt der Leitung an der Stelle 
x =1. Der Wert der Laplace-Transformierten von Stromstärke und Spannung an 
der Anfangsstelle x = 0 beträgt 


U, = U(p,0) = U, cosh yl + ZT, sinh yl, 


U, . (11) 
I, = I(p,0) = Z. sinh yl + /, cosh yl. 
0 
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Diese Beziehungen stimmen vollkommen mit denen überein, welche wir im Bereich 
von t für die rein sinusförmigen Spannungsamplituden erhielten. Wir müssen be- 
merken, daß diese Beziehungen für die Laplace-Transformierte von Spannungen und 
"Strömen beliebigen zeitlichen Verlaufes gelten. 

Auf Grund unserer bisherigen Untersuchungen erhalten wir bei einer idealen 
Leitung die. Beziehungen nach Ort und Zeit zwischen der Spannung und Strom- 
stärke sehr einfach, wenn z. B. am Anfang der Leitung der zeitliche Verlauf der 
Spannung von einem gegebenen Zeitpunkt an gegeben ist. Wir setzen voraus, daß 
vor diesem als t = 0 gewählten Augenblick in der Leitung keinerlei Spannung vor- 
handen war. Der Wert der Konstanten b der Gleichung ist z. B. im Fall einer unendlich 
langen Leitung Null, weil sonst der Wert des Gliedes wegen e’? bei großen x-Werten 
über alle Grenzen anwachsen würde. Daher lautet also die Lösung 


Upa)=aer; Ipd)=—err., (12) 

Zo 
Den Wert der Konstanten «a berechnen wir aus der im Anfangspunkt der Leitung 
gegebenen Spannung x(t, 0) = ult, x); x =0. Wenn wir die Anfangsbedingung in 
Gl. (12) einsetzen, wird U(p,0) =« = Zu(t, 0). Demnach gewinnen wir für den 
Spannungs- bzw. Stronistärkenwert bei einer unendlich langen Leitung folgende Be- 
ziehung: 


Up) = Up,O)e-r; Ip) = EN (13) 


Zo 

Bisher haben wir nicht ausgenützt, daß unsere Fernleitung verlustfrei, sondern 
nur, daß sie unendlich lang ist. Unsere letzten Beziehungen gelten also für beliebige 
Fernleitungen. Lassen wir jetzt auch die Annahme gelten, daß unsere Fernleitung 
verlustfrei ist. In diesem Fall wird 


y=pyYL6; Zu (14) 
C 
Damit sind also die Werte für Strom bzw. Spannung gegeben zu 
-pYicr. Ä c a— pYLE 
U(p, x) = U(p,0) e”P IB) = De) er (15) 


Die Ausgangsfunktionen dieser Ausdrücke können leicht angegeben werden. Wir 
wissen, daß der Funktion U(p,0) als einer Laplace-Transformierten die Ausgangs- 
funktion «(t, 0) zugeordnet ist. Wir wissen aber auch, wenn wir die Funktion F(p) 
im Bereich von: p mit dem Ausdruck e”?? multiplizieren, daß dies bedeutet, die Ver- 
änderliche £ durch die neue Veränderliche (t — }) zu ersetzen. Entsprechend lauten 
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also die Orts- und Zeitfunktionen von Strom und Spannung 


ult, x) = ult — VEO =, 0) = (1-0), 
we 


it,e) = E+(-#- )) 


Wie wir wissen, bedeuten diese Beziehungen, daß sich die ursprünglich auf die Fern- 
leitung gebrachte Spannungswelle von beliebiger Form auf der Fernleitung dämp- 


wenn ti>-. (16) 
v 


fungs- und verzerrungsfrei mit der Geschwindigkeit v = 1 [EC ausbreitet. 

Wir erhalten ein ähnliches, einfaches Resultat, wenn wir voraussetzen, daß die 
Leitung lediglich verzerrungsfrei ist, d. h., wenn zwischen den einzelnen Konstanten 
folgende Beziehung gilt: | 


=4a. (17). 


Diesen Fall haben wir in Kapitel 26 bereits untersucht. Die Werte der Leitungs- 
konstanten ergeben sich zu | 


a 


y=YRG + pYLC = +2 = ee. (18) 


Entsprechend wird die Laplace-Transformierte der Stromstärke und der Spannung 
zu 


0% _P® c a 
Up,x)=UpWN)e’e’; 19,)- 2 00,0. ne ya (19) 


Ar 
Diese Beziehungen stimmen mit den Gleichungen (15) bis auf den Faktor e ? 
überein; dieser Faktor ist aber von der Veränderlichen p unabhängig. Auf diese 
Weise erhalten wir also folgende Lösung: 


=. ” 
ult,x)=e ° «(t _—_, )) 
v 


EN wenn t>-—. (20) 
C BE ee x ® 
ikt, x) = z® u(e-&,0) 


Dies bedeutet, daß sich sowohl die Spannung als auch die Stromstärke unverzerrt, 
aber gedämpft fortpflanzen. 
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3.31. Einschaltvorgänge bei Fernleitungen endlicher Länge 


Kennt man die am Ende einer Fernleitung der Länge ! auftretende Spannung und 
Stromstärke, so können am Anfang der Fernleitung Stromstärke und Spannung 
— wie wir sahen — auf Grund folgender Beziehungen bestimmt werden: 


Us: 
1... zZ. sinh pl + I, cosh yl. (1b) 
0 S 


Wie erwähnt, gelten diese Beziehungen im Bereich der Veränderlichen t nur für 
‘die Amplitudenverteilung von rein sinusförmigen Strömen und Spannungen. Im 
Bereich der Veränderlichen p gelten sie aber auch für sich beliebig ändernde Ströme 
und Spannungen. Es können auch weitere Beziehungen angegeben werden, einerseits 
zwischen Spannung und Stromstärke am Leitungsanfang, andererseits zwischen 
Spannung und Stromstärke am Leitungsende. Ist z. B. am Leitungsanfang die Gene- 
ratorspannung im p-Bereich gegeben zu Uc(p), so wird am Anfangspunkt der Fern- 
leitung eine im Verhältnis zu dieser veränderte Spannung wegen des Spannungs- 
abfalls /,(p) Zı(p), der an den Widerständen der etwaigen Abschlußelemente auf- 
tritt, herrschen. Gleichzeitig ist das Verhältnis der Spannung zur Stromstärke am 
Leitungsende der Operatorimpedanz des Abschlußwiderstandes gleich, d. h. 


Uc=U, +Zılı; U, = Zulr. (2) 


Der Wert der am Leitungsende auftretenden Stromstärke kann nach den Bezie- 
hungen (1a), (1b) und (2) berechnet werden und beträgt 


Uc 


Le | 
(Z, + 2.) coshyl + (2 ei 


Z (3) 


ıZ 
Ze 


) sinh yl 


Setzen wir diesen Wert der Stromstärke und aus der Beziehung (2) den Spannungs- 
wert U, in Gl. 3.30. (10) ein, so erhalten wir für die Laplace-Transformierte der an 
einer beliebigen Leitungsstelle meßbaren Spannung folgende Beziehung: 


Z, eosh y(! — x) + Z, sinhy( — x) 


(Z, + Z,) coshyl + (2 + zn) sinh yl 
; 0 


Up) = Ve (4) 
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Für die Stromstärke finden wir dagegen 


cosh y( — x) + 2: sinh y(l — x) 
0 


(Z, + Z,) cosh yl + (2 + u. sinh yl 
0 


q 


Mithin hat unsere Aufgabe im Bereich der Veränderlichen p ihre Lösung gefunden. 
Wir kennen die Laplace-Transformierten von Spannung und Stromstärke in allen 
Punkten, wenn die Laplace-Transformierte der Generatorspannung und die Lei- 
tungskonstante gegeben sind. Die Schwierigkeit besteht auch hier — wie immer — 
darin, daß diese Beziehung in den Bereich der Veränderlichen t rücktransformiert 
werden muß. | 


4. Elektromagnetische Wellen 


Im folgenden behandeln wir zuerst die ebene Welle als ein- 
fachste Lösung der sich aus den Maxwellschen Gleichungen er- 
gebenden Wellengleichung, ohne zu untersuchen, wie eine solche 
Welle tatsächlich erzeugt werden kann (A). Danach wird das 
Strahlungsfeld einiger einfacher Wellenquellen — linearer An- 
tennen mit vorgeschriebener Stromverteilung — berechnet. 
Außerdem wird gezeigt, wie eine die gegebenen Randbedin- 
gungen befriedigende Lösung für den einfachsten Fall gefunden 
werden kann (B). Dann behandeln wir die gleichen Themen in 
etwas allgemeinerer Weise. Ohne die Wellenquelle, d.h. die 
praktische Wellenerregung, zu betrachten, suchen wir die Lö- 
sungen der Wellengleichung für verschiedene Koordinaten- 
systeme (C), um die Lösungen auszuwählen, mit denen auch 
die komplizierteren Randwertprobleme behandelt werden 
können. Anschließend werden die Brechungsgesetze der ebenen 
Wellen, entlang eines zylindrischen Leiters sich fortpflanzende 
Wellen, die Strahlungsprobleme der sphärischen Antennen und 
die einfachsten Streuungsprobleme (D) sowie die Wellen in 
‘"Hohlleitungen (E) bzw. die Hohlraumresonatoren (F) be- 
trachtet. Zuletzt werden im Rahmen der allgemeinen Strah- 
lungsprobleme die mit Diffraktions- und Streuungserscheinun- 
gen verbundenen theoretischen und praktischen Fragen dis- 
kutiert (G). 


A. Ebene Wellen 


4.1. Die einfachste Lösung der Wellengleichung 


In der bisherigen Betrachtung der Maxwellschen Gleichungen wurde gerade das von 
MAXWELL eingeführte neue Glied, die Verschiebungsstromdichte, vernachlässigt. In 
diesem vierten Teil des Buches spielt aber dieses Glied eine entscheidende Rolle. 
Zuerst wollen wir die Verhältnisse untersuchen, wenn den gesamten der Betrachtung 
unterworfenen Raum ein homogenes, ideales Dielektrikum 'ausfüllt, das strom- und 
ladungsfrei ist. Dies sei durch die Größen e und u charakterisiert. Die Maxwellschen 
Gleichungen nehmen für diesen Sonderfall folgende Form’an: 


oE 


I. rt H=e Er IH. dvH=0; | 
Ü) 
II. rot E= un, IV. dvE=0. 
Bildet man die Rotation beider Seiten der ersten Formel, so erhält man 
rot rot H = grad div H — AH =e = rot E. (2) 


Wenn wir nun in diese Gleichung den Ausdruck für rot E aus der zweiten Maxwell- 
schen Gleichung einführen und berücksichtigen, daß die Divergenz von H Null ist, 
ergeben sich die folgenden Gleichungen: 


| a®H oH r 
—AH = —eu——-; 4H = eu —. 3 
er er (3) 


41 Simonyi 
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Diese Vektorengleichung ist, in rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt, folgenden 
drei Skalargleichungen äquivalent: 


@H, &@H, @H, _©H, 
0x: oy? a 
oH 0° 0°H oH 
u, ee (4) 
0x2 oy? 022 7 
®H, &H, &H, _&H, 


=E . 
Fr Dar 7 Va Var 


Auf ähnliche Weise erhalten wir, nach Bildung der Rotation der zweiten Maxwell- 
schen Gleichung, wenn wir den. Wert von rot H aus der ersten Gleichung einführen, 
den folgenden Ausdruck für die elektrische Feldstärke: 

oE 


dE = eu —. 5 
Eu Er (d) 


Ebenfalls in Komponenten zerlegt, hat diese Gleichung eine Form, die dem vorigen 
Gleichungssystem analog ist. Diese Gleichung wird Wellengleichung genannt, da ihre 
allgemeinen Lösungen die verschiedenen elektromagnetischen Wellen ergeben. 
Zuerst wollen wir die spezielle Lösung untersuchen, daß die Vektoren E und H 
Funktionen nur einer Koordinate, z. B. der x-Koordinate, sind. Mathematisch aus- 
gedrückt, bedeutet diese Bedingung, daß sämtliche Ableitungen nach y bzw. z den 
Wert Null ergeben. Physikalisch kann diese Bedingung so erklärt werden, daß im 
betrachteten Zeitpunkt beide Komponenten von E und H in der zur x-Achse senk- 
rechten Ebene konstant sind. In einer anderen Ebene x = const sind diese Kom- 
ponenten ebenfalls konstant, besitzen jedoch von den vorigen abweichende Werte. 
Die Vektoren ändern sich also nur in der x-Richtung. Sinngemäß lauten also unsere 
Wellengleichungen (3) und (4) in Skalarform, explizit ausgeschrieben: 


&E, @E, ©H, OH, 

=E s = EU ———, 
Nr 3 Tr 
BE, _ 2, 98H, _ 98, en 
Ox2 er} > 2 
BE, &E. &®H, 02H. 

re rer, — E . 
Fr er 


Jede Vektorkomponente muß also die folgende Differentialgleichung erfüllen: 


o2f o°f 
Fre A: (7) 
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Es ist leicht zu beweisen, daß jede Funktion, die nur vom Argument ti + x/v ab- 
hängt, die obige Differentialgleichung befriedigt: Nach der Kettenregel der Diffe- 
rentiation gilt nämlich 


an 
7 ö ö 1 
(#7) ar 
® v 
Es ist aber 
x 
u.a KH) a 
ee 
v v 
so daß sich 
41H 
er 9) 


ergibt. Durch die Anwendung dieser Regel auf die Funktion 2//2x erhalten wir 


ef 10% 
am’ = 


woraus folgt, daß für ? = 2 die Funktion f[t X) tatsächlich eine Lösung 
| Eu v | 
unserer Wellengleichung darstellt. Die physikalische Bedeutung der Funktion 


fe X —)} ist uns bereits bekannt. Sie stellt die sich in positiver bzw. negativer 
® . 


x-Richtung mit der Geschwindigkeit v fortpflanzende Welle dar. Dabei gehört das 
negative Vorzeichen zu den in positiver, das positive Vorzeichen aber zu den sich 
in negativer Richtung fortpflanzenden Wellen. Sowohl die elektrische als auch die 
magnetische Feldstärke breitet sich also mit der Geschwindigkeit v in der x-Richtung 
aus. Diese Lösung der Wellengleichung, die nur von der x-Koordinate abhängt und 
bei der sich die Wellen in der x-Richtung ausbreiten, in einer dazu senkrechten 
Ebene aber einen konstanten Wert besitzen, nennt man eine ebene Welle, weil die 
Feldstärken im betrachteten Zeitpunkt entlang einer Ebene einen konstanten Wert 
annehmen. 

Die Wellengleichungen für H und E sind voneinander unabhängig. Erst durch Ein- 
setzen der Lösungen in die Maxwellschen Gleichungen kann festgestellt werden, 
welehe Lösungen dieser unabhängigen Gleichungen tatsächlich zueinander gehören. 


41* 
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Wir geben die erste Maxwellsche Gleichung in folgender Form an: 


e, e, 8; 
| ) 
rt H= a 2 (11) 
10x 0y 0 ot 
H,H, H. 


Nun berücksichtigen wir aber, daß es sich um ebene Wellen handelt. Es ist also 


0 12 
a Se Zen, (12) 
Oy 02 0X v dt 
Das Einsetzen in die vorige Gleichung liefert 

e, e, ©; e, e, 8, 

| 10 10 

ot H = -- 0 0!=Fr--[I1 09 2). 13 
ü = v av ot 

H, H,H, |#: H, A. 


Die hier vorkommende Determinante stellt das vektorielle Produkt des Einheits-. 
vektors e, und der magnetischen Feldstärke H dar. Die erste Maxwellsche Gleichung 
kann also auch in der Form 


10 öE | 
m au 14 
ee u er (14) 


geschrieben werden, und wenn wir die zeitunabhängige Konstante gleich Null setzen, 
gilt. 


+ -[e.xH]=eE; ex = FE. (15) 


Auf ähnliche Weise liefert die zweite Maxwellsche Gleichung den Ausdruck 
Die e 
e,xE - + Em. (16) 
€ 


In diesen Formeln gehört das obere Vorzeichen jeweils zur sich in positiver x-Rich- 
tung. äusbreitenden. Welle,. während. dem. unteren Vorzeichen die sich in negativer 
Richtung’ fortpflanzende Welle zugeordnet ist. Man sieht, daß der Vektor der elek- 
.trischen Feldstärke zur z-Achse und zur magnetischen Feldstärke senkrecht steht. 
Weiterhin ist die magnetische Feldstärke senkrecht zur x-Achse und zur elektrischen 
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Feldstärke. Also bilden die Vektoren e,, E, H — oder bei zyklischer Vertauschung die 
Vektoren E, H, e, ein orthogonales Rechtssystem, d. h., die elektrischen und magnetischen 
Feldstärken stehen aufeinander senkrecht und ebenfalls senkrecht zur Fortpflanzungs- 
richtung. Es sei noch besonders betont, daß diese Feststellung nur für ebene Wellen 
gilt und daß dieser Satz keine allgemeine Gültigkeit besitzt, obwohl sich seine An- 
wendung in vielen praktischen Fällen bewährt hat. Man sieht, daß die elektromagne- 
tischen ebenen Wellen transversale Wellen darstellen, da die elektrische und die 
' magnetische Feldstärke immer zur Fortpflanzungsrichtung senkrecht sind. Ist-die 
Ausbreitungsrichtung nicht durch die x-Achse, sondern durch einen beliebigen Ein- 
heitsvektor n gegeben, so lautet die Lösung der Wellengleichung 


(17a) 


Abb. 4.1 a) Räumliche Verteilung der 
elektrischen und der magnetischen 
Feldstärke bei ebenen Wellen, wenn sich 
die Wellen nach rechts fortbewegen. 


b) Räumliche Verteilung der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke bei 
ebenen Wellen, wenn sich die Wellen 
nach links fortbewegen 


Diese Funktion liefert (im betrachteten Zeitpunkt) gleiche Werte für alle Punkte, 
für die das Produkt nr konstant ist. Diese Bedingung wird durch eine zu n senkrechte 
Ebene erfüllt. Durch Einsetzen dieser Funktion kann leicht bewiesen werden, daß 
‚sie eine Lösung der Differentialgleichung (4) oder (5) darstellt. 

Wie aus Gl. (13) folgt, vereinfacht sich die Rotationsbildung bei ebenen Wellen 
zur Operation 


1 0 10 
rot > — — —e,x bzw rt — -—- nx. (17b) 
v ot vd 


Die Gleichung der in.der +x-Richtung fortschreitenden, als Funktion der Zeit rein 
sinusförmigen Welle lautet also nach dem bisher Gesagten (Abb. 4.1a, b): 


iu (1# =) ja (1+”%) 
Ü . Ü 
3 . 


E=E,e H=H,e. (18) 
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Für die sich in Richtung der x-Achse ausbreitenden transversalen ebenen Wellen 
gilt 

EB: =0;. H,=UV. (19) 
Hierbei wurde vorausgesetzt, daß E, bzw. H, nach Betrag und Richtung konstant 


sind; außerdem bilden e,, E,, H, ein orthogonales Rechtssystem. 
Es seien jetzt die folgenden Lösungen der Maxwellschen Gleichungen gegeben: 


R Te, . Te, 
EU — Ei Rn ei: E® — E® er a (1-°%) (20) 


Beide stellen eine ebene, in der positiven x-Richtung fortschreitende Welle mit der 
gleichen Frequenz dar. Zur Vereinfachung der Untersuchung soll hier E{? senkrecht 


Abb. 4.2 a) Elliptisch polarisierte Welle. Ey’ und Ey’ sind als reelle Vektoren angenommen, 
die in die ‚positive y- bzw. z-Richtung zeigen. In dem linken Teil sind Re E, Re E(?) und 
Re E, aufgetragen 


zu EV sein, außerdem sei@ = —n/2. Abb. 4.2a zeigt den Verlauf der beiden Wellen 
entlang der x-Achse für einen beliebig gewählten Zeitpunkt. Der Endpunkt des 
Vektors E, = E(!) + E® beschreibt eine elliptische Schraubenlinie. In einer durch 
einen beliebigen Punkt x gelegten, zur x-Achse senkrechten Ebene bewegt sich der 
Endpunkt des Feldstärkevektors E, entlang einer Ellipse als resultierender Bewegung 
aus zwei senkrechten, jedoch phasenverschobenen Schwingungen. Diese Ellipse kann 
zum Kreis oder zur Geraden entarten. Entsprechend wird die Welle elliptisch, zirkular 
oder linear polarisiert genannt. 
Definieren wir den Wellenvektor k durch die Beziehung 


2, 
yes (21a) 
c y 


so vereinfacht sich die Rotationsbildung nach (17b) noch weiter: 


1 
rot > —— juonxX = —jkxX = xjk. (21b) 
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Eine durch den Vektor k charakterisierte ebene Welle wird durch folgende Gleichung 
beschrieben: 


E(r, t) = Eıe, eiot-kr) + E,e, eifet—kr), (22) 


Hier bedeuten e, und e, zwei aufeinander und auf dem Wellenvektor k senkrecht 
stehende Einheitsvektoren: 


ek=0, &k=0, e&=0. (23) 


In Abb. 4.2b sind eine nach rechts-und eine nach links zirkular polarisierte Welle 
und ihre Resultierende, eine ebene Welle, dargestellt. Umgekehrt läßt sich eine 
ebene Welle in zwei zirkular polarisierte Wellen aufspalten. 

Der Poyntingsche Vektor der Energieströmung, S= Ex.H, fällt in die Richtung 
der Wellenausbreitung, und sein Betrag im Vakuum ist 


mr Er ed B 2 km|=- 5 E? + uBH?). 24 
IS] = |E| |H} ye* |yer + Yen rc ud“) (24) 


Dieser Ausdruck kann einfach als die in einem Prisma mit der Grundfläche 1 m? 
und der Länge v vorhandene Energie gedeutet werden. 


Bisher wurde gezeigt, daß die Lösung der Maxwellschen Gleichungen eine Welle liefert, die 


sich im Vakuum mit der Geschwindigkeit c = 1/Veotto 3 + 10% ms=! ausbreitet und transversal 
ist. Sie hat dieselben Eigenschaften wie die Lichtwellen.. Es liegt also. die Annahme nahe, daß 
das Licht eine elektromagnetische Welle ist. Als die ttransversale Natur des Lichtes erklärt 
werden mußte, erwiesen sich die früheren mechanischen Äthermodelle als große Hindernisse. 
Die Maxwellschen Gleichungen beseitigen diese ohne| weiteres. Erfolgt die Ausbreitung der 
elektromagnetischen Wellen nicht im Vakuum, so vollzieht sie sich nach den Maxwellschen 


Gleichungen mit der Geschwindigkeit v = 1/Veu = c Ve,u,, während sich nach den Gesetzen 
der Optik die Lichtwellen mit der Geschwindigkeit c/n ausbreiten, wobei 2 den Brechungsindex 


bedeutet, Die elektromagnetische Lichttheorie ist also gültig, wenn n = Ye,u, bzw. nach 
Berücksichtigung der Tatsache, daß die magnetische Permeabilität im optisch durchsichtigen 
Medium nahezu gleich 1 ist, wenn die sogenannte Mazxwellsche Relation 


n— Ye; "= E£, (25) 
besteht. Diese Beziehung besagt, daß das Quadrat des optischen Brechungsindexes gleich der 
Dielektrizitätskonstanten ist. Der Brechungsindex von Wasser beträgt n = 1,33, seine Dielek- 
trizitätskonstante aber e, = 80. Es ist also zu sehen, daß die Maxwellsche Relation nicht einmal 
näherungsweise erfüllt ist. Man kann daraus jedoch nicht einen Schluß auf die Ungültigkeit 
der elektromagnetischen Lichttheorie ziehen. Es ist nämlich bekannt, daß der Brechungsindex 
auch von der Wellenlänge, also von der Schwingungsfrequenz, abhängt. In der Optik’verursacht 
diese Abhängigkeit die Dispersionserscheinung. Es können also nur bei gleicher Frequenz 
gemessene Brechungsindizes und Dielektrizitätskonstanten verglichen werden. Die Dielektri- 
zitätskonstante hat eine makroskopische Bedeutung und ist eigentlich nur für lange Wellen 
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gültig. Ihre praktische Messung wird mit Gleichstrom, also mit einem Wechselstrom unendlich 
großer Wellenlänge, oder mit technischem Wechselstrom, dem aber auch Wellenlängen von 
mehreren, sogar mehreren tausend Kilometern entsprechen, durchgeführt. Gleichzeitig wird 
aber der optische Brechungsindex bei Wellenlängen von A» 5x10>>cm gemessen. Bei 
Rundfunkwellen im Dezimeter- oder Zentimeterband stimmt der Wert von e noch mit den 
Gleichstromwerten überein. Wenn wir mit solchen Wellen optische Versuche durchführen, 
erweist sich die Relation n? = e, als gültig, d. h., für solche Wellen ist der Brechungsindex des 


nach links Eye-jge, ehr) 
zirkular polorisiert 


[Er -Ee, ewt-kr) 


Ay 


Ay 


‚Abb. 4.2 b) Die zirkular polarisierten Wellen setzen sich aus zwei, in zueinander senkrechten 
Ebenen linear polarisierten Wellen zusammen, die gleich großen Absolutbetrag und +r/2 
Phasenverschiebung besitzen. Das Verhältnis der Komponenten E y/E: wird bei nach links 
bzw. rechts zirkular polarisierten Wellen —j bzw. +j. Zwei in verschiedener Richtung zirkular 
polarisierte Wellen ergeben eine ebene polarisierte Welle. Dementsprechend kann eine ebene 
Welle in zwei zirkular polarisierte Wellen zerlegt werden 


NAD: 


nach rechts 
zirkular polarisiert 


Wassers nicht mehr 1,33, sondern nähert sich dem Wert x = Ve, = : 80. Bei allen Stoffen, bei 
denen die Wellenlängenabhängigkeit des Brechungsindexes vernachlässigbar ist, kann die 
Gültigkeit der Maxwellschen Beziehung für den optischen Brechungsindex und für die mit 
Gleichstrom gemessene Dielektrizitätskonstante erwartet werden. Die Übereinstimmung ist 
in solchen Fällen tatsächlich vorhanden. Damit ist für die elektromagnetische Lichttheorie ein 
Beweis gefunden. Die Maxwellsche Theorie beschreibt also die Erscheinung vom Gleichstrom 
über die technischen Wechselströme bis zum Gebiet der Rundfunkwellen und weiter über die 
Dezimeter- und Zentimeterwellen, infrarote und sichtbare Lichtwellen bis zum Gebiet der . 
Ultraviolett- und Röntgenstrahlung. Der Übergang zwischen den einzelnen Gebieten erweist 
sich als vollkommen stetig. Längere Zeit fand man eine Unstetigkeit zwischen den Ultrakurz- 
wellen und den \Wärmewellen. Heute kann aber die von Temperaturstrahlern ausgesandte 
Energie mit Hilfe von Rundfunkempfangsgeräten gemessen werden. Andererseits ist es aber 
auch "möglich, mit Rundfunksendern kurze Wellen auszustrahlen, die bereits über die ver- 
schiedenen Eigenschaften der Infrarotwellen verfügen. Sie zeigen z. B. eine Wärmewirkung, 
erleiden bei der Durchdringung gewisser Stoffe eine selektive Absorption, die eine Unter- 
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suchung der Molekularstruktur des Stoffes ermöglicht, und können mit Hilfe der aus der Optik 
bekannten Methoden reflektiert und fokussiert werden. 

Eine Grenze für die Maxwellschen Gleichungen stellt die Quantennatur der abgestrahlien 
Energie dar. Solange die vorkommende Energie bei gegebenen Erscheinungen groß gegenüber 
der Energie hv ist (wobei h = 6,625 - 10-3 Joule s das Plancksche Wirkungsquantum und v 
die Frequenz bedeutet), d. h. eine sehr große Anzahl von Teilchen (Photonen) vorhanden ist, 
behalten die Maxwellschen Gleichungen ihre Gültigkeit. 


Abb. 4.2 b (Fortsetzung) 


4.2. Die Reflexion der ebenen Wellen an Leitern und Isolierstoffen 


Wir wollen nun den Fall untersuchen, bei dem in den Weg einer sich in Richtung 
der positiven x-Achse ausbreitenden Welle eine metallische Fläche unendlich großer 
Leitfähigkeit gelegt wird. Da der Leiter als ideal betrachtet wird, muß die Feld- 
stärke überall senkrecht zur Fläche bleiben, d. h., die Tangentialkomponente der 
Feldstärke muß verschwinden, um unendlich große Ströme zu vermeiden. Diese 
(irenzbedingung kann nur durch die Annahme einer in entgegengesetzter Richtung 
fortschreitenden reflektierten Welle erfüllt werden. Dieser Fall ist dem der kurz- 
geschlossenen Fernleitung ähnlich. Die Feldstärke ergibt sich also zu 


7 
= . 


R,=E ar, Eh ee (1) 
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Ist wie in Abb. 4.3 an der Stelle x = 0 die Feldstärke E, = 0, also E,), = —E,, 
so gilt 


; —jw u +jo _ 

5,=8;[(e er: hit, (2) 

Mit Hilfe der Eulerschen Beziehung kann diese Formel in 

E, = —E}2j e’®' sin o — (3) 
v 


2 Ir 
COS wi COS Er x 


AR 
Re E,= 2E; sin ot sin 2; Re H,= 


Elt=0) 
HET/H REIT) 


Abb. 4.3 Bei Reflexion an einer Metallplatte treten stehende Wellen auf 

a) Bei t = 0 erreicht H seine größte Amplitude; E ist in diesem Zeitpunkt überall Null. Bei 
t = T/4 ist es umgekehrt 

b) In einem Zwisehenpunkt (t = T/8) wächst E und vermindert sich H. Die im Zeitpunkt 


t = 0 im magnetischen Feld gespeicherte Energie strömt jetzt zu den Gebieten wachsender 
elektrischer Feldstärke 


umgeschrieben werden. Dies bedeutet, daß wir auch hier, wie im Fall der Leitungs- 
wellen, stehende Wellen erhalten (Abb. 4.3). Für die magnetische Feldstärke gilt die 
Beziehung 


— By e («-5) = I ee) 2E, u eat os (4) 
Ze Ze 0 u 


wobei Z, = E,/H; — Yule ist. Die Analogie, auf die wir hier Bezug nahmen, er- 
leichtert in a Fällen die Behandlung der ebenen Wellen. Es ist nämlich 
bekannt, daß die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit entlang der idealen Fern- 
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leitung durch die Beziehung 


ze 77 (8) 


bestimmt ist. Bei ebenen Wellen entspricht dieser Gleichung der Ausdruck 


1 
er (6) 
Ven | 
‚Für ideale Fernleitungen ergibt sich für das Verhältnis von Spannung zu Strom- 
stärke, wenn sich die Welle in positiver x-Richtung ausbreitet, 


U yz 
U =, 7 
ss Yo (7) 
und wenn sich die Welle in der negativen x-Richtung fortpflanzt 
U, L 
na -Ve (8) 
= 
Analog gilt für die in positiver x-Richtung fortschreitenden ebenen Wellen 
+ En 
ı- Ye. (9) 
H} € 
bzw. für die sich in negativer x-Richtung ausbreitenden Wellen 
= je. (9b) 
H7 € 


Zahlenmäßig beträgt der Wellenwiderstand für Vakuum 


2 — 
ner je - 5 aan Q. (10) 
& 8,854 . 10-12 


Das Verhältnis E}/H} kann.als Wellenwiderstand des Raumes bezeichnet werden. 
Es soll auch untersucht werden, inwieweit die Formel des Reflexionswertes ebener 
Wellen derjenigen entspricht, die für Leitungswellen bei einer Anpassung zweier 
durch verschiedene Wellenwiderstände gekennzeichneten Fernleitungen gefunden 
wurde: 


P= Zge — Zaı 


— (11) 
Zoe Air Zoı 
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Es sei nach Abb. 4.4 der links von der Ebene x = 0 liegende Raumteil von einem 
Dielektrikum mit den Konstanten e,, ,, der rechte Raumteil von einem durch &, us 
gekennzeichneten Dielektrikum erfüllt. Eine ebene Welle breite sich in positiver 
x-Richtung aus. Gesucht wird der Bruchteil der Welle, der an der Grenzfläche der 
beiden Dielektrika reflektiert wird. Das Reflexionsgesetz wird aus der Bedingung 
ermittelt, daß die Tangentialkomponente sowohl der magnetischen als auch der elek- 
trischen Feldstärke stetig durch die Grenzfläche beider Medien hindurchgeht, also 


El, +E,=E}i, HA+H,=H}; x=0. (12) 
&, 44 | DL 

Ei,,Hiz 

En 


DL 
Gl Abb. 4.4 Zur Ermittlung des Reflexionskoeffizienten 


Wie wir wissen, gilt in den Medien 


+ FR — 
In ya u Ag. (13) 
H}; & H;; 

R ze 
Ei _ iR = zu " 
Hz; €o 


Dadurch kann für den Reflexionskoeffizienten mit Hilfe der Gleichungen (12), (13) 
und (14) folgende Beziehung abgeleitet werden: 


(15) 


die mit der Formel für die Fernleitungen völlig übereinstimmt. Im Raum entspricht 
also die Grenzfläche zweier verschiedener Dielektrika dem Anschluß von zwei Fern- 
leitungen mit verschiedenen Wellenwiderständen. 
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Diese Analogie wird im folgenden noch weiter entwickelt und genutzt. 


Es ist lehrreich, die Verhältnisse bezüglich der Energieströmung zu untersuchen. Die 
‚Amplitude der elektrischen Feldstärke beträgt an einer beliebigen Stelle x in Raum (1) 


‚@ ,‚® {2 o 
EEE ER 1A (16) 
Entsprechend gilt 
ee = 
2. = Eile en), (17) 


01 


Der komplexe Poynting-Vektor ergibt sich zu 


"+2 ot pn” | +2 2 
Ss, = E,,Ht: = #iy I, +9 (7° —e I) a] — #i (1! —p?) +j Fin? %; 

Zor Zoı Zoı v 
Es folgt also (18) 
| E} 
Res, = —4 (1 —- pP). (19) 

Zoı 
Die Leistungsströmung im Raumteil (2) wird dagegen 
+2 

Re 8, = E,,H2, = E3,H3, = u. (20) 


02 
Da aber Z}, = Ej,(1 + p) und (1 — p)/(1 +2) = ZealZaı ist, ergibt sich 
Re Ss, =ReS,, 


wie es aus physikalischen Gründen zu erwarten ist. 
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Im Innern des als homogen betrachteten Stoffes lauten die Maxwellschen Gleichungen 
füro=0 


oE 


I. a III dvH =0, 
[7] B 

a (1) 
U. mtE=—u—, IV. dvE=0. 


Von: nun an werden wir o an Stelle von y für die Leitfähigkeit einsetzen. Dies ist 
notwendig, um eine Verwechslung mit der Ausbreitungskonstanten zu vermeiden. 
Wenn wir die Rotation der ersten.Gleichung.bilden, erhalten wir 


rot rrtH—= grad div H— AH = orot E + e 2 rot E, (2) 
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woraus sich, unter Berücksichtigung der Beziehung div H —=0 und der zweiten 
Maxwellschen Gleichung, die Differentialgleichung 


ner 


oH &H 
AH= m - ein Ed 3 
er ar (3) 


ergibt. Auf ähnliche Weise liefert uns die Rotation der zweiten Maxwellschen Glei- 
chung den Ausdruck 


| d | öE 2E 
tretE=graddvE- AE= — u —- rot H = —oau — — eu —, 4 
rot ro grad div u 7 ro ou = Eu Fi (4) 
“woraus die der vorigen völlig analoge Gleichung: 
ödE o?E | 
ÄE — ou — — u — —=0 5 
| = ot Re 08? (0) 


folgt. Es ist zu ersehen, daß sowohl die Feldstärke E als auch H eine der Telegraphen- 
gleichung analoge Beziehung befriedigen. Nun sollen die Lösungen dieser Glei- 
chungen gesucht werden, die eine ebene Welle darstellen, die also nur von der Ko- 
'ordinate x abhängen. Bei rein sinusförmigem Verlauf kann für Gl. (5) geschrieben 
werden: 


AE — oujwE + eun®E = AE + (euo? — oujo) E =. (6) 


E und H genügen also, wenn die Zeitabhängigkeit von der Form e’“' ist, den fol- 
genden Gleichungen: 


AE+RE=0, 

7 
AH-+ KH =0; M 
dabei gilt 
k=oYu fü 0=0, (8) 


k = Veuw? — oujw = 6 +jwe)jouu für o=#+0. (9) 


Auf die Lösung der Gleichungen (7) kommen wir später zurück. Jetzt wenden wir 
uns der Aufstellung und Ausnützung der schon erwähnten Analogie zu. 
‘Wir bemerken zunächst, daß  E und H sowie vw und ? in der. Leitungstheorie 
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Differentialgleichungen analoger Form erfüllen: 


dE E 
AE- u— - u— —=0; 
u Fr 


(10) 
3 
AuloR id ei eo: 
öt FE 


Ein ähnliches Gleichungspaar kann für H und ti aufgeschrieben werden. In der 
Gleichung wurde vorausgesetzt, daß E und u nur von x und ? abhängig sind, so daß 
für 0%w/öx? der Ausdruck Au gesetzt werden kann. Aus der Gleichung können fol- 
gende Analogien abgelesen werden: 


E>u; u>L; e.>(; 0-06; RO. (11) 


Die genannte Analogie erstreckt sich auch auf die Ausgangsgleichungen. Hat E 
nur eine y-Komponente, dann kann H nur eine z-Komponente besitzen. Die zwei 
Maxwellschen Gleichungen und die analogen Leitungsgleichungen ergeben sich wie 
folgt: . 


oH, E 
BE 3 I EL 
ot 1 | 
(12) 
oE oH 7) 
0x 0 


Aus diesen Gleichungen können wiederum die vorigen Analogien festgestellt werden. 
Dadurch können auch der Fortpflanzungsfaktor und der Wellenwiderstand be- 
stimmt werden: 


y=jk= Viou(o + joe); 9 =Y(R + joL) (G+j00); 


EV: un yo 13) 
: + jwe I+ G + joC 


Die letzten Gleichungen gehen für einen idealen Isolator bzw. für die ideale Fern- 
leitung in die Form 


vaio |  7=ioie 


„= VE. 2= 2 
E C 
über. 


Im allgemeinen Fall sei vy=o+ iß. Dementsprechend haben wir eine Lösung 


E(x,t) = E, 8“ e”’” = E, ee” ell«t=P2), (14) 


656 | 4. Elektromagnetische Wellen 


wobei der Dämpfungsfaktor « bzw. die Phasenkonstante 8 durch folgende Formeln 
bestimmt werden: 


= / HE o? u uE o? | | 

eYElyır 5-1); e Yellır rn) (15) 
Nun soll der Wert von « und ß für die beiden Extremfälle der Praxis untersucht 

werden, d. h., wenn die Verschiebungsstromdichte klein im Verhältnis zur Leitungs- 


stromdichte ist (nichtidealer Leiter) oder wenn die Leitungsstromdichte als klein zur 
Verschiebungsstromdichte betrachtet werden kann (unvollkommener Isolator). 

a) Die Leitungsstromdichte beträgt J, = cE, die Verschiebungsstromdichte für 
einen rein sinusförmigen Verlauf J, = jusE. Wir wollen den Fall |J,| > |Jy|, also 
o/we > 1, untersuchen. Hier gilt annähernd 


IPREEEHBL ERS VEGHERENE* a ne 1 jun 
y = Vijou(o + joe) z Yj Youo = — Youo, (16) 


d.h., 


100 1 1 
lo, nn 17 


Sowohl die elektrische als auch die magnetische Feldstärke nehmen in Richtung der 
Fortpflanzung exponentiell ab: 


zT 


E=E e 5 en \ =) ; (18) 


Hierbei bedeutet ö die Entfernung, nach der die Feldstärke auf den e-ten Teil ab- 
gesunken ist. Diese Entfernung ist der bei der Betrachtung des Skineffektes ein- 
geführten Eindringtiefe gleich. Die Phasenfortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle 
beträgt u; = öw. Wegen der kleinen Werte von ö ist diese Geschwindigkeit im all- 
gemeinen wesentlich kleiner als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes. 


b) Ist dagegen o/we <& 1, so hat man es mit einem Isolator zu tun. In diesen: Fall 
gilt annähernd 


_ ee 
se: = oralı+ (2). (19) 


Die Phasengeschwindigkeit ist durch 


@w 1 1/[o\° 
5 ß Veu f 8 (=) | = 
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bestimmt. Wir sehen also, daß die Geschwindigkeit auch hier gegenüber dem idealen 
Isolator abnimmt. ER 

Bisher war das Verhältnis o/we dafür maßgebend, ob ein Werkstoff als Isolator 
oder als Leiter angesehen wurde. Dieses Verhältnis enthält aber zugleich die Kreis- 
frequenz w. Ein Stoff kann also bei niedriger Frequenz als Leiter und bei hoher 
Frequenz als Isolator wirken (Abb. 4.5). 


Abb.4.5 Die Bezeichnungen ‚‚Isolator“ 
und „Leiter‘‘ hängen von der Frequenz 
ab [1.18] 


Durch die Einführung des Impedanzbegriffes können in erster Linie die Randbedingungen 
in einfacher und übersichtlicher Weise befriedigt werden, obzwar das Physikalische in dieser 
Methode etwas verschleiert wird. 

Als wichtige Anwendung behandeln wir zuerst den Durchgang von einer links einfallenden 
Welle durch eine Platte von endlicher Dicke. Abb. 4.6 zeigt die entsprechende Ersatzschaltung. 


2181 22,92 23,93 


d 
EVER 
E7 14 


un 
Y 


U; 
Ey-E; ei 
Sr a0, A 
=» Abb. 4.6 Ersatzschaltung für eine 
21,3} 5 
= nd Z2r02,0 Zayls Isolier- oder Metallschicht bei senkrecht 
| B einfallender Welle 


x-0 


Zwei Größen sind besonders interessant: der resultierende Reflexionskoeffizient Ey/E} 
und der Transmissionskoeffizient Ez JE] = E,!Ej. Für den ersten erhalten wir 


ER, _Zs-Z2. 


EN ; 21 
Zur, ei 
da aber 

Za=Z Z, cosh'y,d + Z, sinh y,d (22) 


* Z, cosh »,d + Z, sinh y,d 


42 Simonyi 
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ist, erhalten wir nach elementarer Umordnung 


Aa zer Ann 23 
Bi 2,2, +2.) eoshyd + (23 + 2,2.) sinh y.d Se 


'Um den Transmissionskoeffizienten zu bestimmen, formulieren wir unser Problem ent- 
sprechend Abb. 4.6 um: Wir haben Uj durch U, auszudrücken. Die Gleichung für U ‚z lautet 


U,p = U, cosh y,d + 1,2, sinh y,ad = D, cosh y,d + U, 2 sinh y.d. (24) 
2 
Daraus folgt 


Tr = cosh yad + z sinh yad.. 
Da aber 
ZZ 
Us=Ui+Uı = vr (ı + a 25) 
AB ı +0 ur (14 Ze) (25) 
ist, erhalten wir 
AB AB 1 2 0: 
—e = ——[7 7 = cosh yad + — sinh yad. 26 
D, 72 cosh y3d + Z, sinh Y3 (26) 
“ Für den gesuchten Transmissionskoeffizienten erhalten wir also 
1 Be Zu4B = Z, 

U; Zus + Zı 


a — . (27) 
. cosh y,d + = sinh y,d 
3 


Unter Berücksichtigung der Formel (22) für Z,» erhalten wir nach einer leichten Zwischen- 
rechnung für den Transmissionskoeffizienten 


E;_ 22,23 


mn BEE Gm miese 28 
E} ZZ, + Z,) cosh yzd + (Z3 + Z,Z,) sinh y,d = 


Unsere bisherigen Ergebnisse können wir auf folgende praktische Fälle anwenden: 


a) Reflexionsfreier Durchgang durch eine I solatorschicht.. Die Isolatoren seien verlustlos, d. h., 


alle Wellenimpedanzen sind reell, außerdem ist y =. jw Vue = jß. Daraus folgt, daß 
cosh yd = cos fd und sinh yd = j sin fd gilt. 

Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (23) bestätigt man sofort, daß die Bedingung für die: 
Reflexionsfreiheit 


d= m für Z =2; m=1,2,... -(29) 
‚bzw. 
d= (2m — 1) - Z, = YZ,2; für Z,*Z (30) 


lautet. 
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b) Abschirmung gegen. Hochfrequenzfelder. Eine Metallschicht sei in einen verlustfreien 
Isolator (Luft) emgebettet. Es ist der Transmissionskoeffizient und dadurch z.B. die hin- 
durchgegangene Strahlungsleistung zu bestimmen. Für diesen Fall erhalten wir. 


ZU) Get; [I _ )' (31) 


= e- (32) 


Des weiteren gelten die Relationen R,/Z, 1; R,/Z, < 1. Aus El. (28) wird also 


22, 
BE: _ | Zu 
ıi 122 ,ZıZ Z2 : 7 
1 Bank ak 2 hi ae 2 4\sinh1 +) - 
(22 +72, cos ( +% "za #4) it ( + j) F 
R BEE 
21+))7 > 21 +) 
’ 4. Z, 
5 A Re (83) 
sinh (1 +95 sinh er + j cosh = sin = 


Für das Leistungsverhältnis bei Z, = Z, erhalten wir 


— — in —. (34) 


zZ sinh? 2 + sin? 


E, |? 
Ei 


Hier sind wieder zwei Fälle interessant und einfach zu berechnen. Es sei d<ö, d.h., die 
Metallplatte sei dünn: 


E,|® SR} aD A 


I age Br ee ed nen 35 
Er au f[d\? Zid® Zi(od)2' es) 

Zi 2 RE 

i ö 
Wenn d> 6 ist, gilt die Relation 
p d\2 d 

sinh? < n (4 ®) -- 8 >sin? z (36) 
d. h.; 
EB, 32R3 -* : 
| 2 j 


‚Auf den ersten Blick scheint Abb. 4.7 eine kompliziertere Anlage zu sein alsdie auf Abb. 4.6. 
Wir machen aber die vereinfachenden Annahmen, daß (1) und (3) verlustlose Isolatoren, 
(4) ein Metall mit unendlich großer ‚Leitfähigkeit sind. Das Material (2) kann ein verlust- 


42 * 
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behafteter Isolator oder eine reale Metallplatte sein. Außerdem wählen wir D entweder gleich 
Null oder gleich 4,/4. 


c) Messung der Stoffkonstanten e und u. Es sei D= 0. Dann wird der Eingangswiderstand 
2 y = Z,tanh y.d; (38) 


D = 0 bedeutet nämlich einen Kurzschluß bei A’B’. Wählen wir aber D = },/4, so zwingen 


m 12 (3) ‘(W 

x | © A A' 

R 8 1 — 4 43 4 

34 38 GE Apeasiı 

ES R d | D-0 
j Le 0% 


Abb. 4.7 Ersatzschaltung für eine Anordnung zur Messung der (komplexen) 
Materialkonstanten von (2) bzw. zur Aufhebung der Reflexion an (4) 


wir den Zustand I,’gz = 0 auf, und wir erhalten für (2) die gleichen Verhältnisse wie beim 
Leerlauf. Es wird also 


Z 
(0) _ —a—., 39 
Zub tanh Y3d er) 


Durch Messung von ze, und zior (eventuell nach der in Abb. 3.131 dargestellten Methode) 
können Z, und », und dadurch die (komplexen) Materialkonstanten &,, u, ermittelt werden. 


'd) Aufhebung der Reflexion an einer unendlich gut leitenden Metallplatte. Es sei jetzt wieder 
D = 4,/4, und (2) sei eine dünne Schicht aus leitendem Material. Es wird also 


I | 
Z,=(1+j) Rs; WE) T: (40) 


Die Eingangsimpedanz Z,, wird 


CESE 


(41) 
tanh y,d 


ZB = 


Nehmen wir noch an, daß d<& 6 ist, und berücksichtigen wir den Wert von R, sö erhalten wir 


Ä ] Rö 1 | 
Zaun Net, (42) 


: d d 
(ER = 


Wenn wir jetzt o und d so wählen, daß Z AB = Z, wird, so tritt an der Grenzfläche (1)—(2) 
keine Reflexion auf. Unser Resultat kann wie folgt: formuliert werden. 

Die Reflexion an einer unendlich gut leitenden Metallplatte kann durch zwei- unmittelbar 
übereinander aufgebrachte Schichten aufgehoben werden: durch eine isolierende Schicht der 
Dicke 4/4 und eine dünne leitende Schicht, deren Widerstand je Quadratmeter gleich dem 
Wellenwiderstand des Isolators ist (Abb. 4. 8). 
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a) 


Abb. 4.8a) Aufhebung der Reflexion bei einer Fernleitung durch einen kurzgeschlossenen 
Leitungsabschnitt der Länge A/4 


b) Diese Realisierung der Ersatzschaltung führt uns zum physikalischen Kern; werden a und b 
unendlich, so liegt der Fall’ der ebenen Welle vor 


a 


4.4. Ebene Wellen in gyromagnetischen Stoffen 

Wir wissen schon aus Kap. 1.5.1., daß in gyromagnetischen Stoffen zwischen B 
und H eine Tensorrelation B = uH: 

B,= ul, — jxH,, 

B, = j»H,+ uH,, (1) 
B.=uf, 


gilt. Wir haben bei dieser Schreibweise angenommen, daß die Richtung des vor- 
magnetisierenden konstanten magnetischen Feldes mit der Richtung der z-Achse 
zusammenfällt. Implizit deutet diese Relation darauf hin, daß sich alle Größen in 
der Zeit nach der Formel e’®! ändern. 

Die Maxwellschen Gleichungen lauten nun 


rot H = jweE, (2) 
rot E = —joB = —jouH. (3) 


Bilden wir jetzt die Rotation der ersten Gleichung, so ergibt sich unter Berück- 
sichtigung der zweiten Gleichung 


rotre H = jwertt E= eou.H. (4) 
Diese Gleichung kann umgewandelt werden in 
grad div H — AH = ew®’uH. (5) 


Da das H-Feld jetzt nicht divergenzfrei angenommen werden kann, läßt sich diese 
Gleichung nicht auf die übliche Weise weiter vereinfachen. 
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Schreiben wir jetzt die der Gl. (5) entsprechenden drei skalaren Gleichungen unter 
Benutzung kartesischer Koordinaten: 


0.[öH,  2H, ri oH,\ (@®H, &H,  °%H, 
Ox \ dx dy 02 Fr? 022 
3 (öH, |, 2H, 2 oH,\ (@H, , &H,, &H, 

77 0x2 oy? 022 
R) oH, =) [u o®H.  ©@H. 


02 \ 0x dy 02 0x° oy? 02° 


) = ew?[uH, — jxH,] (6a) 


— eu1jxH, H 6b 
Eu 2 22 ) Ew?[]x + ud,] (6b) 


—= eo?u,H.. (6c): 


Nun soll eine Lösung gesucht werden, welche eine sich in Richtung der z-Achse aus- 
breitende ebene Welle darstellt. 
Für eine solche Lösung gelten. die folgenden vereinfachenden Beziehungen: 


DE NE (7) 


Aus der Gleichung 


div B = div ul = 0; E = 1; IH; 


—0 (8) 


folgt sofort die Gleichung H, = B, = 0. Es sei nebenbei bemerkt, daß diese Trans- 
versalität der B- und H-Felder damit zusammenhängt, daß die Fortpflanzungs- 
richturfg mit der z-Achse zusammenfällt. Es wird später gezeigt, daß das H-Feld 
im allgemeinen auch eine Longitudinalkomponente besitzt. 

Das Gleichungssystem (6) kann nun weiter vereinfacht werden: 


2 
a 0 HA, —— eu*(uH, = jxA,); 
02% 
z (9) 
u 2 = ewX(jxH,+ uH,). 
02° 


Wir nehmen jetzt die Abhängigkeit von z in der Form e-T= an. Wir erhalten damit 
aus (9) 
— TH, = eo%(uH, — j«H,), 

| (u JeHr, (10) 
'—I”H, = ew*(jxH, + uH,). 


Hier haben wir ein System homogener Gleichungen. Dieses System hat nur dann 
eine nichttriviale Lösung, wenn die Determinante verschwindet. Diese Forderung 
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führt sofort zu den folgenden ['-Werten: 


T- = +ioYsla+x), IT, = tie Yeu — x). (11) 


Der erste dieser Werte führt zu der Relation 


ug —) s d..h., Hi = —jH, etet-#'2) e;; HZ — H, ejtwt-R'2) €,» 


T 


Der zweite dagegen ergibt 


= =+j, d.h, H\=jH,ee®e; H:=H, etatzen) e,. (12) 
a | 

Das Verhältnis 7,/H, hängt nicht davon ab, mit welchem Vorzeichen I' y oder 
I, genommen wird, d. h., in welcher Richtung sich die Welle ausbreitet. J, = —jH, 
bedeutet ein zur Vormagnetisierungsrichtung nach links, 7, = +jH, ein sich nach 
rechts drehendes H-Feld. | 


Abb. 4.9 Ebene Wellen in gyromagnetischen Stoffen 


Die physikalische Bedeutung dieser zwei Lösungen kann mit Hilfe der Abb. 4.9 
erläutert werden. Die erste Lösung bedeutet eine linkssinnige zirkular polarisierte 
ebene Welle, während die zweite eine rechtssinnige zirkular polarisierte ebene Welle 
darstellt, wenn die Ausbreitungsrichtung mit der positiven z-Richtung zusammen- 
fällt. Diese zwei Wellen haben verschiedene Fortpflanzungsfaktoren, d. h., sie breiten 
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sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten aus. Diese Tatsache hat eine sehr interes- 
sante Folge: Wenn sich eine ursprünglich. linear polarisierte Welle in einem gyro- 
magnetischen Stoff in Richtung der Vormagnetisierung ausbreitet, so spaltet diese 
Welle in zwei zirkular. polarisierte Wellen auf, die sich mit verschiedenen Geschwin- 
digkeiten fortpflanzen. Da sie gleiche Amplituden haben, können sie in jedem Zeit- 
punkt wieder zu einer einzigen linear polarisierten Welle zusammengesetzt werden; 
‚die Polarisationsrichtung dieser Welle dreht sich aber bei’der Ausbreitung entlang 
der z-Achse. | 
In einer Entfernung ! wird die Polarisationsebene um den Winkel 


I ; Aa 
9=,#- (13) 


gedreht, wobei $* und $- den Winkelfaktor des Ausbreitungsfaktors J', bzw. I\ 
darstellen (Abb. 4.10). 

Die Rotation der Polarisationsebene wird Faraday-Rotation genannt. Es ist von 
grundlegender Bedeutung für die praktische Anwendung, daß der Drehsinn dieser 
Rotation nur von der Richtung des Vormagnetisierungsfeldes abhängt. Sie ist also 
völlig unabhängig von der Fortpflanzungsrichtung, d. h., bei der in entgegengesetzter 
Richtung fortschreitenden Welle dreht sich die Polarisationsebene in die gleiche 
Richtung. Gerade diese Tatsache ermöglicht die Konstruktion nichtreziproker elek- 
trischer Einrichtungen (Abb. 4.80 und 4.81). 


Abb. 4.10 Die Drehung der Polarisationsebene in gyro- 
magnetischen Stoffen. Die resultierende Welle wird nämlich: 
H, = H7 + HS = jH, eietfe-3#* — e-ß*t]e, + H, eiet 

( Br+B 

Jilot - ——ır 

x [emiP# + erjfz]e, = 2H,e . 


Bt—B- Pre] 


3 xe,- cos = ze 


x [- in y 


Untersuchen wir jetzt die ebenen Wellen, welche sich senkrecht zur Vormagneti- 
sierungsrichtung, also senkrecht zur z-Richtung, ausbreiten; dabei gelten die fol- 
genden vereinfachenden Bedingungen: 


0 


0 7) 
oy 0% 


0x 
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‚Aus der Divergenzfreiheit des B-Feldes folgt sofort 


H, _# (15) 
H, 


jr 
was — wenn H, und H, von Null verschieden sind — zur Relation 


B, = uH, — jxH, = H, (r - er) =0 (16) 


T 


führt. Aus Gl. (6b) erhalten wir sofort den Wert 


r2 — — eu k —_ 2) 5 (17) 


Diese Gleichungen lassen sich wie folgt deuten. Der Vektor B und damit auch der 
Vektor E stehen senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung, H hat dagegen auch eine 
Longitudinalkomponente. 

Gl. (6c) kann mit dem erhaltenen Ausdruck (17) nur dann in Einklang gebracht 
werden, wenn B,=H,=0, d.h., wenn B auch senkrecht zur Richtung des kon- 
stanten magnetischen Feldes steht. Daraus folgt sofort, daß das E-Feld parallel zur 
Vormagnetisierungsrichtung stehen muß (Abb. 4.9). Diese ebene Welle entspricht 
einer ebenen Welle in einem homogenen isotropen Stoff mit einer effektiven magne- 
tischen Permeabilität wer = u[l — (x/u)?]. 

Diese Welle heißt außerordentliche Welle. Wenn nämlich H, =H, = 0 ist, führt 
(6c) zu I!’ = jo Ver. „ Die zu dieser Konstanten gehörende Welle ist die ordentliche 
Welle. 

Die hier angegebene Methode kann man auf folgende Weise für Stoffe mit den Tensor- 


kenngrößen e und u verallgemeinern [1.16]. (Die ‚„Stoffkonstanten‘“ sind als „‚hermitisch‘“ 
anzunehmen, d.h,e=e!; a =gT; s. auch Kap. 5.1.2.). 


Die Maxwellschen Gleichungen lauten nun 
rot H = jweE; 
rotE = — joguM. 


Aus der letzteren erhalten wir 
H = a wirotE. 
. Io 


In die erste eingesetzt, folgt 

rote trottE— w’eE=0. 

Auf ähnliche Weise ergibt sich 

rotetro HM — o®uH =0. 

Mit €! bzw. ut von links multipliziert, erhalten wir 
etrotaTrtE-w®E=(; 

wirtetlretH—- HH =0. 
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Suchen wir die Lösungen in der Form E, eiet-kr), so wird rot > —jk X; dann lassen sich die 
obigen Gleichungen wie folgt schreiben: 


eikx (uikxE)+WE—=0; (A.toN)E=0; (18) 
ik x (OIkxM) + oH = 0 en (An toN)H=0. (19) 

Die Forderung einer nichttrivialen Lösung dieses Gleichungspaares führt zu den Gleichungen 
A&.+o1l=0; An+o1ll=0, (20) 


die eine Relation (und zwar dieselbe für beide Gleichungen) zwischen k und w bedeuten (Dis- 
persionsrelation). Die Diskussion kann weitergeführt werden, wenn man vereinfachende An- 
nahmen macht. Es seien z. B.: e, u skalare (reelle oder komplexe) Größen (isotrope Stoffe); 
u eine skalare, e eine tensorielle (symmetrische) Größe (Kristalloptik); e eine skalare, z eine 
tensorielle (nichtsymmetrische) Größe (gyromagnetische Stoffe) oder umgekehrt (Plasma) usw. 

Wie man übrigens sofort einsieht, wird, wenn E die Gleichung (18) befriedigt, durch 


H= ee: -2rot E auch die Gleichung (19) befriedigt. Man braucht also nur entweder (18) 
2, 
oder (19) zu lösen. | 
Wir haben hier wiederholt die Tatsache benutzt, daß die Rotationsbildung bei ebenen 
Wellen mit der Operation —jk x gleichbedeutend ist. Wir geben jetzt eine einfache, doch 
etwas allgemeinere Begründung dafür. Da nämlich rot fa = frot® + grad f x.o ist, erhalten 
wir 


rot E, eitwt-kr) — ei(wt-kr) zot E, + grad eilet-kr)x EB, = —jk x Eir,t). (21) 


Hier haben wir die Zusammenhänge rot E,=0 (daE,konstant ist) und grad e-ikr = — jke-ikr 
angewendet. Damit können wir die Richtigkeit der folgenden einfachen Aussagen behaupten: 
Die Vektoren H und D stehen auch bei tensoriellen Stoffkonstanten senkrecht aufeinander; 
das folgt aus der ersten Maxwellschen Gleichung. Aus der zweiten folgt, daß E und B auch. 
zueinander senkrecht sind. Außerdem gelten D | kundB | k. Voraussetzung: ebene Wellen, 
verlustfreier Stoff. (Siehe auch den Fall der inhomogenen ebenen Welle, Kap. 4.15.) 

Wir wollen jetzt — über die phänomenologische Beschreibung hinaus — die physikalischen 
Faktoren angeben, welche bei der Faraday-Rotation maßgebend sind. Das seltsame Verhalten 
der gyromagnetischen Stoffe hängt letzten Endes mit der Tatsache zusammen, daß das magne- 
tische Moment eines Mikrosystems immer mit einem mechanischen Impulsmoment verknüpft 
ist: 


M= YN, (22) 


wo M das magnetische Moment, z. B. bezogen auf die Volumeneinheit, und N das Impuls- 
moment bedeutet. » ist das gyromagnetische Verhältnis; es ist im allgemeinen negativ. Ein 
konstantes magnetisches Feld H, übt ein Drehmoment M x H, aus, was zu einer Präzession 
mit der Larmorschen Frequenz 


2rf, =wn=|yl HA, (23) 


führt. Bei Überlagerung eines (kleinen) Hochfrequenzfeldes bekommen wir durch die Lösung 
der Bewegungsgleichung des Kreisels die tensorielle Permeabilität. Eine ausführliche Dar- 
stellung dieses Gedankenganges findet man z. B. in [1.2]. 

Die in Gl. (1) verwendeten Größen u und x ergeben sich im verlustlosen Fall zu 


YMHı, „_ _ vH 


. 24) 
o,— we’ - 0, — w? = 


B=lWTt 
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Wir führen neben den schon eingeführten wı bzw. fi, die Kreisfrequenz wy bzw. fm durch 
folgende Definition ein: 


om = |yl Mo/uo- (25) 
Da |y| = —y ist, können wir für Gl. (24) schreiben: 

H !ı/m x fm 

Ho tk - PR Ho a in 


In Abb. 4.11 ist die Abhängigkeit der beiden Größen u/u, und x/u, von dem Verhältnis fv/f 
gezeichnet. 


Abb. 4.11 Abhängigkeit der in der Tensorpermeabilität vorkommenden Größen u/u, und 
s./u, von fu/fim verlustfreien Fall nach Gl. (26). Hier bedeuten: fr, = 2r|y| Ay, {m = 2r|y]Mo/o- 

y ist die gyromagnetische Konstante: y = 2 - (1/4). we/m = 35,18 - 10% Hz/(A/m). M,/usist 
in der Größenordnung von 10° A/m. /y//u wurde hier gleich 1/2 gewählt 


Für die Fortpflanzung sind die Größen u = u — x bzw. An =u + x maßgebend. Wir er- 
halten nach (26) 


"2 _; fufu Hu BER EEE 2 (12 72 2 ABS RER 1 VE 27 
BT R-RIR-R TR Taf ” 
un _4 iu _ Hn__ıı Mn. (28 
Fi eu u er er ee) 


Diese Größen sind in Abb. 4.12 dargestellt. 
Die Rotation der Polarisationsebene, auf die Längeneinheit bezogen, heißt Faraday-Kon- 
stante. Ihre Größe ist nach (13) 


R=- TE = 2 (Yeun — Yen) 


3 1 r EN ware u 
22 (Y% = 2) - = fer YE < - = ). (29) 
2 Ho Ho Io Ho Ho 


Abb. 4.12 Die Abhängigkeit der „effektiven“ Permeabilität uN=U—r uf=utrx von 
fı/f in verlustbehafteten gyromagnetischen Stoffen 


Wenn f> fr, so ist zu/p % 1 und [x/tol = fuı/f 1. Dann erhalten wir 


„\12 alla TE | il. .M 
Salon" ]-SByEr- Sägen 
N 


R= 


ID Ay Ho A AL 2 c Lg 
(30) 


Die Rotation hängt in diesem Fall also nicht von der Frequenz ab. 

Es sei weiter als Beispiel der Fall eines symmetrischen e-Tensors behandelt. Der Tensor sei 
schon auf Hauptachsen transformiert — was bei solchen Tensoren immer möglich ist —, so 
daß man .den Tensor in folgender Form schreiben kann: 


&, 0 0 & 0 0 
e=I0 &, 0 I=-8]|09 & 0 (31) 
00 8 009 5 


Gl. (19) lautet nun 

kXx(kxE) + o!ueE = 0. (32) 
oder nach dem Entwicklungssatz 

(kE\k—- KE+ wugeE = 0. (33) 


Wählen wir die x-Richtung als Fortpflanzungsrichtung, d.h. k = (k,, 0, 0), so haben wir in 
Komponentenzerlegung 


k,BE;k, — kKE, + weuge,E, = 0; 
—kzE, + @®?uge,E, =: (34) 
—k;E, + Q?yge,E, = 0. 
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Aus der ersten Gleichung folgt sofort 4, = 0, d. h., die Welle ist transversal. Die zwei weiteren 
können durch die folgenden Lösungen befriedigt werden: 


a) E,#P0; kr = @*lg&y; E,=0; 


| . (35) 
b) Z,=#0; k; = WUgE;; E, =. 


Wir haben also zwei Lösungen: die eine stellt eine in y-Richtung polarisierte Welle mit der Ge- 
schwindigkeit v, = 1/Yu,e, dar, die andere ist eine in z-Richtung polarisierte Welle, welche 


sich mit der Geschwindigkeit v, = 1/ Vase: fortpflanzt. Eine linear polarisierte Welle spaltet 
sich, wenn E eine Ey- und E,-Komponente hat, in zwei linear polarisierte Wellen auf, welche 
verschiedene Phasengeschwindigkeiten haben. Wenn diese aus dem Kristall heraustreten, 
haben sie einen bestimmten Phasenunterschied. Sie addieren sich also wieder zu einer einzigen 
Welle, welche aber im allgemeinen elliptisch polarisiert sein wird. 

Multiplizieren wir jetzt die Gleichung (33) durch (c/»)? und führen wir die neue Bezeich- 
nung (c/o) k =n ein, so erhalten wir 


(nE)n —- mE) + E=0. (36) 
ö € 


0 


Es sei bemerkt, daß der Absolutbetrag des Vektors 
ıl=-ik=-- — = --n (37) 
wo 


mit dem Brechungsindex identisch ist. Die Dispersionsgleichung lautet jetzt 
nen: + e,n, + Enz) — [nzezle, + &) + nieylen + Ex) + nleile, + E,)] + eneyei = 0. (38) 


Nehmen wir an, daß &, = e, 


y>=e, ist, und führen wir noch die Bezeichnung &, =, ein, 
so lautet diese Gleichung: 


mer )lani tem tn) —eıs]=0; (39) 


sie zerfällt in die folgenden zwei Gleichungen: 


N"=e,, (40a) 
2 2 u 
Er ESSEN (40b) 
€ EL 


In diesem Fall existieren also zwei Wellentypen: die ordentliche Welle verhält sich wie in einem 


'isotropen Medium mit x = Ye, ; für die außerordentliche hängt n vom Winkel zur z-Achse 
ab, denn nach (40b) gilt: 


ee. (41) 


2 
n & Eı 


Gl. (39) wird Fresnelsche Gleichung genannt. Die hier erhaltenen Zusammenhänge bilden 
die Grundlagen für die Kristalloptik. 


670 | | 4. Elektromagnetische Wellen 
i | | 


Hier möchten wir nur die Polarisationsverhältnisse etwas näher betrachten. Nehmen wir 
zuerst die ordentliche Welle. Für sie folgt aus (37) und (40a), daß k2 = w2uyeıe, ist. Unter 
Berücksichtigung dieses Zusammenhanges in Gl. (33) in Komponentenzerlegung ergeben sich 
sofort die Gleichungen (kE) = 0; E,=.0, d.h., E steht senkrecht zur Fortpflanzungsrich- 
tung k und zur Symmetrieachse z, d. h. senkrecht zu der von der Symmetrieachse und der Fort- 
pflanzungsrichtung gebildeten Ebene. Dann gilt aber D = eıs,E, d.h., E und D sind parallel. 
Aus der II. Maxwellschen Gleichung folgt, daß H und B ebenfalls senkrecht zur Fortpflanzungs- 
richtung stehen (Abb. 4.13a). 


Abb. 4.133 In einem einachsigen Kristall stehen E und D der 
ordentlichen Welle senkrecht auf der von der Symmetrieachse 2 
und k gebildeten Ebene 


Für die Behandlung der außerordentlichen Welle nehmen wir an, daß k in der (y,2)-Ebene 
liegt. Das ist keine wesentliche Einschränkung, da die Verhältnisse sowieso nur von ®, nicht 
aber von p abhängen. Dann folgt aus der ersten Gleichung der in Komponenten zerlegten 
Gleichung (33) 


eE, — (kE) k, = w’ugeseıE, > BE, = wugegeıEg; (42) 


was nur dann zutreffen kann, wenn E,= 0 ist. Damit haben wir schon unser wichtigstes 
Resultat: E liegt in der (y,z)-Ebene, physikalisch gesprochen: in der von Symmetrie-Achse 
und Fortpflanzungsrichtung gebildeten Ebene. Die zwei anderen Gleichungen 


kE, — (kEE, + k,k,E,) = @ugegeıE, (43 8) 
E, — (kyk,E, + BEE,) = @ugeoe,, Br» (43b) 


führen — unter Verwendung der Zusammenhänge k, = ksind; k,=kcosd# — zu den Glei- 
chungen | 


E,[{k&(1 — sin? 8) — wengeosı] — kt sin # cos d E, = 0, (44a) 
—k:E, sin ® cosd + E,[k?(1 — 00829) — wEutgene,] = 0. (44b) 


Die Bedingung für eine nichttriviale Lösung fällt — unter Berücksichtigung von (37) — 
mit der Gleichung (41) zusammen. 
Da D nach der I. Maxwellschen Gleichung senkrecht auf &k steht und 


D=eE; d.h., D,=®, D, = &äLE,; D, = &8,#: (45) 


gilt, können wir zusammenfassend behaupten: 

Der Vektor D steht senkrecht auf k und liegt in der Ebene, die von der Symmetrieachse 
und der Fortpflanzungsrichtung gebildet wird. 
Der Vektor E liegt auch in dieser Ebene, steht aber nicht senkrecht auf k und ist nicht zuD 
parallel. 
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H (und B) stehen senkrecht auf k und D, aber nicht senkrecht auf E. 

Der Poyntingsche Vektor Ex H fällt nicht in die Richtung k. 

In Abb. 4.13b haben wir k nicht in der (y,2)-Ebene gezeichnet, sondern entsprechend der 
Abb. 4.13a. Man sieht, daß die zwei Wellen linear polarisiert. sind, aber die Polarisations- 
ebenen stehen senkrecht aufeinander. | 


Abb. 4.13b In der außerordentlichen Welle liegen E und D in der 
(e;— k)-Ebene; S=E x H zeigt nicht in die Richtung von k 


B. Lineare Antennen und Antennensysteme 


4.5. Lösung der Maxwellschen Gleichungen 
mit Hilfe der retardierten Potentiale. 


Im folgenden wollen wir die Lösungen der im homogenen Raum mit den Kon- 
stanten e und u gültigen Gleichungen 


I. rt = 4e, II. dvH=0, 
I. rtE=—u —, IV. dvE= 8 
Fr > 


suchen. Wir setzen voraus, daß die Stromverteilung und die Ladungsdichte überall 
im Raum und zu jedem Zeitpunkt gegeben sind. Da die Divergenz von H überall 
Null ist, kann die magnetische Feldstärke als die Rotation eines anderen Vektors 
aufgefaßt werden. Es ist also 


H=1rot A.- (2) 


Der Vektor E kann nicht als der Gradient einer skalaren Funktion dargestellt 
werden, da seine Rotation von Null verschieden ist. Es ist aber leicht ein anderer 
Vektor zu finden, dessen Rotation Null wird. Wir führen den Ausdruck H = rot A 
in die zweite Maxwellsche Gleichung ein und vertauschen die Reihenfolge der Diffe- 
rentiation nach den Raumkoordinaten und nach der Zeit, so daß. wir zuletzt durch 
Umordnen die folgende Beziehung erhalten: 


0: Ä ., 04 0A 
tE=-—-u-retA=— t—; rot|E —|=0. 3 
To u er ro u TO = To | +u ) (3) 


Die Rotation des Vektors E + u _ ist also gleich Null; folglich kann dieser Vektor 
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aus einem Skalarpotential abgeleitet werden: 

E+u — —= —grad op. (4) 
Daraus wird die Feldstärke E zu 

E = = — grad (5) 


bestimmt. Die Feldstärke E kann also im allgemeinen Fall nicht aus einem Skalar- 
potential hergeleitet werden, sondern es muß auch die zeitliche Veränderung des Vektor- 
potentials berücksichtigt werden. 

Sind also das Skalarpotential 9 und das Vektorpotential A als Funktion der Zeit 
gegeben, so können die Feldstärken E und H hieraus berechnet werden. Die Po- 
tentialfunktionen selbst können aus der I. und IV. Maxwellschen Gleichung, die bis- 
her noch nicht benutzt wurden, bestimmt werden. Wird nämlich der Wert von E 
und H in die erste Maxwellsche Gleichung eingeführt, so findet man 

0A er 
rot rot A = grad div A — dA= I-egrd 2 —: U (6). 
Da der Vektor A erst dann völlig bestimmt ist, wenn auch seine Divergenz gegeben 
ist, und da diese Divergenz beliebig vorgeschrieben werden darf, kann man so ver- 
fügen, daß die Beziehungen sich möglichst einfach gestalten. Zur Bestimmung von 
div A wählen wir also die sogenannte Lorentzsche Bedingung: 


divA+e 70, (7) 


Dadurch erhalten wir zur Ermittlung des Vektorpotentials A die folgende Differential- 
gleichung: 
02A 
dJA—-—u— ——-J. 8 
Kr (8) 


Entsprechend gelangen wir durch Einführen des durch das Skalar- und Vektor- 
potential bestimmten Wertes von E in die vierte Maxwellsche Gleichung zu dem Aus- 
druck 


div E = -pdiv A — divgradp=2, (9) 
€ 


woraus sich mit Hilfe der Bedingungsgleichung div A = —e öp/dt die Beziehung 
op Q 
Aa Dee 10 
PT : (10) 


43 Simonyi 
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ergibt. Es ist leicht zu ersehen, daß sowohl das skalare als auch das vektorielle Po- 
tential durch Differentialgleichungen völlig analoger Form bestimmt wird. Sind die 
zeitabhängigen Veränderungen gleich Null, so gehen die Differentialgleichungen (8) 
und (10) in die bereits bekannten Beziehungen des stationären Falles 


ZAA=-J A=—% (11) 
€ 


über. 
Verschwinden aber irgendwo -im Feld die Stromdichte und die Ladungsdichte, 
dann gehen die Gleichungen in die Wellengleichung 
22A 0 
er PER nn (12) 
über. 


Die Lösungen für die Funktionen A und g lauten 


a r 
1 e(# N; 2) 
Pay = — | ——L deandt (13) 
Are r 
V 


bzw. 


Y\. 
(am&1-2 


Aa, y2,1) = —— } dedndk. (14) 
T 


u; 
v 

Hierin bedeuten, wie üblich, x, y, 2 die Koordinaten des Aufpunktes P, für den 
wir.den Wert des skalaren oder vektoriellen Potentials bestimmen wollen, &, 7, & die 
Koordinaten des Laufpunktes Q, r den Abstand zwischen. den Punkten P und Q. 
Also hängt r sowohl von z, y, z als auch von &,n,£ ab. 

Diese Lösungen weichen nur insofern von den für den stationären Fall gültigen: 
Lösungen ab, als bei der Berechnung des Potentials im Aufpunkt für das Potential 
der in einem beliebigen Volumenelenent befindlichen Ladung nicht deren der- 
zeitiger Wert maßgebend ist, sondern ein früherer Wert, der unı r/c Sekunden zurück- 
liegt; denn eine Ladung übt ihre Wirkung auf einen anderen Punkt nicht momentan 
aus, vielmehr benötigt sie dazu eine endliche Zeit, die durch die endliche Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeit bedingt ist. Deshalb werden diese Potentiale verzögerte oder 
retardierte Potentiale genannt. 

Es kann also die wichtige Folgerung gezogen werden, daß im allgemeinen Fall die 
Skalar- bzw. Vektorpotentiale, nicht aber die Feldstärkenwerte in der obigen Weise re- 
tardiert werden müssen. Letztere ergeben sich nämlich aus den Potentialen durch 
Differenzieren nach. den Raunı- und Zeitkoordinaten. Es wäre vollkommen verfehlt, 
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wenn wir z. B. das die magnetische Feldstärke für den stationären Fall richtig be- 
‚stimmende Biot-Savartsche Gesetz 


ut Fdixrs 
dr r? 
L 


(15) 


dadurch verallgemeinern wollten, daß wir das Magnetfeld eines hochfrequenten 
Wechselstromes mit Hilfe der „verzögerten‘‘ Formel 


ny=- It - - a 
dr c r? 
L 


berechnen würden. Wie bereits bewiesen wurde, muß hier das Vektorpotential auf 
die beschriebene Weise verzögert und daraus dann durch die Bildung der Rotation. 
das Magnetfeld berechnet werden. Letzteres Verfahren liefert ein von dem ersten 
völlig verschiedenes Ergebnis. 


Daß die Gleichungen (13) und (14) tatsächlich Lösungen der Wellengleichung darstellen, 
sei hier für das Skalarpotential g bewiesen. Unsere Betrachtungen sind aber auch für die recht- 
winkligen Komponenten des Vektorpotentials A gültig. | 

Wir eliminieren den eine Singularität liefernden Aufpunkt F in bekannter Weise mit Hilfe 
einer Kugelfläche vom Radius r, aus unserem Raum. Diese Kugelfläche wollen wir später auf 
den Punkt P zusammenschrumpfen lassen. Das Volumenintegral (13) kann also in folgender 
Weise angegeben werden: 


Pantn-— | I Ları— | ar, (16) 
ATE r Arte rY 
Ko Y—Kı 


wobei V den ganzen Raum und V — X, den außerhalb der Kugel befindlichen Raum be- 
deuten. Wir wenden in (16) den Laplaceschen Ausdruck Ap gliedweise auf o an. Wir bemerken 
zuerst, daß die Verzögerung im Innern der Kugel einc um so geringere Rolle spielt, je kleiner 
der Radius r, ist.. Bei sehr kleinem Radius ist die statische Formel 


o(z, %, 2, £) 
do, re a 2 SE (17) 
gültig. 


Im zweiten Ausdruck kann der Laplace-Operator Ap unter dem Integralzeichen gebildet 
werden, Da der Ausdruck unter dem Integralzeichen — vom Standpunkt des Differenzierens — 
nur eine Veränderliche enthält, nämlich r, hat der Laplacesche Ausdruck folgende einfache 
Form: 


1d daU 1 d 
AU = Dr grnaReir = — U a 18 E 
0) er - 5 ev) (8) 
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Es ist also 
o &,n» &,t ). 
1 1% . | c 1 1 8 r 
= —ı — 4 dn d re Sr FIern Itis ti —— aV. 
AP Are r Or r ? ae drre Jrmelers 2) 
V-k —K, 


(19) 


Wir wissen aber, daß für eine Funktion, die vom Argument ( — 2) abhängt, die folgende 
Gleichung gilt: e 


a 18 
ar rom 2 


Die Beziehung kann also nach Gl. (13) in 


1 1 a a r 


Arcec? r 8° 
V-K, 
r 
‚'’5p ‚t Tara 
, ER ua 1 la y, 21) (21) 
Arec? 9? zu r N 10 c2 2 PX, Y, 2, 
V-K, 


umgeschrieben werden. Wir finden schließlich 


1 oylz, y, 2, #) 


7, Y 2,8 
Ap = Ag, +4, = era, 2 rn (22) 
€ c° ot? 
Nach Ordnung liefert diese Beziehung tatsächlich die Wellengleichung 
1 
9 -;=-8. (23) 


Dadurch konnte bewiesen werden, daß das retardierte Potential @ eine Lösung der Wellen- 
gleichung darstellt. 

Dieser Beweis bedeutet aber nicht, daß diese Lösung die einzig mögliche Lösung ist. Im 
folgenden wird noch gezeigt werden, daß sie in einem endlichen Gebiet nur eine partikuläre 
Lösung darstellt. Im unendlichen Raum kann sie aber unter gewissen Bedingungen die einzig 
mögliche Lösung liefern. 

Unser Gedankengang wäre unvollständig, wenn wir nicht darauf hinweisen würden, daß die 
Ausdrücke (13), (14) für und A auch der Lorentz-Bedingung genügen. Die Kontinuitäts- 
gleichung div J + 0p/dt = 0 macht diese Tatsache plausibel, der exakte Beweis ist aber ein 
wenig umständlich, und so verweisen wir auf die diesbezügliche Literatur. 

Bisher haben wir über die retardierten Potentiale gesprochen. z kann aber in ähnlicher 


Weise bewiesen werden, daß eine Funktion mit dem Argument t He 7 die inhomogene Wellen- 


gleichung ebenfalls befriedigt. So erhalten wir an Stelle der deren Potentiale die avan- 
cierten Potentiale. .Mit. diesen- Potentialen. rechnet man im allgemeinen.nicht,.unter Berufung 
darauf, daß hier die Folge „Ursache— Wirkung“ verletzt wird. Ein richtigerer Standpunkt 
ist aber der folgende: Die allgemeine Lösung der Gleichungen (8) und (10) setzt sich aus der 
allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung (12) und einer partikulären Lösung der in- 
homogenen Gleichung zusammen. Diese partikuläre Lösung kann z. B. die durch das retar- 
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dierte Potential dargestellte Lösung sein. Es kann also jede andere partikuläre Lösung, d.h. 
auch die Lösung mit den avancierten Potentialen, mit Hilfe der allgemeinen Lösung der 
inhomogenen Gleichung und der retardierten Potentiale ausgedrückt werden. Vom physika- 
lischen Standpunkt ist das auch nicht verwunderlich, da mit Hilfe deterministischer Natur- 
gesetze die IL.ösungen für einen beliebigen Zeitpunkt, sei es in der Zukunft oder in der Ver- 
gangenheit, eindeutig bestimmt werden können. 

Hierzu noch zwei Bemerkungen: A und 9 sind nicht eindeutig bestimmt. Wenn man näm- 
lich aus A und 9 die Feldgrößen B und E richtig erhalten kann, so leisten die Potentiale 


A’=A —grady, (24) 
Oy 

se =r 25 

Pp=oru eu (25) 


dasselbe (Eich-Invarianz der Potentiale). Es ist nämlich 


B=r0otA =1r0t 4° + rotgrad y = rot A° (26) 
und 
E= -u = — gradp = —u = — = ngrady _ grad g° + grad u = 

N — _ grad g°. (27) 


A° und 9° müssen auch der Lorentz-Bedingung genügen: 


101. 0p° 0p Ay 
dvA + = divd — ter, + = = divate — [Ay — eu ri .. (28) 


y kann also nicht willkürlich gewählt werden: Es muß der skalaren BEN genügen. 
Die zweite Bemerkung: Wenn eo = o(z, y, 2) eiet und J = J(x, y, z) eie! ist, haben wir auch 
für die Potentiale die einfachen Ausdrücke - 


- 
jult — — 
1 | -) Jet -jkr 
ATrey r Irre, r 
1% V 


__ ejwt J e-jkr 


Ar r 


av. (30) 


Zum Schluß wollen wir unsere Resultate noch auf den Fall der isotropen, aber inhomogenen 
Isolatoren ausdehnen. Um das Wesentliche besser hervorheben zu können, beschränken wir 
uns auf die Zeitfunktion eivt. Es sei also e = e(r), wo e auch komplex sein kann; u sei dagegen 
konstant. Die Gleichungen (2) und (5) sind auch jetzt gültig. Anstatt (6) erhalten wir jetzt 


rot rot A = grad dvA — AA = J + euw? A — jwe grad p. 
Da aber e grad g = grad (ep) — p grad e ist, erhalten wir 
grad dvA — AA =J +c.uw2A — jw grad (ep) + jwp grade. 
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Unter Berücksichtigung des Zusammenhanges 


dvA+ejop—=Vd, 
20) 


erhalten wir 


dvA 


AA + eu? A +jopgrade= —J, bzw. AA-+ eun2A — 


- grade= —J 
€ 
oder, wenn wir noch die Bezeichnung k? = w?eu einführen, 


divA 


2 


2A +MA— grad? = —J. 


Bei inhomogenen Isolatoren bietet die Einführung der Potentiale keinen besonderen Vor- 
teil; leider aber sind die Gleichungen für E und H selbst auch entsprechend kompliziert. 
Durch rot-Bildung der II. Maxwellschen Gleichung erhalten wir nämlich 


rot rot E = grad divE — AE = — jwou rot H = — jould + jwe(r) E]. 
Da aus 
dveE=o; edivE+tEgrade=o, 


bzw. 
div) = en -ju0; P= en div) 
öt (0) 
die Gleichung: 
iv a) 
€ jwe 


folgt, erhalten wir 


AE + grad (ee) Peine gr (=) (31) 
E jo € 
Entsprechend ergibt sich für H: 
AH + 2 (gradexrotH) +2°H = —rotJ + a gradexJ. (32) 
E € 


4.6. Lösung der Maxwellschen Gleichungen 
mit Hilfe des Hertzschen Vektors in Isolatoren 


.Aus dem bisher Gesagten geht hervor, daß wir die magnetische und elektrische Feld- 
stärke aus dem Skalar- und Vektorpotential bereits berechnen können. Diese werden 
aber im strom- und ladungslosen Raum durch die Wellengleichung bestimmt. Man 
kann nun fragen, ob es nicht einfacher ist, die für E und H aufgestellte Wellen- 
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gleichung unmittelbar zu lösen, anstatt zuerst die Lösung der für A und 9 aufgestell- 
ten Wellengleichung zu bestimmen, aus der sich die elektrische bzw. magnetische 
Feldstärke erst indirekt ergibt. Die Potentialmethode hat den Vorteil, daß, nachdem 
zwei Lösungen der für A und nl Wellengleichung ermittelt wurden, die 


beide die Bedingung dvA = —e = 7 erfüllen, die aus diesen gebildeten Funk- 


tionen E und H sämtliche vier Maxwellschen Gleichungen. befriedigen. Dagegen 
muß die Zusammengehörigkeit der Lösungen der beiden unabhängigen Wellen- 
gleichungen für E und H noch gesondert untersucht werden. 

HERTZ geht noch einen Schritt weiter und führt durch die Formel 


A=. — (1) 


den Hertzschen Vektor II ein. Dieser Schritt ist möglich. Man kann zu jedem Vektor 
A einen Vektor II finden, der die obige Bedingung erfüllt. In diesem Fall heißt unsere 
Bedingungsgleichung 


ED SE LEE (2) 
woraus sich sofort 


= —div I (8) 


ergibt, wenn die zeitunabhängige Konstante gleich Null gewählt wird. Nun kann 
aber mit Hilfe dieses Vektors II sowohl E als auch H ausgedrückt werden: 


His II, (4) 
ot 
2 
E= —ue — + grad div IT. (5) 


Der Hertzsche Vektor selbst befriedigt im ladungs- und stromfreien Raum die Wellen- 
gleichung, da dort nach 4.5. (12) 


olI. z 9 92 

„a, PU _,, 2 linzml 0; Alan 0 (6) 
öt or ot öt öi? 

gilt. Durch die Einführung des Hertzschen Vektors wurde also folgendes erreicht: 


Hat man eine beliebige Lösung der für IT aufgestellten Wellengleichung gefunden und 
bildet daraus nach dem obigen Verfahren die Vektoren E und H, so werden diese Vektoren 
alle vier Maxwellschen Gleichungen erfüllen. Sie stellen also die Lösungen eines physt- 
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kalischen Problems dar. Die zusammengehörenden Werte von E und H ergeben sich 
automatisch. Die Entscheidung, welches physikalische Problem durch eine bestimmte 
Lösung der Wellengleichung für J7T beschrieben wird, ist schwer zu treffen. Es ist 
noch schwieriger, den zu einem vollständig bestimmten physikalischen Problem ge- 
hörenden Hertzschen Vektor zu finden. | | 

Wenn wir die im homogenen strom- und ladungsfreien Raum gültige Gl. (6) be- 
rücksichtigen und die Beziehung 


rot rot IT = grad div IT — AM WR 
benutzen, können wir Gl. (5) umformen zu 


02]I 


E= -—.ue u + grad div IT = rotrot T + AIT — ue — — rot rot IT. (8) 
Es kann also geschrieben werden: 
H “rot II (9) 
= — 
zT IT, 
E = rot rot JI. (10) 


Bei einer Zeitabhängigkeit der Form e‘* läßt sich dies weiter vereinfachen: 


H = e jw rot IT, (11) 


, 
‚ 


E = rot rot II. (12) 


Führen wir den Vektor p mit der Definition. 
J=—; o=-—divp 


ein, so wird die Kontinuitätsgleichung automatisch erfüllt. E und H können aus dem 
Hertzschen Vektor /I abgeleitet werden. Der Vektor JT genügt nach 4.5.(8) und 
4.6.(1) der Gleichung 
0211 1 
AN — eu — = —— 2». 13 
er „p (13) 


E und H werden jetzt durch die Formeln 


7) 021I 
H=.—rot II, E = grad div IT — eu — 14 
er en ur” er 
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bestimmt. Der Hertzsche Vektor kann aus Gl]. (13) berechnet werden: 


1 | P(&m&t-2) 
Men an ray, (15) 


‚Arcey r 
v 
Wir sind daran gewöhnt, H aus einem Vektorpotential abzuleiten. Dazu sind wir 
tatsächlich berechtigt, da div H = 0 ist. Im homogenen, ladungsfreien Raum ist 
aber E ebenfalls quellenfrei und läßt sich auch aus einem Vektorpotential ableiten, 
d.h., E= —rot A„. Es ist leicht einzusehen, daß bei der Einführung des Hertz- 
schen Vektors durch die Bestimmungsgleichung 


A (16) 
ot 
E und H durch diesen Vektor wie folgt ausgedrückt werden können: 
ON m 
E = —urot g 17 
A = (17) 
52 
H= —ue ni + grad div //n- (18) 


Der Vektor IT, genügt wiederum der Wellengleichung. 

Zusammenfassend können wir sagen, daß wir durch zwei verschiedene Vektoren 
II. und IT, zu verschiedenen Lösungen der Maxwellschen Gleichungen gelangen 
können: 


H = e jo rot IT,, H = rot rot II, 
(19) 


E = rot rot IT, ,, E = — ujo rot IIm; 


‘wobei 77. und J7„ der Wellengleichung 
AIT, m En euw® II. m —=(0 


genügen und wir uns auf eine Zeitabhängigkeit der Form e’®' beschränkt haben. 

Wir haben bereits gesehen, daß man J/. bei bekannter Stromverteilung nach 
4.6.(1) und 4.5. (14) leicht bestinnmen kann. Es erhebt sich nun die Frage, wie man 
IT bestimmen kann oder, physikalisch ausgedrückt, welche ‚Ursache‘ für das Zu- 
standekommen der Größe JZ,„ verantwortlich gemacht werden kann, ähnlich, wie der 
sich ändernde elektrische Strom als Ursache von /T, angesehen werden kann. Die 
völlige formale Analogie zwischen 77, und 77, wird durch die Einführung der schon 
erwähnten fiktiven magnetischen Ströme hergestellt. 
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Wir fassen jetzt die Schritte für die Bestimmung der elektromagnetischen Felder 
bei Antennen und bei Wellenleitern zusammen: 


Antennen Wellenleiter 
R 
J(r, t) DEE LIE 
ot? 
Y 0 
Tpg 
Jir.,t — — 
1 (re C ) II 
dr Tpgq 
v 
i Y 
t E = rot rot II 
I = ie [ Adt 
E 0 
= H=e—1rot II 
ot 
Y 
[7 
E = rot rot TI E= el 
H=e ro H = rot rot II 
+ Randbedingung 
v y 
P= [(ExH)da P= [(ExH)da 
A A 


4.7. Die Strahlung einer Dipolantenne 
4.7.1. Allgemeine Lösung 


Im folgenden wollen wir mit Hilfe des Hertzschen Vektors das Strahlungsfeld eines 
Leitungsstückes der Länge ! berechnen, wenn durch ihn ein rein sinusförmiger 
Wechselstrom fließt, der im betrachteten Zeitpunkt über den gesamten. Leitungs- 
abschnitt konstant ist. Praktisch kann dies dadurch veranschaulicht werden, daß 
wir zwei Kugeln mit einem Leiter verbinden und die beiden Kugeln über diesen 
Leiter periodisch auf- und entladen (Abb. 4.14a). 

Praktische Bedeutung erlangt dieser Fall dadurch, daß ein aus einer Antenne 
herausgegriffenes Leiterelement als elementarer Dipol betrachtet werden kann. Dies 
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bedeutet, daß das Moment des Dipols sich in der Zeit nach der Beziehung 
p=pe"=y=1Qe (1) 


ändert. Differentiation nach der Zeit ergibt 
—_ Polo ejwt — | = -lb= II, elet, (2) 


»P(r3,9p) 


Abb. 4.14a Hertzscher Dipol 


Zuerst wollen wir den zu dem gegebenen Problem gehörenden Hertzschen Vektor 
bestimmen. Das dem Stromelement Ti(t) entsprechende retardierte Potential kann 
sofort angegeben werden: 


:{e-2) jolt-— 
a et (3) 


dr Tr 4r r 


Es ist leicht einzusehen, daß der Vektor 


die Gleichung 


ou 
A=— — 5 
&o er (9) 
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erfüllt, so daß er den dem hier gestellten Problem zugeordneten Hertzschen Vektor 
darstellt. Wenn wir die Beziehung L/,/jo= p, berücksichtigen, ergibt sich 


1a (e- =) 
HT = ——. (6) 


Arceor 


Mit Hilfe dieses Ausdrucks wird nunmehr die Berechnung von E und H aus den 
Gleichungen 


2 
H = e,rot — E = — eo a + grad div /T = rot rot IT (7) 


keine prinzipiellen Schwierigkeiten bereiten, obwohl dazu — wie noch gezeigt wird — 
eine umfangreiche Rechenarbeit nötig ist. | 
Wir wollen jetzt die magnetische Feldstärke aus dem Hertzschen Vektor er- 


mitteln: 

IP RUE (8) 
L r 

Unter Berücksichtigung der aus der Vektoranalysis bekannten Formel 


rot fr)a = f(r) rota + grad fr) x «a (9) 


erhalten wir für die magnetische Feldstärke 


10 en) | 1 2 lfio.- 1 e(e-2)] 
H = — — ae X Po| = 7 (E+z)rxm “|; (10) 


Ar dt er 


da rot 9, = 0 ist. r, bedeutet hier den Einheitsvektor r/r. Es gilt weiter 


2 5 (= 7 = [Po X Fol en a 


Ar \r? 
io 1 io RE w 1 io = 
ze. pexnı =o \ mxril 


1 [pP ._ 1 ([2p 
= — l— xXr — RP 
Arr? E |. ee Fr |, 


1 Eotto [ 2° 
= — F x | + Von & x "| . (11) 
t—rlc 
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Wir können also feststellen, daß die magnetische Feldstärke sich aus zwei Gliedern 
zusammensetzt. Das erste Glied nimmt umgekehrt proportional zum Quadrat der 
Entfernung ab und hängt von der ersten Ableitung des Dipolmoments ab. Das zweite 
Glied nimmt aber mit der ersten Potenz der Entfernung ab und ist der zweiten Ab- 
leitung des Dipolmoments proportional. Die erste Komponente wird Nahfeld, die 
zweite Fernfeld oder Strahlungsfeld genannt, da das erste Glied nur in kleinsten Ent- 
fernungen wirkt, während in großen Entfernungen das zweite Glied überwiegt. Setzen 
wir in das erste Glied den Wert der ersten Ableitung des Dipolmioments nach der Zeit 
ein, so erhalten wir folgende Gesetzmäßigkeit: | 


ir ixr, 
An 2. 


H— (12) 


üs ist leicht zu erkennen, daß diese Formel das Biot-Savartsche Gesetz für das magne- 
tische Feld eines Stromelements darstellt. 

Wir können sehr. leicht den Ausdruck des Fernfeldes für E finden, wenn wir alle 

Glieder vernachlässigen, die stärker als 1/r gegen Null gehen. Es gilt ganz allgemein 


E = rot rot NM. (13) 


Entsprechend den Gleichungen (8), (9), (10) und (11) kann die Rotationsbildung auf 
die Gradientenbildung zurückgeführt werden. Bei der Bildung der Gradienten von 


lest | 
e \ ° )/ r verbleibt nur ein Glied, das proportional 1/r gegen Null strebt. Die Ro- 
tationsbildung entspricht also auch hier dem Operator 


._® 
rot — —] —r,X 
C 


bzw. 
©. 


rot —j— + Xro- 
E 


Es wird also 


rot rot 7 = m * II x ") xXr, (14) 
C 


C 


oder 


[62 | 
E= EL (% x ) re (15) 
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Das Strahlungsfeld wird also endgültig 
11 
t-rle 


Das Nahfeld gibt auch hier, wie leicht zu beweisen ist, das Kraftfeld des aus der 
Elektrostatik bekannten Dipols an, und zwar, der endlichen Wellenausbreitungs- 
geschwindigkeit entsprechend, retardiert. 

Nach dem bisher Gesagten kann also festgestellt werden, daß die elektrischen und 
die magnetischen Feldstärken weit entfernt von der ausstrahlenden Antenne durch 
folgende Beziehungen bestimmt werden: 

H— ln x : E= Ko x R 
t—-rlc 


Ba u Yo xr, (17) 
00? I 


Arr | 62  Arr 


oder, in Kugelkoordinaten geschrieben: 


H, =, E, —=(, 
2 UN U VEERLEE 
H,=0, E;, = on sinde ( ) 
— T Tr 
2 Y Enke Po ..: da ( -2) 
H, = -———— sind Zr E,=0. 
? gen ? . 


Aus diesen Gleichungen kann man folgende charakteristische Merkmale der Strah- 
Jungszone ersehen. Die Feldstärken ändern sich der Entfernung und nicht deren Quadrat 
umgekehrt proportional. Für die Energieströmung ist dieser Satz äußerst wichtig. 


Abb. 4.14 b Richtung von elektrischer und 
magnetischer Feldstärke in der Fernzone 


Man kann auch feststellen, daß sowohl die elektrische als auch die magnetische Feld- 
stärke senkrecht zu der durch r, gekennzeichneten Ausbreitungsrichtung und senk- 
recht zueinander verlaufen. Daher bilden die Vektoren r,, E, H ein Rechtssysteni 
mit der genannten Reihenfolge (Abb. 4.14.b). Es sei jedoch sofort hinzugefügt, daß 
diese Feststellung nur für die Wellenzone und auch dann nur für große Winkel 9 
ihre Gültigkeit bewahrt und z. B. in Richtungen, die nahe der Antennenachse ver- 
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laufen, nicht mehr zutrifft. Hier macht sich nämlich die Auswirkung der .Nahstrah- 
lung in beliebiger Entfernung noch immer bemerkbar. Hieraus folgen in der e- 
nannten Richtung die Abrundungen der in Abb. 4.15a gezeigten Kraftlinien. Wir 
können auch feststellen, daß der Vektor der magnetischen Feldstärke senkrecht zur 
Ausbreitungsrichtung, aber auch senkrecht zur zweiten Ableitung des Dipolmoments, 
also senkrecht zur Dipolachse verläuft. Die magnetischen Kraftlinien sind somit in 
jedem Zeitpunkt konzentrische Kreise in einer Ebene, normal zur Dipolachse. Die 


KXxXiXxX 
KXXXXX 


Abb. 4.15a Elektrische Kraftlinien Abb. 4.15b Die Maximalintensität der elek- 
in. der Meridianebene des Dipols trischen und der magnetischen Feldstärke 
fallen für das Fernfeld im Raum zusammen 


elektrische Feldstärke verläuft senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und zum Vek- 
tor H, so daß die elektrischen Kraftlinien entsprechend Abb. 4.15a in den Meridian- 
ebenen liegen. Da zwischen den Vektoren E und H im Fernfeld keine Phasenverschie- 
bung besteht, erreichen die beiden Feldstärken im gleichen Punkt des Raumes zur gleichen 
Zeit ihren Maximalwert. Unter Berücksichtigung dieser Folgerungen ergibt sich für 
das Wellenfeld im elektromagnetischen Feld die Abb. 4.15b. 

Wird das Produkt 


1 Ip 
el 
Arcr | 2 | 


durch den Wert von H ausgedrückt und in die Formel von E eingesetzt, so kann 
folgende Vektorgleichung für den zwischen Betrag und Richtung der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke bestehenden Zusammenhang aufgestellt werden: 


E = = nn) = ® [Hxr,] (19) 
Eollo 
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Dieser Ausdruck stimmt mit der Beziehung überein, die für ebene Wellen ermittelt 
wurde. Daher gilt 


E = 
IH Ep 


Das. Verhältnis der elektrischen zur magnetischen Feldstärke ist also gleich dem 
Wellenwiderstand des freien Raumes. 
Die Amplitudenwerte beider Feldstärken liefern uns die Formeln 


PR 
B,= 8 sin, (21) 
Arr 
H,= w:p, Veowo sin # (22) 
Arr 


oder, wenn wir die Beziehungen 


= Url; 0 — 2r (%) 


und c= 1/YV eotto berücksichtigen, 


2-4 je} 2 A L I,sin®, (23) 
2 Yo r\A or \A 

ı 0 0 N 
ee (24) 


Die Feldstärke erreicht also in der zur Dipolachse senkrechten Ebene ihr Maximum, 
während sie in der Richtung der Dipolachse ihr Minimum, d. h. den Nullwert, hat. 
Der Dipol strahlt also in Richtung seiner Achse überhaupt nicht aus. Abb. 4.16 zeigt 


Abb. 4.16 | 
Strahlungscharakteristik des Dipols 


die Strahlungscharakteristik der Dipolantenne. Der zur gegebenen Richtung ge- 
hörende Amplitudenwert der Feldstärke wurde über dem Winkel aufgetragen. Die 
so erhaltene Fläche bestimmt einen Torus. 


4.7. Die Strahlung einer Dipolantenne | | 689 


4.7.2. Das gesamte Feld der Dipolantenne 
Bisher haben wir unsere Aufmerksamkeit auf die Wellenzone gerichtet. Jetzt wollen 


wir kurz das gesamte Feld betrachten. Die einzige Komponente des Hertzschen 
Vektors II ist 


„= — 2 ee, wobei k=oYam=-. (25) 
e 


Wir wollen die Komponenten der Feldvektoren in Kugelkoordinaten ausdrücken 
und geben also // in Kugelkoordinaten an: 


| 1 Ile 
IT, = cos #Il, = — cos d eiet, 
dre,jw r 
| er 
7, = eins, = 28T ein deht, (26) 
Ine, Jo Tr 
"I,=®. J 
Jetzt kann man bereits ohne Schwierigkeiten aus den Gleichungen 

H=er0] = ejo rot II, 

Ki (27) 


E = rot rot II J 
die Komponenten E,, E,, E,, H,, H,, H, bilden, und wir erhalten 


E, = Id | Ho _ 3 cos P eilat-kr) 
3 3 


Ar Eo r2 DE 


E, = Il en = u ee y& 1 sin deilut-kn. 
Ar | r WEgr Y&r Ä (28) 


H, = Iol 6 + a) sin Y ellat—kr), 


hr r2 


4.7.3. Die ausgestrahlte Leistung 


Wird irgendwo im Raum, senkrecht zur Wellenausbreitung, ein Einheitsflächen- 
element angebracht, so ist die dort hindurchströmende Leistung durch den Poynting- 
schen VektorS=EXH gegeben. Da die elektrische und die magnetische Feld- 


44 Simonyi 
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‚stärke gleichphasig verlaufen, zeigt der Poyntingsche Vektor immer in die gleiche 
Richtung, und zwar von der Antenne weg. Daher haben wir es mit einer Energie- 
strömung konstanter Richtung zu tun. Gleichzeitig verursacht das Nalifeld keine 
Energieströmung, da die elektrische und magnetische Feldstärke, wie beim Kraft- 
feld eines einfachen Schwingungskreises, gegeneinander um 90° phasenverschoben 
sind. 

Die durch die Gesamtantenne.:ausgestrahlte Leistung erhalten wir, indem wir die 
Antenne mit einer beliebigen geschlossenen Fläche umgeben und den Poyntingschen 
Vektor über diese Fläche summieren. Wegen der einfachen Berechnung benutzen wir 
eine Kugelfläche. Der zeitliche Mittelwert wird also 


Ser == 


7\2 
= = > 6Or (4) = 12, sin? d (29) 
Tr 


und somit 


jr 
® S.r dA = 5 60r (4 IE: er = 4] N r? sin? 9 sind dW dp. (30) 
A 


Die hierbei auftretenden Integrale haben folgende numerischen Werte: 

2n n a 
IK [rosa - fe — co d) sind dd = - (31) 
,=0 9=0 = 


Dadurch ergibt sich der Leistungsmittelwert zu 
a fi 12 
P en > 00 (3) Ir 2 - = —=-80r r Ic: (32) 


Wir wollen nun die elektrische und die magnetische Feldstärke durch die Strah- 
lungsleistung ausdrücken. 


Aus Gl. (32) ergibt sich 


A ı/P 

= —. ll —; 33 

eff Ir | 80 ( ) 
So erhalten wir für die maximale elektrische Feldstärke nach Gl. (23) folgende End- 


formel, in der die Größen in den Einheiten V/m bzw. mV/m ausgedrückt sind: 


Bun = 60x (2) 2 = ann (34) 
r r Ir 80 Yy2 r 
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EuYım —_ weht En YPw.10 — we 1 Paw. (35) 
2 ykm 


Die ausgestrahlte Leistung kann auch als an einem am Fernleitungsende ange- 
schlossenen fiktiven Ohmschen Widerstand, d. h. am Strahlungswiderstand, verloren- 
gegangene Leistung angesehen werden. Dieser Strahlungswiderstand hat definitions- 
gemäß den Wert 


2 
P= Ren; s, — 80n? (7) : (36) 


Der Strahlungswiderstand ist also dem Quadrat. des Verhältnisses von Antennen- 
länge zu Wellenlänge proportional. Eine Antenne strahlt demnach um so wirkungs- 
voller aus, je länger die Antenne und je kleiner die Wellenlänge ist. Dabei muß 
beachtet werden, daß die Ungleichung ! < A immer erfüllt sein muß. Es ist also ohne 
weiteres zu verstehen, warum im Gebiet sehr hoher Frequenzen, also bei sehr kurzen 
Wellen, die Ausstrahlung einer gegebenen Leistung mit vorgeschriebener Stromstärke 
leichter zu verwirklichen ist. Dieser Strahlungswiderstand muß übrigens tatsächlich 
immer als Widerstand behandelt werden, so z. B. bei der Berechnung des Reflexions- 
koeffizienten und auch bei der Bestimmung des sogenannten Johnsonschen Rauschens 
der Widerstände. 

Nun soll der Fall untersucht werden, daß wir auf der als unendlich guten Leiter 
angenommenen ebenen Erdoberfläche eine Antenne der Höhe I aufstellen und der 
Antennenstrom den Wert i besitzt. Gesucht wird die Feldstärke in gegebener Ent- 
fernung von der Antenne. Für die Maxwellschen Gleichungen soll nun eine solche 
Lösung gefunden werden, die — der vorigen Lösung analog — die Wellengleichung 
im oberen Halbraum überall befriedigt, im Nahgebiet der Dipolantenne in das Biot- 
Savartsche. Gesetz übergeht, die vom elektrostatischen Dipol bestimmte Feldstärke 
annimmt und gleichzeitig an der Grenzfläche Luft—Metall die Randbedingung 
erfüllt. Letztere kann für den unendlich guten Leiter so formuliert werden, daß dort 
die elektrischen Kraftlinien überall senkrecht zur Leiterfläche verlaufen. Die gesuchte 
Lösung kann leicht angegeben werden. Wenn wir nämlich entsprechend der Abb. 4.17 
einen Dipol der Länge 21 mit der gleichen Stromstärke i betrachten und dessen Kraft- 
feld nach den bisherigen Betrachtungen, bestimmen, so erreichen wir die gesuchte, 
sämtliche Bedingungen befriedigende Lösung, wenn wir aus dem gewonnenen Kraft- 
feldbild nur den Teil nehmen, der im Halbraum z > 0 liegt, uns den unteren Raum- 
teil aber mit einem unendlich guten Leiter ausgefüllt vorstellen. Dadurch wird die 
elektrische Feldstärke in der Entfernung r von der Antenne 


| I li .., | 
zum —— 120r (4) Text ai sind. (37) 
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Bei der Berechnung der ausgestrahlten Leistung muß noch berücksichtigt werden, 
daß die 27 hohe Antenne mit der Stromstärke : in Wirklichkeit ihre Energie nicht in 
den Gesamtraum, sondern nur in den oberen Raumteil ausstrahlt. Dieser Anteil 
beträgt die Hälfte der gesamten ausgestrahlten Energie. Die ausgestrahlte Leistung 
beträgt also 


Sl „[21\? . ill 
— — 80r gr IP. = 160r = In: (38) 


Abb. 4.17 
Einfluß. der Ebene unendlich guter Leit- 
fähigkeit auf die Form des Strahlungsfeldes 


Wenn wir nun die elektrische Feldstärke als Funktion der ausgestrahlten Leistung 
berechnen, so gilt 


Emyım —_ 300 VPıw. (39) 
ykm 


Diese Beziehungen können angenähert gültige Lösungen für das Strahlungsfeld 
einer auf der Erde aufgestellten Antenne liefern. Der Gültigkeitsbereich sämtlicher 
‚bisheriger Formeln beschränkt sich auf die Fälle, in denen die Stromstärke entlang 
der gesamten Antenne konstant. ist, wenn also die Antennenlänge klein ist im Ver- 
gleich zur. Wellenlänge. Das Strahlungsfeld von Antennen, deren Länge in der 
gleichen Größenordnung wie die Wellenlänge liegt, kann mit Hilfe unserer bisherigen 
Ergebnisse ebenfalls berechnet: werden. 

Wir müssen die Antenne in kurze elementare Antennen aufteilen und in diesen die 
Stromstärke als konstant ansehen. Nach der Berechnung der einzelnen Strahlungs- 
felder erhält man durch Summation die resultierende Feldstärke. Bei einer gegebenen 
Stromverteilung kann. die. Antenne durch eine andere, fiktive Antenne von anderer 
Wirkhöhe ersetzt werden, auf der aber die Stromstärke bereits gleichmäßig verteilt. 
ist, so daß unsere zur Berechnung des Feldes dienenden Formeln ohne weiteres 
anwendbar werden. | 
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4.8. Die Strahlung bewegter Ladungen 


Eine Ladung @ bewege sich entlang der Bahn s = s(t) (Abb. 4.18). In den Ausdruck für das 
Vektorpotential müssen wir jetzt das Stromelement Q$ einsetzen: 


a (1-2) 
a-t I (i) 


4r 2; 


Der durch die Gleichung A = e, 2Il/öt definierte Hertzsche Vektor lautet jetzt: 


(2) 


Abb. 4.18 Zur Bestimmung des 
Strahlungsfeldes einer bewegten Ladung 


Das Feld der bewegten Ladung wird also mit dem Feld eines Dipols vom Moment p = Qs 
identisch. Diese Tatsache kann auch veranschaulicht werden: Denken wir uns im Koordinaten- 
ursprung die Ladung —Q, so entsteht wirklich ein Dipol vom Moment sQ. Das Strahlungsfeld 
wird dabei vom statischen Feld der Ladung —Q nicht beeinflußt. 

Jetzt können wir die bei der Betrachtung der Dipolstrahlung erhaltenen Ergebnisse an- 
wenden. Wir berücksichtigen dabei, daß jetzt . 


0 
a = 2) () 


ist. Dem Gleichungssystem 4.7. (17) entspricht jetzt 


E= ae 2 (EXT)Xro> (4) 
a Tr 
H Veotte Q e \, 
Ta 7 


"Das Strahlungsfeld ist also durch die Beschleunigung der Ladung bestimmt. Die beschleunigte 
Ladung strahlt die momentane Leistung 


2 
Potrantung = OK (Ex H)dA= Ace) $ Sf sin? # sin 9d9 dp = - — (8)2. (6) 
ab. 
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Wir erwähnen hier, daß in solchen Fällen, wo die Geschwindigkeit der Ladung größer ist 
als die Lichtgeschwindigkeit in dem betreffenden Stoff, d.h. vg > c/n, eine von der Geschwin- 
digkeit abhängige Strahlung, die sogenannte Tscherenkow-Strahlung, entsteht. 


4.9. Die Strahlung der Rahmenantenne 


Im folgenden wollen wir das Strahlungsfeld einer Stromschleife oder Rahmen 
antenne (Abb. 4.19) untersuchen, wobei die Abmessungen gegenüber der Wellenlänge 
klein gehalten werden. Auch hier wollen wir zuerst das Vektorpotential A bzw. den 
Hertzschen Vektor JT bestimmen. Nach unserer Bedingung ist die Stromstärke im 
betrachteten Zeitpunkt in jedem Leitungspunkt konstant, so daß wir das Vektor- 
potential | 


0) 


I wo) 
A, 5 =; r, cos o' dp’ (1) 


en 
Arc 

€ 

0 


erhalten (siehe auch Abb. 2.125). 


Plr%0) 


Abb. 4.19 
‘ Zur Berechnung der Rahmenantenne 


Wir nehmen an, daß der Aufpunkt P, in dem das Vektorpotential A gesucht wird, 
sehr weit entfernt ist, d. h.,r, &r. Im Nenner kann also 0 & r angenommen werden. 
Im Exponenten kommt die Differenz vor, die eine merkliche Phasenverschiebung 
verursachen kann. 

Nach Abb. 4.19 gilt also o # r — r,cosy, wobei für cosy nach 2.28.(5) folgende 
Beziehung benutzt werden kann: 


C0OSY = COS% cos 9 + sin® sin 9 cos (e—g'). (2) 
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In unserem Fall gilt also 


e=r—r,sind#cosp'. (3) 
Für A, ergibt sich 
Zr 
wt— Br) $ 
A, = ne ejßrosindcosp nos o' do’. (4) 
dr 
0 


I. 2 v “ 
Da der hier auftretende Faktor fr, = z r, nach unseren Voraussetzungen klein 


gegenüber 1 angenommen werden kann, genügt es, die ersten zwei Glieder der Reihen- 
entwicklung zu benutzen: 


rt 


f (cos op en jPr, sin d cos? o') do’. (5) 


0 


Yolo estwt—Pr) 


Arr 


Nach Integration finden wir 


(re itwt— Br) 
A, won Iron) Ben) sin ®. (6) 


Arer 
Da aber =w/e = w Veomo ist, kann dieser Ausdruck in der Form 


FR VeokorirjoT, etten 


4A sin® (7) 


p 
Arr 


geschrieben werden. | 
Ist A, bekannt, so kann /T, sehr einfach bestimmt werden. Es ist sofort ersichtlich, 
daß der Ausdruck 


| un rer] etet=er) 
IT, -/% AT DEE (8) 


7) Adrr 
die Gleichung 


olI 


TE (9). 


u &g 
erfüllt. 
‚Die vorige Endformel für /7, kann auch in Vektorform geschrieben werden. 
Führen wir nämlich den Vektor m, des magnetischen Moments des Kreises ein, 
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dessen Betrag durch 
mol = Yorlono = als (10) 


bestimmt ist, so wird aus Gl. (8) 


TEN mu) Xrı. (11) 


Yuoeo MoEo Mr 
Hieraus ist nun mit Hilfe der Beziehungen 


H = jweo rot IT, . 
(12) 


E = rot rot JI 


die Berechnung der Vektoren H und E möglich. Wir bilden die Rotation von IT und 
finden für die Fernzone 


1 d et 


rot (M,Xr = —— 1,X(MXT)) | 
Ar Veoto r Are Y woco dr r Fe E 
r 
2a 
EL rn "—nxmxn)=Nxi®n. (13) 
Ar Vento u . 


Die Rotationsbildung bedeutet also in der Fernzone eine vektorielle Multiplikation 
mit (jo/c) ?,, und es gilt für die Amplituden nach (12) und (13) 


: g - 2 „2 - 1 I j 
H, a au une sind = Palo sind, (14) 
| 4n\? r Ar r 
3 2 
Bee re (15) 
i Eo dr r 


Wir haben folglich eine dem elektrischen Dipol analoge Lösung gefunden. Es 
wurde nur die Rolle von E und H vertauscht. Die ausgestrahlte. Leistung kann 
‚ähnlich wie bei der Dipolantenne berechnet werden. Das Endergebnis lautet: 


3 
P= — B!a2I?,, [ [ sin? d dd dp = — = = Bra2l?,, = 20ß%a2l?,,, (16) 
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woraus der Strahlungswiderstand sich zu 
4 4 
R, = 20ßta? =.20 er (rör)? = 31 - 10% (2) (17) 


ergibt. 

Für spätere. Betrachtungen kann sich noch folgendes als wesentlich erweisen: Eine 
von sinusförmigem Wechselstrom durchflossene Schleife entspricht einem magne- 
tischen Dipol mit veränderlichem Dipolmoment. Wir können uns dies so vorstellen, 
daß, so wie bei dem elektrischen Dipol, elektrische Ladungen wandern oder ein elek- 
trischer Strom fließt, hier fiktive magnetische Ladungen wandern oder ebenso 
fiktive magnetische Ströme fließen. Dadurch wurde also jetzt das Strahlungsfeld des 
schnell veränderlichen magnetischen Stromelements ermittelt (Abb. 4.20). 


Abb. 4.20 
Die Rahmenantenne kann als ein magnetischer Dipol aufgefaßt werden 


‚Die Analogie kann noch weiter verfolgt werden. Mittels einer einfachen Rechnung 
läßt sich zeigen, daß wir durch Einführung des dem Hertzschen Vektor des elek- 
trischen Dipols analogen magnetischen Vektors 


. T 
a” (e-7) 
In =m, — (18) 
| Arzuor 
init Hilfe der Beziehungen 
E = — u rot Im; 
H = rot rot II, 


zu den gleichen Vektoren E und H gelangen. Ein Beweis für das Gesagte ist leicht 
zu finden, wenn wir berücksichtigen, daß in der Fernzone die Bildung der Rotation 
der Operation X (jo/c) *, äquivalent ist und die Richtung von [(@a X r,) X ru] X r, mit 
der Richtung von —(ax r,) zusammenfällt. Daran sieht man sofort, daß die Rolle 
der Vektoren E und H inı Vergleich zum Feld des elektrischen Dipols vertauscht ist. 
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Es kann also folgende Analogie aufgestellt werden: 


Die Lösungen der Gleichungen 


rt H=JI, + —, 
a, 
rrtE = — 19a 
aller (19a) 
div). + — 2 —( 


sind für ein von sinusförmigem elek- 
trischem Wechselstrom durchflossenes 
Element mit Hilfe des elektrischen 
Hertzschen Vektors.I/, in der Form 


E = rot rot IT,, (20a) 
H = g,jw rot II, 


darstellbar. 


Die Lösungen der Gleichungen 


ro H — = £, öE 
dt” 
rtE=—w au _ a (19b) 
öt 
div + en —0 


sind für ein von sinusförmigem magne- 
tischem Wechselstrom durchflossenes 
Element mit Hilfe des magnetischen 
Hertzschen Vektors //„ in der Form 


= m, 
Arco Y 
E = — uw Tot IIn; (20b) 
H= rot rot II 


darstellbar. 


Mit dem elektrischen bzw. BIBRDeNBENEN Strom hängen p und m zusammen: 


(21a, b) 


Die hier eingeführten magnetischen Ladungen sind selbstverständlich fiktiv, jedoch | 
kann das Strahlungsfeld so berechnet werden, als existierten diese tatsächlich. 
Wir sind den magnetischen Strömen bereits begegnet und fanden, daß diese 


— flächenhaft verteilt — einen Sprung des Vektors E verursachen können. Jetzt 
können wir auch die früher aufgeworfene Frage beantworten, welche physikalische 
Ursache wir /I/„ zuschreiben können. Es sind die hier eingeführten magnetischen 
Ströme. Die magnetischen Ströme re physikalisch durch Stromkreise mit 
zeitlich veränderlichem Moment usilt) rör realisiert werden. Die Einführung dieser 
fiktiven magnetischen Stromkreise erweist sich als zweckmäßig, da man dadurch 
kompliziertere Strahlungsfelder auf die bekannten Dipolfelder zurückführen kann: 
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Die grundlegende Bedeutung der Begriffe des elektrischen und des magnetischen Dipols 
wird auch dadurch bewiesen, daß däs Strahlungsfeld eines Strahlers mit beliebiger Strom- 
verteilung in erster Näherung durch das Strahlungsfeld eines elektrischen Dipols dargestellt 
werden kann. Als nächste Näherung ergibt sich das Feld eines magnetischen Dipols bzw. eines 
elektrischen Quadrupols. Mit Hilfe von elektrischen und magnetischen Multipolen verschie- 
dener Ordnung kann das Feld eines beliebigen Strahlers beliebig genau angenähert werden. 


oO © _ o® 
® © 2 


3) 


Abb. 4.21 Ein statischer Quadrupol kann auf zwei äquivalente Arten in Dipolpaare zerlegt 
werden 


Der elektrische bzw. magnetische Dipolstrahler wurde einfach aus den entsprechenden 
statischen Dipolen hergeleitet, wobei das Dipolmoment zeitabhängig angenommen wurde. 
Der Quadrüpolstrahler kann aber keineswegs aus zwei einfachen Dipolstrahlern zusammen- 
gesetzt gedacht werden. Der statische Quadrupol besteht aus vier Ladungen, die sich mit 
wechselnden Vorzeichen in den Eckpunkten eines Parallelogramms befinden. Welche Ladungs- 
paare im statischen Fall zu einem Dipol zusammengefaßt werden, ist gleichgültig; das Feld 
des Quadrupols wird dadurch nicht beeinflußt (Abb. 4.21). Bei Strahlungsvorgängen haben die 
eingezeichneten Linien einen physikalischen Inhalt: Sie bedeuten je ein Stromelement, und so 
führt Abb. 4.21 a zu einem anderen Strahlungsfeld als Abb. 4.21 b. 

Zur richtigen Verallgemeinerung des elektrischen Quadrupols gelangen wir dann, wenn 
keine der beiden Richtungen als Schwingungsrichtung der Ladungen bevorzugt wird, sondern 
die Ladungen sich derart bewegen, daß dabei die geometrische Form des Quadrupols erhalten - 
bleibt. Dieser Schwingungszustand liegt vor, wenn die zwei Schwingungszustände superponiert 
und halbiert werden. Wir denken uns also, daß sich .die Hälfte jeder Ladung in senkrechter 
bzw. in waagerechter Richtung bewegt (Abb. 4.22). 


_+11-22 - 8% N 
a) 


Abb. 4.22 a) Das Strahlungsfeld eines Quadrupols setzt sich aus den A 
zweier Dipolpaare zusammen 


b) Ein schwingendes Dipolpaar setzt sich aus einem magnetischen Dipol und einem Quadrupol 
zusammen 


Es sei jetzt J(r, i) ganz allgemein gegeben [1.13]. Wir bestimmen die entsprechenden Dipol- 
. bzw. Quadrupolstrahler. Der Vektor IT kann mit Hilfe der Stromdichte wie folgt ausgedrückt 
werden: 


Ir.) e-jkrr 
IK u | ar, (22) 


Arjwe, rpPQ 
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Entwickeln wir die Funktion 1/rpg in der Nähe 1/rp = 1/r wie üblich in eine Reihe (s. auch 
Abb. 2.122), so erhalten wir nach Einführung der symmetrischen Koordinaten P(x,2%3)> 


Aeıs2ea) 


1 


I= — 
| ATJWE, 


[eo 1 - cz D Ir SRET - £ ee AVo. (23) 


0%; Ox,. | or 
Hier wurde schon die Bedingung berücksichtigt, daß die größte lineare Abmessung des mit 
Strom erfüllten Raumes V klein gegenüber der Wellenlänge ist und auch der Aufpunkt P in 
großer Entfernung liegt, d. h., 

rpP>|ro, Krpo=kirp ro) krp= kr, (24) 


.da rp und die Ausbreitungsrichtung k in P schon parallel sind. Die einzelnen Glieder der 
Reihenentwicklung führen zu folgenden Hertzschen Vektoren: 


mu — u en dVo- (25) 


Anjweg r 


Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der folgenden Relation umgeformt werden: 
U, dr,= Ingted, &;dV, = five (EI) dV — ji divJdV 
-d &5I7da — [E&divddV. (26) 
A Vv 
Das Flächenintegral ergibt Null, da die Fläche A den ganzen Strahler umgibt. Es wird also 
v v v v 
oder anders geschrieben: 
v 
Wir haben also endgültig: 


1 pe-ikr 


drce, r 


II — (29) 


Dieser Ausdruck stellt einen zu einem. elektrischen Dipolstrahler gehörenden Hertzschen 
Vektor dar. 
Für die nächste Näherung wird - 


na [ Kro) [re grad = 


Are,j@® 


—) dVo. (30) 


4.9. Die Strahlung der Rahmenantenne 701 


Der Integrand kann nach 1.14.(18) folgendermaßen umgestaltet werden: 


e-ikr 


—jkr 
J(r)) (re grad e=) ) ” 5 | xJ)x grad 


i —jk 
+r9 (v grad en ) 
r r r 


y 


+J (ro grad —) (31) 


Setzen wir diesen Ausdruck wieder in Gl. (30) ein, so kann das erste Glied. der rechten Seite 
einfach gedeutet werden. Führen wir nämlich das magnetische Moment des Strahlers mit der 
Definition j 
EL 
v 


ein, so wird aus diesem ersten Glied 


—jkr 
N agn. = nn (in ) x grad - 
Dipol Are, \JOUo i 
jw 1-2) 
5 —jkr € 
BmE BEL. (- je 2 r.) ae (33) 
ATE, JWlto Veoto Arır 


Wir haben also nach 4.9.(11) den Hertzschen Vektor eines magnetischen Dipolstrahlers. 
Endlich führen die letzten beiden Glieder in Gl. (31) zu einer Quadrupolstrahlung. Um das 
Resultat in möglichst einfacher Weise zu erhalten, führen wir folgende Bezeichnung ein: 


e-ikr 
9; = grad; u (34) 
Es wird jetzt 
IN tr ISIn) te) IS (IE + IE) gi (35) 
und 
SIE + IE) aVo = SI gradg &&, AV. (36) 
% v 


Diese Gleichung kann analog der Gl. (27) umgeformt werden: 


SIiEr + IrEi) AVo = jo [ 08:5 AV = jwpir- (37) 
V . 


Als nächste Näherung ergibt sich also 


1 1 1 1 ; e-ikr 
11% USD ER | . 
el. Quadr. Arte; 92 PixIi Ace, 2 


(38) 


Somit lautet der Hertzsche Vektor bei Berücksichtigung der ersten beiden Glieder der Reihen- 
entwicklung (23): | 
— jkr ‚—jkr —jkr 
n— _- [r° m or 1 e 
Ire, 


(39) 


r J org 

Die weiteren Glieder führen zu Muitipolstrahlern höherer Ordnung. Die Gültigkeit aller hier 
angeführten Zusammenhänge ist der Bedingung unterworfen, daß die Abmessungen des Strahlers 
klein gegenüber der Wellenlänge sind (siehe auch Kap. 4.40.). 
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4.10. Die Strahlung linearer Antennen mit beliebiger Stromverteilung 
4.10.1. Lineare Antennen mit sinusförmiger Stromverteilung 


Im Abschnitt 4.7. wurde das Strahlungsfeld einer im Raum angebrachten 
elementaren Antenne geringer Länge, d. h. eines Dipols, bestimmt. Wenn wir jetzt 
eine Antenne betrachten, deren Länge groß gegenüber der Wellenlänge ist und deren 
Stromverteilung beliebig sein kann, so besteht die Möglichkeit, diese Antenne als die 
Summe zahlreicher elementarer Antennen darzustellen. In der Elementarantenne oder 
im Elementardipol wird der Strom als konstant vorausgesetzt. Der Wert dieser 
Konstante ändert sich aber von Dipol zu Dipol. Das Feld eines solchen kleinen 
Dipols kann in einem von der Gesamtantenne sehr weit entfernten Punkt P durch 
folgende Beziehung ermittelt werden: 


— I dz 7) sin ®. (1) 


dE, = 

T, 
Nun nehmen wir an, daß der betrachtete Punkt so weit von der Antenne entfernt 
"ist, daß die aus verschiedenen Antennenpunkten zu ihm geführten Geraden als 
parallel angesehen werden können. Nach Abb. 4.23 gilt 


1, =1g — 2 008%. (2) 


ws 


Abb!4.23 Zur Bestimmung des Strahlungsfeldes einer 
geraden Antenne mit beliebiger Stromverteilung 


Im Nenner können wir r, » r, setzen, im Exponenten haben wir aber mit dem 
genauen Wert zu rechnen. Aus Gl. (1) wird also 


. -  Fo—2Co0osd 
an, = 8 12 € an (3) 


Durch Integration dieser Beziehung gelangen wir zur resultierenden Feldstärke: 


+1l2 


Yo jo2 cos d 
E; = 607: el >) sind | Io). e „de; (4) 
Yod 
—1/2 
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Ändert sich’ die Stromstärke entlang der Antenne sinusförmig, so kann die gesuchte 
Feldstärke in folgender Form ermittelt werden: 


+2. 


R Ir u s 
Es _ 60r „lo 1") sind Io ee "de. (5) 
rgd j \ 
-1j2 j 
Hierbei kann die Beziehung 
ee? 
[ e* sin bz d2 = @L® [a sin bz — b cos bz] (6) 


berücksichtigt und so der Wert von Z, bestimmt werden. Ist die Antennenlänge 
ein gerades Vielfaches der halben Wellenlänge, so errechnet sich die Feldstärke zu 


A 


2, k=2:4,8,.... und Des: (7) 


; k=1,3,5,... und I=k2. (8) 


Die durch die genannten Beziehungen berechenbaren Amplitudenwerte der Feld- 
stärke sind in Abb. 4.24 aufgetragen. Die Länge eines beliebigen Strahles zwischen 
dem Anfangspunkt und der eingezeichneten Kurve gibt uns die in der angedeuteten’ 
Richtung in großer Entfernung von der Antenne meßbare Feldstärke. Wir sehen, daß 
die maximale. Feldstärke nicht immer in der Äquatorialebene, sondern unter ver- 
schiedenen, aus den Gleichungen (7), (8) bestimmbaren Winkeln auftritt. Die mit 
verschiedenen Oberschwingungen erregte Antenne hat noch eine Rotationssymmetrie. 
Die in Abb. 4.24 eingezeichneten Diagramme muß man sich also, um die Vertikal- 
achse gedreht, als Rotationsflächen vorstellen. 

Alle diese Diagramme sind selbstverständlich nur in dem Fall gültig, daß die 
Antenne allein, von jedem anderen Leiter weit entfernt, im Raume steht. In der 
Praxis können also die angegebenen Formeln nur zur Berechnung von hoch über der 
Erdoberfläche angeordneten Antennen gebraucht werden. Die Einwirkung der Erde 
auf die Strahlungscharakteristiken werden wir später noch gesondert behandeln. 
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Ist nun die elektrische Feldstärke und auf Grund der Beziehung 


Br _ ye ) 
H, &o 


auch die magnetische Feldstärke bekannt, so kann die von der Antenne ausgestrahlte 
Gesamtleistung ebenfalls berechnet werden. Dies gibt die Möglichkeit, den Strah- 
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Abb. 4.24 Strahlungscharakteristik der im Raum stehenden, in verschiedenen Oberwellen 
erregten geraden Antenne (nach BERGMANN-LASSEN) 


lungswiderstand der Antenne zu ermitteln. Bei Annahme eines sinusförmigen Strom- 
verlaufes wird der Poyntingsche Vektor durch die Gleichung 


sin? ( 2 cos ’) 
2 2 


2 2% 2 YMo\ro 


sin? 9 
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"bestimmt. Die ausgestrahlte Leistung wird daher 


Zrı ” u 
P=6$8dA= [dp | |SIrjsind d$ = | 2r |S| rj sin d dd 
4 0 0 0 


T 


sin? & cos ) 
-30Rn | —— 19 (11) 


sin d 
0 


betragen. Der Strahlungswiderstand ist also, auf die maximale Stromstärke bezogen, 


rt 


sin? (7 cos ’) 
2 


(=)  sin® 
= 0 
y2 


dd (12) 


40 1 Abb. 4.25 Strahlungswiderstand einer geraden 
20 Antenne bei verschiedenen Oberwellen (nach 
| BERGMANN-LASSEN) 
123456 78I»0ı1R2 
k—- 


bzw. 
T 
cos? 5 cos) 
2 


Ä a». 13 
sin 9 = 


R, = 60 

0 
Abb. 4.25 zeigt den Strahlungswiderstand für verschiedene Oberschwingungen. Er 
beträgt bei einer Antenne mit der Länge 4/2 
R;= 13,20. 


Bisher haben wir eine Stromverteilung I(z) angenommen, und wir haben nicht die 
Frage aufgeworfen, inwiefern die angenommene der tatsächlichen. Verteilung ent- 
spricht. | 


45 Simonyi 
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Die in der Mitte symmetrisch gespeisten Antennen können mit der Leitungs- 
analogie behandelt werden. Nach dieser Analogie kann eine Antenne nach Abb. 4.26a 
als ein gestrecktes Leitungsstück betrachtet werden. Wir nehmen an, daß die 
Stromverteilung bei dieser ‚Streckung‘‘ nicht wesentlich verändert wird. 


—|— 


.- >> 


Imi- 


.——— + — + 


Abb. 4.26b Bestimmung der Stromvertei- 
I(z) lung einer Antenne auf der gutleitenden 
ebenen Erde 


Abb. 4.264 Bestimmung der Stromvertei- 
lung einer in der Mitte gespeisten Antenne 
mit Hilfe ler Analogie zu den Fernleitungen 


>— >44 +-+>> >> >>. >>> 
oo” 
ut 


a) 


Das Feld einer. symmetrischen Antenne — wenn dieses in entsprechender Weise 
halbiert wird — ist zur Bestimmung des Feldes einer Antenne auf der leitenden 
‚ebenen Erde geeignet. 


Die Verteilung nach Abb. 4.26b wird 
. 2r 
I) =% Ar 2) 2>0, (14) 
. 2r 
I@)=1, Ba) z<0O (15) 
oder zusammengefaßt 
TE 
I(«) = I, sin T ( — |el). (16) 


Mit dieser Annahme wurden die Symmetrie der Stromverteilung und die Bedingung 
des Nullwerdens des Stromes am Antennenende (z = +; z= —I) gesichert. Glei- 
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chung (5) kann jetzt wie folgt geschrieben werden: 


) 
j Le co 
PUR | ins [min&a+nd = *° dr 
YoA 
-1 
£ 9 . Ic 
+ [2 sin — (ll — 2) ee dz |. (17) 
0) 


Die Integration kann ohne Schwierigkeit ausgeführt werden: 


sor, | 7 I cos ) — C08 se I | 
Dee Ne re (18) 


r sin ® 
PER 7 I cos ’) — C08 — 1 
?  2rr | sin ® e 
Die ER wird 
5 [0 ( — 1 cos [eos (Foo) - (Fi) — co8 (7 ) , 
_12% 2 d Re 
sind 
r 2 
Pi (7 I cos ’) — c08 (7 ) 
—= 3015 Sl 09722099. - (20) 


sin ® 
0 
Aus dieser Gleichung kann der durch die Gleichung P = RR, If. definierte.Strahlungs- 
 widerstand errechnet werden: 


T 
2 
| [oo 5 cos ’) — C08 r ) | 
Ro, = 60 gl — 9. (21) 


sin 
0 
Der Index Null deutet darauf hin, daß dieser Widerstand mit dem Quadrat des 
Eifektivwertes des Stromes im Strombauch (und nicht mit dem Quadrat des Effektiv- 
wertes des Stromes im Speisepunkt) zu multiplizieren ist, wenn wir die abgestrahlte 
Leistung erhalten wollen. Das obige Integral gilt für Antennen beliebiger Länge. Im 
Fall 2 = 4/2 führt es zu den Werten (13) bzw. 4.12. (sb) 


45* 
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4.10.2. Dipolzeile 


Aus Abb. 4.24 ist zu ersehen, daß man mit in Oberschwingungen erregten Antennen eine 
scharfe Richtwirkung in der Vertikalebene erhalten kann. Diese Richtwirkung wird jedoch 
noch viel stärker, wenn wir an Stelle einer einzigen, in ihren Oberschwingungen erregten An- 
tenne mehrere Dipole mit der Länge A/2 übereinander und in einer Entfernung 4/2 voneinander 
anordnen (Abb. 4.27). Das Strahlungsfeld einer solchen Dipolzeile können wir auf Grund des 
bisher Behandelten leicht bestimmen. In einem weit entfernten Punkt P erregt der von unten 
gerechnete k-te Dipol — entsprechend der Beziehung (9) — eine Feldstärke 


cog a cos d% 
60, _\2  ) we) 


r sin ® 


Ex = (22) 


Abb. 4.27 Zur Berechnung des Strahlungsfeldes einer Dipolzeile 


Die hierin auftretende. Wegdifferenz kann nach Abb. 4.27 in folgender Form geschrieben 
werden: 


kd = 2 0008. (23) 
Die von dem &-ten Dipol hervorgerufene Feldstärke beträgt also 

601 cos (3 @s) io «-,) 
Ey — —! _——_II_[ eikmcosde ı I, (24) 
r sin® 


Ist die Anzahl der Dipole gleich m, so erhalten wir die resultierende Feldstärke im Punkt P, 
indem wir die obige Beziehung über alle Dipole summieren, so daß sich für den Amplituden- 
wert der Feldstärke folgende Formel ergibt: 


Tr 
008 |— cos ’) ” 
EB = 601, ( "S (eircoss)k, (25) 
r sin ® k=0 | 
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Mit Hilfe der Beziehung 


1 — m 
1—x 


Z. 1 + 2 -E x? ab 3 + de + am-l; 2 — ejmcosd (26) 


kann Gl. (25) umgeformt werden. Es gilt nämlich 


m—1 1 — ejmmcos# 


ee! = I — einoosd” m (27) 


Den Absolutwert dieses Ausdruckes erhalten wir, indem wir ihn mit seiner Konjugierten multi- 
plizieren und aus dem Produkt die Quadratwurzei ziehen: 


1 — einmcos#® 1 — e-jzmcosd 2 — [einmcosd | e-jamcos 9] 
1 — ejncos#® 1 —e-jrcosd az 2 — [ejmcosd 4 e-jzcos#] 
: 7. sin (7 cos ’) 
u = cos (mr — ) = \_ 2 (28) 
1 — cos (nr cos d) es (3 En e) 


Abb. 4.28 Strahlungscharakteristik von 
fünf übereinander angeordneten, in glei- 
cher Phase erregten Dipolen der Länge 4/2 
Das ganze Bild ist an der Horizontalachse gespie- 


gelt und um die Vertikalachse gedreht vorzustellen 
(nach BERGMANN-LASSEN) 


Die Amplitude der Feldstärke ist also 


TU ” MT . 
cos (2 COS 0) sin (7 cos s) 
s r. sin 9 . IF u 
sin 5 cos d 


Die aus der obigen Beziehung folgende Richtungscharakteristik ist in Abb. 4.28 für eine Dipol- 
zeile, die aus 5 Dipolen besteht, dargestellt. Es ist zu sehen, daß die größte Feldstärke in der 
zur Dipolzeile senkrechten Ebene auftritt und gleich dem Fünffachen der durch einen Dipol 
hervorgerufenen Feldstärke ist. Weiterhin zeigt sich, daß die Nebenrichtcharakteristiken im 
Vergleich zur Hauptcharakteristik klein sind. Auch diese Charakteristik muß man sich als 
eine Rotationsfläche vorstellen, da die Dipolreihe ebenfalls eine Rotationssymmetrie aufweist. 
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4.10.3. Dipolgruppe 


In der Horizontalebene kann eine scharfe Richtwirkung dadurch erreicht werden, daß wir — 
wie in Abb. 4.29a — Dipole mit der Länge A/2 um A/2 voneinander entfernt anordnen. Auf 
diese Weise erhalten wir die sogenannte Dipolgruppe. Eine Antenne der Länge A/2 erzeugt in 
einem weit entfernten Punkt P die Feldstärke 


5 (30) 
wobei in der Formel die Wegdifferenz durch die Beziehung 


d=k2 sinpsind (31) 


cos» 


sind» Cosp e, 


Abb. 4.29a Zur Berechnung des Strah- 
lungsfeldes einer Dipolgruppe (nach BErc- 
MANN-LASSEN) 


Abb. 4.29b Komponenten des auf einen 
ausgewählten Raumpunkt zeigenden Ein- 
heitsvektors 


ausgedrückt wird. In Abb. 4.29b kann nämlich zu dem durch die Winkel @ und # bestimmten 
Punkt P ein Einheitsvektor 


r,=e,sin®cosp +e,sin®sing +e,cos®d (32) 
geführt werden. Die Wegdifferenz ergibt sich aus der Projektion des Vektors k 2 e, auf diese 
Richtung, d.h. aus dem Skalarprodukt dieses Vektors mit dem zur gegebenen Richtung ge- 


hörenden Einheitsvektor. Daher gilt 


4 A. ; 
d=tr,k 3% =k 5 sin®sing, 


woraus sich Gl. (31) ergibt. 


(33) 


4.10. Strahlung linearer Antennen ınit beliebiger Stromverteilung 711 


Ebenso wie Gl. (29) abgeleitet wurde, kann für die Feldstärke in beliebiger durch p und # 
gegebener Richtung eine Formel aufgestellt werden: . 


T [I nr [2 . 
cos (— cos#) sin [— sind sing 
. 60 2 2 | 
Es, = — I, 1 
r sin ® 


(34) 
“ T « ‘ : 
sin 6 sind sin 2 


Abb. 4.30 Strahlungscharakteristik einer aus 
fünf Dipolen der Länge A/2 bestehenden Dipol- 
gruppe 

Das Bild ist zuerst an der Horizontalachse, dann an 
der Vertikalachse gespiegelt zu denken 


0000 © 


Die horizontale Richtungscharakteristik für eine aus fünf Dipolen der Länge A/2 bestehende 
Antenne ist in Abb. 4.30 dargestellt. 

Dieses Diagramm darf man sich nicht mehr als Rotationskörper vorstellen, da bereits ein 
einziger Dipol eine gerichtete Charakteristik in der Vertikalebene besitzt (Abb. 4.16). 


4.10.4. Dipolebene 


Da die Dipolzeile die Vertikalcharakteristik verschärft, aber gleichmäßig in jeder Richtung 
senkrecht zur Achse ausstrahlt, die Dipolgruppe dagegen die Horizontalcharakteristik ver- 
schärft, ohne die Vertikalcharakteristik wesentlich zu beeinflussen (letztere entspricht im 
allgemeinen der Vertikalcharakteristik eines einzigen Dipols), kann eine durch eine Kombi- 
‘nation von Dipolzeile und Dipolgruppe erhaltene Dipolebene eine scharf gerichtete räumliche 
Strahlungscharakteristik zeigen. Die resultierende Feldstärke kann auf Grund des bisher Ge- 
sagten bestimmt werden zu 


cos [= cos) sin (7 cos®#) sin gan sin ® sin © 
60 2 2 2 


35 
r sin ® Se 


sin (7 cos®) sin [= sin ®'sin ® 
9 2 


Aus diesem Ausdruck kann der Wert der Feldstärke einer zur Dipolebene senkrechten Ebene 
entnommen werden. Da hier sin® =1, cos® = (0), sin 9 = 0 ist, bleibt der Bruch 


Mr 
sin [— cos d 
sin ( „cos 


(36). 
sin (5 COS 0) 
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unbestimmt. Mit Hilfe der Bernoulli-l’Hospitalschen Regel ist leicht zu beweisen, daß sein 
Grenzwert m beträgt, während der andere gleichfalls unbestimmte Bruch gegen den Wert r 
geht. Somit gilt 


en, (37) 
Tr 


Die Feldstärken der einzelnen Dipole summieren sich phasengleich in der gegebenen Richtung. 

Eine solche Dipolebene strahlt in beiden Richtungen senkrecht zur Ebene. Eine einseitige 
Ausstrahlung kann aber leicht verwirklicht werden. Damit wir die Grundbedingungen für eine 
einseitige Richtcharakteristik untersuchen können, soll hier das Strahlungsfeld von zwei in der 
Entfernung d liegenden Vertikalantennen untersucht werden (Abb. 4.31). Dabei wird ange- 


Abb. 4.31 Zur Berechnung des Strahlungsfeldes von zwei 
in verschiedenen Phasen erregten Dipolen der Länge 4/2 


nommen, daß der Strom der einen Antenne um einen Phasenwinkel y in bezug auf den Strom 
der zweiten Antenne verschoben ist. Die Antenne A erzeugt also im Punkt P, wenn dieser sich 
in der senkrecht durch die Antenne gelegten Ebene befindet, die Feldstärke 


E, = 60n 2 sino ( Zn (38) 
ir c 

Die Antenne B ruft in demselben Punkt P die Feldstärke 

Een E ( = 2) g® v| (39) 
Ar, c/ 


hervor. Daraus erhält man die resultierende Feldstärke ’ 


E,;, =E,+ E, = 60r Id {ein ( —_ 2) + sin E ( 2) + v|! (40) 
ir c c 
mit 
Pi Bas 118 r5, 
2 


‘ woraus sich der Amplitudenwert der Feldstärke zu 


Ey = 2: 60r 4 28 cos 4) (41) 
ir A 2 


ergibt. 
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Nehmen wir an, daß die beiden Antennen phasengleich schwingen, d. h.y = 0 ist, so wird 
der Amplitudenwert der Feldstärke durch folgenden Ausdruck bestimmt: 


EL A (42) 
ir i 


Abb. 4.32a. zeigt die Charakteristiken für verschiedene Entfernungen d. Man sieht, daß in 
unterschiedlichen Entfernungen die verschiedensten Richtcharakteristiken erzeugt werden. 
Die Strahlungscharakteristiken gegenphasig erregter und in beliebiger Entfernung voneinander 
aufgestellter Antennen gibt ebenfalls Gl. (41) an. Diese Kurven sind in Abb. 4.32b gezeigt. Bei 
kleinen Entfernungen heben sich die Felder der gegenläufigen Ströme gegenseitig auf. Man 
erhält also äußerst kleine Feldstärken. Bei größeren Entfernungen verstärken sich die beiden 
Antennenfeldstärken, so daß man für die Entfernung einer Halbwellenlänge die zweifache 
Feldstärke einer Antenne erhält. Der einfache Wert ist mit gestrichelten Linien eingezeichnet. 


: Abb. 4.32b Strahlungscharakteristik in ent- 
DER: gegengesetzter Phase erregter Antennen von 
Abb. 4.322 Strahlungscharakteristik Halbwellenlänge bei verschiedenen Antennen- 


von zwei in gleicher Phase schwingen- abständen (nach BERGMANN-LAssEN) 

den Dipolen Die Antennen sind an der durch den Mittelpunkt ver- 
d bedeutet den Abstand zwischen den beiden laufenden horizontalen Geraden liegend (auf der Bild- 
Dipolen. Die Dipole stehen auf der durch den ebene senkrecht stehend) zu denken. Die gestrichelte 
Mittelpunkt verlaufenden Horizontalachse senk- Linie gibt die Strahlungscharakteristik eines Einzel- 
recht zur Bildebene (nach BERGMANN-LASSEN) dipols an 


"Wir untersuchen jetzt den. interessanten Fall, bei dem die Phasenverschiebung y von der 
Entfernung beider Antennen durch die Gleichung 


var Tg (43) 
A 
abhängt. Hierbei kann die Feldstärke nach Gl. (41) durch die Formel 
E, = 2 60r N In sin 7 (cosp 4 | (44) 
| r 


angegeben werden. Den Werten 9 = rn bzw. 0 entspricht (je nach dem verwendeten Vor- 
zeichen) die Feldstärke Null, während zu den Werten 9 = 0 bzw. x die Feldstärke 


E=2: 60n — = sin (45) 
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gehört. Ist die Entfernung d = A/4 und dementsprechend die Phasendifferenz y = r/2, so kann 
letztere Formel in die Form 


Es = 2- 60r - r (46) 


Abb. 4.33 Strahlungscharakteristik von zwei um 90° phasenver- 
schobenen Antennen, wenn der Abstand zwischen beiden Antennen 
A/4 beträgt. Dieser Phasenunterschied entsteht annähernd bei einem 
nichtangeregten Dipol von Halbwellenlänge, der im Abstand 4/4 an- 
geordnet ist (nach BERGMANN-LAssEN) 


gebracht werden. Wir erhalten also das Zweifache jener Feldstärke, die eine Antenne in der 
gegebenen Richtung liefern würde. Die entsprechende Strahlungscharakteristik zeigt Abb. 4.33. 

Ordnen wir also im Abstand A/4 hinter einer Antenne eine andere, gegenüber der ersten 
mit 90° Phasenverschiebung erregte Antenne an, dann wird das so erhaltene Antennensystem 
nur in einer Richtung ausstrahlen. Wird entsprechend der Abb. 4.34 hinter jedem Element 
einer Dipolebene ein anderes, mit 90° Phasenverschiebung erregtes Dipolelement angeordnet, 


Abb. 4.34 Richtcharakteristik einer Dipolebene. 
‘Hinter sämtliche Dipole wird im Abstand 4/4 ein 
ungespeister Dipol von Halbwellenlänge gebracht 


so wird das Antennensystem nur in einer Richtung, und zwar mit scharf gerichteter Kennlinie, 
Energie ausstrahlen. Man kann diese Erscheinung auch so deuten, daß die aus der ersten Dipol- 
ebene nach hinten austretende Strahlung von der dahinterliegenden zweiten Dipolebene 
reflektiert wird, Erregen wir diese letztere Ebene nicht gesondert, sondern ordnen sie nur‘ 
einfach hinter der ersten Ebene an, so wird das zweite System vom ersten phasenrichtig erregt. 
Mit solchen durch das Strahlungsfeld gekoppelten Antennensystemen wollen wir uns aber hier 
nicht beschäftigen. 
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4.11. Einwirkung der Erde auf das Strahlungsfeld 


Befindet sich die Antenne in Erdnähe, so erzeugt die Antennenfeldstärke in der Erde, 
wie in einem Leiter, einen Strom,. und das Sekundärfeld dieser Ströme kann das 
Originalfeld beträchtlich verzerren. Im allgemeinen kann diese Erscheinung, wie wir 
später sehen werden, nur in einer komplizierten Weise berücksichtigt werden. Ein 
einfaches Bild ergibt sich, wenn man die Erde als einen unendlich guten Leiter 
annimmt. Dann führt nämlich die aus der Elektrostatik bekannte Spiegelungs- 


VISCOSZCOSZCOSCOSSEE 
ne] 
\ R 4 
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Abb. 4.35 a) Im Spiegelbild eines vertikalen Dipols fließt der Strom in der gleichen Phase. 
b) Im Spiegelbild eines horizontalen Dipols fließt der Strom in der Gegenphase. 


c) In der Vertikalkomponente des Spiegelbildes eines schrägen Dipols fließt ein der Vertikal- 
komponente des ursprünglichen Dipols gleichphasiger Strom, in der Horizontalkomponente 
hingegen ein der Horizontalkomponente des ursprünglichen Dipols gegenphasiger Strom 


methode zum Ziel. Wir stellen einen kleinen Dipol (Abb. 4.35a) in der Höhe h über 
der Erdoberfläche auf. Die Erde als unendlich guter Leiter schreibt als Randbedin- 
gung vor, daß die elektrische Feldstärke überall senkrecht zur Erdfläche sein muß. 
Diese Bedingung kann am einfachsten dadurch befriedigt werden, daß wir zum Feld 
des Originaldipols das Feld des Spiegelbildes dieses Dipols addieren. Das daraus 
resultierende Feld verläuft, wenn der Strom im Spiegelbild in gleicher Richtung 
fließt, nach Abb. 4.35a tatsächlich überall senkrecht zur Erdoberfläche. Das resul- 
tierende Feld beider Dipole ergibt nur in der Luft, also über der Grenzfläche, die 
wirkliche Feldstärke. Im Innern des Leiters, also in der Erde, sind die sich so ergeben- 
den Feldstärken völlig fiktiver Natur. 


716 4. Elektromagnetische Wellen 


Stellen wir in der Höhe h über der Erdoberfläche eine horizontale Antenne auf, so 
kann mit Hilfe von deren Spiegelung eine zur Erdoberfläche senkrechte resultierende 
Feldstärke nur dann erreicht werden, wenn die Stromrichtung im Spiegelbild der 
Stromrichtung der Originalantenne entgegengesetzt ist (Abb. 4.35b). Als Kombi- 
nation der beiden Fälle zeigt sich, daß bei einer schiefen Antenne der Bildstrom 
dadurch gekennzeichnet werden kann, daß dort die Vertikalkomponenten die gleiche, 
die Horizontalkomponenten jedoch eine entgegengesetzte Richtung besitzen 
(Abb. 4.35c). Auf Grund der bisherigen Betrachtungen kann also das Strahlungsfeld 
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Abb. 4.36 Strahlungswiderstand einer vertikal auf der Erde stehenden Antenne in Abhängig- 
keit vom Verhältnis Antennenhöhe zu Wellenlänge (nach SIEGEL und LAgvs) 


von Antennen beliebiger Form und Stromverteilung in Erdnähe bestimmt werden, 
wenigstens solange die Erde als idealer Leiter angesehen werden kann. Auf diese 
Weise können mehrere bisher besprochene Abbildungen neu gedeutet werden. Wenn 
wir z. B. die Abb. 4.22a und b durch eine waagerechte Gerade halbieren, dann kann 
der obere Teil als Strahlungscharakteristik einer geerdeten Antenne mit der halben 
Höhe aufgefaßt werden. | 

Die Abbildungen 4.22c und d kann man jedoch nicht mehr halbieren, da hier im 
Antennenoberteil — im Teil über der Erdoberfläche — und im Unterteil der Strom in 
entgegengesetzter Richtung fließt. Die Berechnung muß in diesen Fällen gesondert 
erfolgen. Im letzteren erweist sich z. B. das Ergebnis als dem Oberteil der Charak- 
teristik einer aus zwei Dipolen bestehenden Dipolsäule gleich. 

Wir können also das Strahlungsfeld einer Antenne mit sinusförmiger Strom- 
verteilung berechnen, wenn der Stromwert am Antennenende Null beträgt. Die 
Antennenlänge kann dabei einen im Vergleich zur Wellenlänge beliebigen Wert 
haben. Die Antenne soll als senkrecht zur Erdoberfläche aufgestellt angenommen 
‚werden. Die ausführlichen Berechnungen wurden von SIEGEL und LABus durch- 
geführt. Das Ergebnis ihrer Untersuchungen zeigt uns Abb. 4.36. Wir sehen, daß 
diese Kurve ausgeprägte Maxima bei allen Antennenhöhen hat, bei denen die Anten- 
nenlänge ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenlänge beträgt. 
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Bisher behandelten wir den Strahlungswiderstand der Antenne: Durch Multiplikation 
dieses Widerstandes mit dem Quadrat des Stromes erhielten wir die ausgestrahlte 
Leistung. Bei der Berechnung der Strahlungsleistung wurde aber nur die Fern- 
komponente des Feldes berücksichtigt. Die Nahkomponenten, ergeben eine aus der 
Antenne je Viertelperiode aus- und zurückströmende Energie, also einen Mittelwert 
von Null. Wird nun die Antenne als Netzschaltungselement betrachtet, so kann sie 
durch eine Impedanz ersetzt werden, deren Ohmsche Komponente mit der ausge- 
strahlten Leistung und deren Reaktanz mit dem Nahfeld verbunden ist. Wir wollen 
nun diese Impedanz bestimmen. Da die Berechnungsmethode für die Ohmsche 
Komponente bereits bekannt ist, wäre es im Grunde ausreichend, sich hier auf die 
Berechnung der Impedanz zu beschränken. Wir wollen aber eine Methode besprechen, . 
die sämtliche Komponenten liefert: die von RosHANsKI eingeführte und von PisToL- 
KoORS weiterentwickelte Methode der induzierten elektromotorischen Kräfte. Dabei 
wird vorausgesetzt, daß die Antenne dünn, aber von endlichem Querschnitt ist. 
Unmittelbar an der Oberfläche der stromdurchflossenen Antenne bestimmt man das 
elektrische Feld, das von dem Strom aufgebaut wird, und untersucht, welche Außen- 
spannung nötig wäre, um den Antennenstrom gegen dieses „selbstinduzierte‘‘ Feld 
aufrechtzuerhalten. Dadurch kann die Momentanleistung berechnet werden, woraus 
sich die Wirkleistung und die Blindleistung einfach ergeben. 
Wir stellen die Energiegleichung für ein beliebiges Volumen auf: 


[saa=-3 [5 en + um ar + [maar. (1) 
V 14 


4 


Zur Vereinfachung wurde hier vorausgesetzt, daß der Ohmsche Widerstand des 
Leiters vernachlässigt werden kann. Für einen rein sinusförmigen Verlauf bleibt der 
zeitliche Mittelwert der im Volumen V enthaltenen Energie konstant. Ihre Änderung 
entfällt also. Außerdem müssen die Feldstärke, die von dem Antennenstrom herrührt, 
und das eingeprägte Feld überall in der Antenne+und auf der Antennenfläche zu- 
sammen Null ergeben: ZZ 


E.+E=0; E.=--, (2) 


damit in dem unendlich guten Leiter endliche Ströme fließen können. Gleichung (1) 
nimmt also folgende Form an: 


[saa=-[EJaV. @) 
4A 14 
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Die Wirkleistung wird somit 


P= = Re | B% av. 


[4 


Diese Gleichung ist nur für Mittelwerte gültig. Wenn die Fläche A auf die Antennen- 
fläche zusammenschrumpft, beträgt die mittlere ausgestrahlte Leistung 


| L 
I Re f Br av —. [ [Ze] IE) a cos y dr 
0 


y. 


L 
= =, I&,(2)| |Z(z)| cos y dz. (4) 
0 


Dabei bedeutet |E,(z)| den Amplitudenwert der als Komplexvektor aufgefaßten 
z-Komponente des. Vektors E auf der Antennenoberfläche, /(z) den Stromwert 
(Amplitudenwert) in dem durch die Koordinate z angegebenen Antennenpunkt und 
y den Phasenwinkel zwischen den komplexen Größen E,(z) und I(z). Der Querschnitt 
der Antenne ist a und dV = a dz. Die ausgestrahlte Leistung beträgt also 


1 | 
P=BaR=-—. [ [B.e)| IZ(e)] cos y de. &) 
0 
Daraus folgt der Strahlungswiderstand zu 


R= —— 3 I IZ(@)| cos y de, (6) 


nr. 
£ eff 


wobei /gerr einen Stromwert in einem bestimmten Punkt darstellt, der davon abhängt, 
worauf wir den Strahlungswiderstand beziehen wollen; er kann z. B. den Stromwert 
im Strombauch oder im Eingangspunkt bedeuten. 

Auf ähnliche Weise erhalten wir den Blindwiderstand 


ge a, IB, |I(e)] sin yde. (7) 
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Der Berechnungsgang ist also folgender: Die Stromverteilung auf der Antenne 
wird als sinusförmig veränderlich gegeben vorausgesetzt. Hieraus kann das Antennen- 
feld unmittelbar an der Antennenfläche berechnet werden, wenn wir den Strom als 
in der Antennenachse konzentriert annehmen und die z-Komponente des elektrischen 
Feldes dieses Linienstromes an der Stelle r = r,, also entlang der Antennenfläche, 
nehmen. Danach kann die Integration durchgeführt werden. 


Abb. 4.37 Zur Berechnung der Impedanz einer 
X linearen Antenne 


Zur Veranschaulichung soll die Berechnung für einen vertikal angeordneten Dipol 
durchgeführt werden (Abb. 4.37), wobei sich der Strom entlang der Antenne nach dem 
Gesetz 


ändert und L=4/2 ist. Der elementare Hertzsche Vektor für ein Dipolelement 
dp,(£) ergibt sich zu 


un (8) 


Are, 'r 


wobei 


. I Im. 
dpı(d) = dIQ, = e,— dt sin (9) 
Jo 4 
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gilt. Also wird der Hertzsche Vektor in einem beliebigen (fernen oder nahen) Punkt 


L 
joe j 
Helne.=e.,— | 5 = 8 dd (10) 
Tr 


sein, wobei e, den in Richtung der z-Achse zeigenden Einheitsvektor bedeutet. Mit 
Hilfe der Eulerschen Relation findet man 


I jdn L jFe-n 

I.elet 2 2 
IT=e,—- [—— «- |? ae]. (11) 

ETEgw| , r 

ö 0 
‘Jetzt können H und E aus den Gleichungen 
H = ejw rot II, (12) 
1 | 

E=——roH (13) 


JDEo 


berechnet werden. _ 
Es sei II in Zylinderkoordinaten 0,2 gegeben. 
Es muß natürlich beachtet werden, daß IZ, von den Zylinderkoordinaten oe, z durch 


die Beziehung 


r=V®+@—% (14) 
abhängt. Es gilt 
En LE u (18) 
02 or % r or 
Berücksichtigt man, daß wegen 
2=0%+ (2 — |) (16) 
auch 
N) 2200) (17) 
02 oc 
gilt, so erhält man aus den Gleichungen (12) und (13) 
—jkrı —jkra . 
B, = 307, (3 u rl (18) 
| 1n 7 


wobei r, und r, die aus den. Antennenendpunkten zum a Punkt führenden 
Leitstrahlen bedeuten. 
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So kann jetzt nach Gl. (5) die ausgestrahlte Leistung berechnet werden: 
ee; 
= si \&,(2)] |Z(z)| cos y da. (19) 
0 


Der Wert von E, ist an der Antennenoberfläche zu nehmen. Aus Abb. 4.37 ersehen 
wir, daß für einen beliebigen Oberflächenpunkt P auch r, =L— 2; r, = z gilt. Die 
Phasenverzögerung des ersten Gliedes in Gl. (18) gegenüber dem Strom I, beträgt 
kr, + n/2. Daraus folgt 


cos 5 + br) — —sin kr, = —sink(L — 2). (20) 

/ 
Der Phasenkoeffizient des zweiten Gliedes lautet 
cos E + kr) —= —sinkr, = —sin kz. (21) 
Die Leistung ist also durch die Formel 

L L 

oML_2sink er | 
P= 157 [* k( 2) sin kz de fi kz de (22) 
L-—z z 
0 0 

bestimmt. 


Das erste Integral der rechten Seite kann umgeformt werden, indem wir die neue 
Veränderliche L — z = x einführen: 


L 0 
an k(L — z) sin kz de — ni sin kx sin k(L— x) a 


L—z x 


L L 
h [3 . “ : “ 2% 
® +[ sin kx sin kL cos kx a [ sin? kx cos kL de. (23) 


x L 
0 


Berücksichtigen wir in unserem speziellen Falle 


Dre In 1 sinkL=0, 


7 1 2 coskL= —1, 
so finden wir 
L 2kL 
| 27 22 
P=15R2 / EN eg, [ Dr 09. (25) 
| x 2kx 
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Das Integral kann nur mit Hilfe von speziellen tabellierten Funktionen ausgewertet 
werden. Es ist nämlich 


T 
ee di=1Iny +lInx— (iz, (26) 
; | 


wobei In y = 0,577216 die Eulersche Konstante (y = 1,78107) bedeutet. Cix heißt 
Integral-Cosinus und ist durch die Gleichung 


Cie= [era ei (27) 


definiert. Die Funktion Ci:x und der durch 


Six [et (28) 


definierte Integral-Sinus sind in Abb. 4.38 dargestellt. 


+2,0 TI TI TFT 
u HHENT-ABBE =EHEEENENEN 
EEENEEP<ERENEE En. -augule 
BENREFANRENER EHBBNNEREE 
+10 ZIELE 
HRET dEEREEEEREERENEREEEN NENNE 
ERFAENENEEENEREERERREEEREENNE 
DAHAENER BEREENEEENERNE 
+00 2 AH HER“GEBENHEREREBEBE" 
00 DEZEHL ITBIRSZLLLSceet 7 
aRUs BENUBBEUNE 
BUNRmE BER BREEBERBEN 
HAENRE EHENEERENEN 
0 FFFEEE BnscnEenaal 
INNEREN BEERENENERE 
HER FFREFEEHEHF] Abb. 258 
_onlLLLrnD EHEEBEREEB Die Funktionen Si(x) und Ci(x) [1.24] 
lan JH 


Die Strahlungsleistung ergibt sich schließlich zu 
P = 30I2,(Iny + In 2r — Ci2r), (29) 
da 2kL wegen k = 2r/A und L = A/2 gleich 2r ist. 

Der Strahlungswiderstand beträgt 
R, = 30(0,577 + In 2r — Ci 2r) = 17320 (30) 
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und der Blindwwiderständ 
X, = 30 2r =4250. (31) 


Der komplexe Widerstand der Antenne halber Wellenlänge, bezogen auf die Strom- 
stärke im Bauch, d.h. in der Mitte der Antenne, ergibt sich zu 


zZ =R + 1X, = (73,2 + j42,5) Q. (32) 


Gegen diese Methode lassen sich sehr schwerwiegende Einwände erheben. Man 
denke nur daran, daß wir die Stromverteilung nicht ermittelt, sondern als sinus- 
förmig angenommen haben. Dann haben wir die Tangentialkomponente der elek- 
trischen Feldstärke auf der Oberfläche der Antenne unendlich guter Leitfähigkeit 
berechnet. Diese Komponente ist erforderlich, damit überhaupt eine Leistung von 
der Antenne abgestrahlt werden kann, ist aber gleichzeitig unmöglich, da sie einen 
unendlich großen Leitungsstrom hervorrufen würde. Damit erhebt sich auch die 
Frage, wie überhaupt die Leistung aus der Antenne austreten kann, wenn die elek- 
trische Feldstärke senkrecht zur Antennenfläche steht und somit der Poyntingsche 
Vektor immer parallel zur Fläche liegt. Die Antwort auf diese Frage ist sehr einfach. 
Aus dem Innern der Antenne tritt keine Leistung aus. Sie tritt bei endlicher Leit- 
fähigkeit ‘höchstens ein. Die Leistung kommt aus dem Hochfrequenzgenerator, die 
Leitungen und selbst die Antenne ‚‚führen‘ und verteilen die Leistung nur. 

Wenn im Innern einer Antenne von unendlich guter Leitfähigkeit tatsächlich 
eingeprägte Feldstärken E, vorhanden wären, so könnte auch die Leistung durch die 
Fläche hindurchtreten. Dann würde auf der Oberfläche (E, + E), = 0 gelten und 
nicht E, = 0. Dies bedeutet, daß eine Tangentialkomponente der elektrischen Feld- 
stärke, also eine Normalkomponente des Poyntingschen Vektors, existiert. Dieser 
exakte, leichtverständliche, aber praktisch nicht realisierbare Fall ist im obigen 
enthalten. | | | 

Die Klärung der zuerst genannten Schwierigkeit einer wirklichen Antenne mit 
angenommener sinusförmiger Verteilung mag darin enthalten sein, daß die tat- 
sächliche Stromverteilung ein wenig von der sinusförmigen abweicht und dadurch #, 
verschwindet. Diese kleine Abweichung ruft aber nur eine sehr kleine Abweichung der 
Feldverteilung hervor. Dies bringt bei den Leistungsverhältnissen auch nur eine 
kleine Veränderung mit sich. Man kann also näherungsweise so rechnen, als wäre die 
Verteilung wirklich sinusförmig.. | 

Dabei denken wir uns die eingeprägte Spannung, die in Wirklichkeit zwischen den 
Eingangsklemmen der Antenne wirkt, über die ganze Antenne verteilt. Ähnliches 
gilt ja auch bei einer Spule ohne Ohmschen Widerstand. Dort nehmen wir ebenfalls 
die eingeprägten Kräfte als entlang der Leitung verteilt an, da sonst die elektrische 
Feldstärke auf der Leitungsfläche senkrecht stünde und wir keinen von Null ver- 
schiedenen Wert des Linienintegrals erhielten. | 
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4.13. Das Reziprozitätsgesetz 


Bei der Betrachtung von Antennensystemen spielt für die Berechnung der Eigen- 
schaften von Empfängerantennen das sogenannte Reziprozitätsgesetz eine grund- 
sätzliche Rolle. Diese Gesetzmäßigkeit ist bereits aus der Theorie der Stromnetze 
bekannt. Wenn wir an ein beliebiges, aus linearen RLÜ-Elementen bestehendes 
Stromnetz die Klemmenspannung U anlegen und in einem Netzzweig mit einenı 
Amperemeter den Strom / messen, so finden wir dasselbe Verhältnis U/I, wenn wir 
den Generator und das Amperemeter miteinander vertauschen. War also die 
Generatorspannung in beiden Fällen dieselbe, so muß auch der Strom in beiden Fällen 
gleich sein. Dabei wurde vorausgesstzt, daß Generator und Amperemeter den gleichen 
inneren Widerstand haben. 

Im folgenden suchen wir eine möglichst allgemeine Definition und ein Beweis- 
verfahren dieses Satzes, der für Stromnetz und Feld verwendbar ist. 

Der Raum soll von einem durch die Konstanten e, u, o bestimmten Stoff erfüllt 
sein. Unstetigkeitsstellen sind zugelassen, jedoch muß die Unabhängigkeit der 
genannten Konstanten von der Feldstärke vorgeschrieben werden. Das rein sinus- 
förmige eingeprägte Feld EÜ’ soll die Feldstärke E'!’ und H erzeugen. Im gleichen 
Raum soll nun ein. anderes Feld E{” mit gleicher Frequenz die Feldstärke E', 
H® hervorrufen. Wir schreiben die Maxwellschen Gleichungen für beide Fälle: 


rot HV — (so + jwe) EV + cED, 
rot ED = — ujoHW, 
rot H® = (0 + jue) E”9 + oE®, 
rot E® = — ujoH®, 


Werden die einzelnen Gleichungen der Reihenfolge nach mit E'®, H®, —E”, 
— H® multipliziert und addiert, so ergibt sich 


div (EU x H%) — div (E® x HW) = o(EVE® —_ EDEW), (2) 


Die Integration dieser Gleichung soll über den ganzen Raunı erstreckt werden, 
jedoch müssen wir die Unstetigkeitsstellen der verschiedenen Materialkonstanten, 
also die Grenzflächen der verschiedenen Medien, durch je eine Schmiegungsfläche 
eliminieren. Das Volumenintegral auf der linken Seite soll in ein Flächenintegral 
umgewandelt werden. Dieses liefert für die die Unstetigkeitsstellen eliminierende 
Fläche den Wert Null, da die Normalkomponente des Vektorproduktes E®” x H%® 
an der Grenzfläche stetig ist, weil die Tangentialkomponenten von E®) und H® 
stetig sind. | 
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Das über die unendlich weit entfernte Grenzfläche erstreckte Integral muß ver- 
schwinden, weil eine — wenn auch sehr kleine — Leitfähigkeit immer eingeführt 
werden kann und dann das Feld im Unendlichen exponentiell verschwindet. Unser 
Endergebnis lautet also 


[ EDoE® AV = [ EPoEW AV. (3) 
v Vv 


Diese Gleichung stellt die allgemeine Formulierung des Reziprozitätsgesetzes dar. 
Die Integration muß prinzipiell über den ganzen Raum erstreckt werden, tatsächlich 
jedoch dort durchgeführt werden, wo der Wert von E£’ bzw. E2” von Null ver- 


schieden wird. 
( | 


yo uw 
Ta nn 
Abb. 4.39 Zum Reziprozitätsgesetz Abb. 4.40 Zur Anwendung des Reziprozi- 


tätsgesetzes auf Antennen 


Wenden wir diesen Satz auf den in Abb. 4.39 gezeigten linearen Leiter oder auf 
eine Antenne (Abb. 4.40) an (welcher Zusammenhang zwischen den beiden Leitern 
besteht, ist hier unwichtig), so erhalten wir 


[EPsE® AV = VEN J@A, = UPI®, (4) 
vy, 
[ EPsE® AV = ER, JWA, = UPIW, (5) 
V; 


woraus sich der Ausdruck 


us uw 
I — 7a) (6) 


ergibt. 
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Mit Hilfe des Reziprozitätsgesetzes gelangen wir u.a. zu jener wichtigen Fest- 
stellung, daß die Richtungscharakteristik einer Empfängerantenne dieselbe Form 
hat, als würde sie als Sendeantenne arbeiten. | 

Untersuchen wir jetzt die Frage, ob in Wirklichkeit solche Stoffe existieren, für die 
das Reziprozitätsgesetz nicht gilt. In Gl. (2) ist das Glied 


jofH®uH® — H®,H®] (7) 


zu Null geworden, und so konnte eben das Reziprozitätsgesetz bewiesen werden. 
Wenn aber die Permeabilität durch einen Tensor dargestellt wird, wird im all- 
gemeinen . 


Hu, H‘'» == H®u H». 


nicht reziprokes 
Medium 


U u 2) | N 

uf) uf? 

Tr + ım Abb. 4.41 Wenn sich zwischen Sende- 
antenne und Empfangsantenne ein sol- 
cher Stoff befindet, dessen Leitfähigkeit, 

I” 14” Permeabilität oder Dielektrizitätskon- 


stante durch einen nichtsymmetrischen 
Tensor dargestellt werden kann, gilt das 
nicht reziprokes Reziprozitätsgesetz nicht mehr 

Medium 


In diesem Fall gilt nämlich 
HWuH“) — H®uH® — HV[uH® == wH®]. 


Hier bedeutet u! den transponierten Tensor. Wenn der Permaabilitätsterisor sym- 
metrisch ist, gilt weiter das Reziprozitätsgesetz. Ist der Tensor u aber nichtsym- 
metrisch wie bei den gyromagnetischen Stoffen, so gilt das Reziprozitätsgesetz nicht 
mehr. Später werden wir uns mit den praktisch wichtigen Folgen dieser Tatsache 
befassen. 


Das Reziprozitätsgesetz gilt auch für Stoffe: mit nichtsymmetrischen e und o nicht mehr 
(Abb. 4.41). 


Nehmen wir jetzt an, daß statt eingeprägter Felder gegebene Erregerströme wirksam sind, 
so lautet Gl. (2) in Integralform: 


BE" xH® — Ex HW)dA = j (JOED — JPE®) av. (8) 
A 
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Es sind noch folgende spezielle Fälle wichtig. 


1. In dem betrachteten Bereich se’en keine Erregerquellen vorhanden. Dann ergibt sich. 


® (EUxH®O _ EOXxHWdA=0, (9) 
A 

d.h, 

® EU xH@dA = $ EOXxHWDAA. (10) 
4A 


2. Wenn der ganze Raum in Betracht gezogen wird, so lautet Gl. (8) 
[IPE® AV = [ JPEV AV. (11) 
v Vv 


° Es sei bemerkt, daß das Flächenintegral im verlustfreien Raum verschwindet, wenn die 
„Ausstrahlungsbedingung“ (Kap. 4.42.3.) erfüllt ist. 


3. Bei gegebener Erregung JÜ soll die zugehörige Feldverteilung E(r), H(r) ermittelt 
werden. Wir verwenden ein Hilfsfeld, welches durch einen Dipol erregt wird. Der Dipol befinde 
sich im Punkt 77; er wird durch die Stromdichteverteilung 


JE =eör —rp) (12) 
beschrieben. 
Die Konstante e sei durch die Normierung |e| = |IZ| = 1 bestimmt. Wir nehmen das so 


hervorgerufene Feld als E® und H) und betrachten es als gegeben. Wir schreiben jetzt 
Gl. (8) in der Form 


J JOEU AV = | JVDED AV + ® [E®@ x HU _ EU xHW]AA. (13) 
A 


Da aber nach Definition der Dirac-Funktion 


feötr — rp) EV AV = eEÜ(r,) (14) 
v 


ist, erhalten wir 


eE\\(r,) = [IDE® dY + ® (E@) xHW — EW xH®%) dA. (15) 
# A 


Auf der linken Seite steht die Komponente der gesuchten Feldstärke in einer von uns wählbaren 
Richtung im (beliebigen) Punkt rp. Das erste Glied auf der rechten Seite kann ausgewertet 
werden: «J{ ist in jedem Punkt gegeben. E') als das Feld des im Punkt rp gelegenen Dipols ist 
auch in jedem Punkt bekannt. Das zweite Glied kann aber nur dann berechnet werden, wenn 
wir über das gesuchte Feld an den Grenzen weitere Annahmen machen können. 

Die Bestimmung unbekannter Felder durch Anwendung des Reziprozitätsgesetzes mit Hilfe 
entsprechend gewählter Hilfsfelder ist neuerdings eine wichtige Methode geworden (siehe 4.35.8. 
bzw. 4.39.3.). 


C. Lösung der Wellengleichung 


in verschiedenen Koordinatensystemen 


4.14. Die Rückführung der vektoriellen Wellengleichung 
auf die skalare Wellengleichung 


Um die Möglichkeit der Bestimmung des elektromagnetischen Feldes mit Hilfe 
einer einzigen skalaren Größe zu untersuchen, setzen wir wieder die Maxwellschen 
Gleichungen an: 


I. rrtH = (o + .jw)E, III dvH=0, 


1 
II. rt E= —ujoH, IV.dvE=0. 1 


Die hier folgende Behandlung ist allgemeiner als die in Kapitel 4.6., da hier o # 0 
ist und der Einfluß der Koordinatensysteme auf die Form der Gleichungen in Betracht 
gezogen wird. Dagegen werden wir uns auf eine Zeitabhängigkeit e)”! beschränken. 

Die dritte Gleichung wird durch den Hertzschen Vektor JT befriedigt: 


H = (co + jwe) rot II. (2) 
Dies in die II. Gleichung einsetzend, finden wir, wie üblich, 

rot (E— 2) —=0, (3) 
d.h., 

E=N82II + gradd, (4) 
wobei A? —= —jwu(o + jwe) ist. 


Mit diesen Werten von E und H ist die I. Gleichung eine Bestimmungsgleichung 
für IT und ® 


rot rot IT — gradd® — ZIT=0. (5) 
Die vierte Maxwellsche Gleichung lautet dann 


div E = div [K?TI + grad Ö]. (6) 
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Da aus den Gleichungen (4) und (5) E = rot rot IT folgt, kann man 
div E = div [rot rot 7] =0O (7) 


schreiben, d. h., Gl. IV ist erfüllt. 

Wenn wir also solche zusammengehörigen JT und © finden, die die Gl. (5) be- 
friedigen (die aus diesen Größen entsprechend den Gleichungen (2) und (4) gebildeten 
E und H befriedigen sicher sämtliche Maxwellschen Gleichungen), so haben wir die 
Lösung des betreffenden physikalischen Problems. 

Alle diese Zusammenhänge gelten in jedem beliebigen Koordinatensystem. Das 
Potential ® ist keiner besonderen Bedingung unterworfen. Es muß so gewählt 
werden, daß Gl. (5) möglichst einfach zu lösen ist. 

Oft wird man, wie auch in unserem Fall, ® = div II wählen, um mit einer einzigen 


Funktion — wenn auch einer Vektorfunktion — auszukommen. Aus Gl. (5) wird 
dann 
rot rot I — grad div JT — MIT =0 (8) 


und vereinfacht sich im kartesischen Koordinatensystem zu 
AN+RIT=0. (9) 


Manchmal erweist sich aber eine andere Wahl als zweckmäßiger. Bleiben wir vor- 
läufig wieder bei ® =div /T. Wir haben'nun GI. (8) zulösen. Aus dem so gewonnenen 
Vektor JT können mit Hilfe der Beziehungen 


H = (o + jew) rot IT, 
| (10a) 
E = K2IT + grad div JT | 
und, nach Kapitel 4.6., der Beziehungen 
E = —juo rot II, 
(10b) 
I —= MIT + grad div /T 


zwei verschiedene Lösungstypen abgeleitet werden. Wir nehmen ein beliebiges 
orthogonales krunmliniges Koordinatensystem an. Bei einem so verallgemeinerten 
Fall ist es völlig hoffnungslos, von der in Koordinaten ausführlich geschriebenen 
Gleichung auszugehen, da in allen drei Skalargleichungen sämtliche Komponenten 
von JI vorkommen. Sie zerfallen also nicht in drei Gleichungen, von denen jede nur 
die Komponente /7T, bzw. //, oder IT, enthält, wie wir es z.B. bei der Anwendung 
kartesischer Koordinaten gewöhnt sind. Auch wenn wir I/, und /I; identisch gleich | 
Null wählen, liefert G]. (8) für allgemeine orthogonale Koordinaten die folgenden drei 
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verwickelten Gleichungen: 


1 [7 1 0 
= Pr (9293 ml} + _ a ee a: — (q,/I | 
gı 0% | 919293 9293 0%g | Yı9a 0% 


1 zZ 
ER E, eR (11) 
9295 0x; G39ı 0% 


12 1 12 [9 2 
Fr = (9293 mut Dr = — (gı m) —(, 
92 0%g | 919293 9193 0%, | Yı9a 9%, 


10o| 1 ö Ä 1 2 ö | 
= Br ut) || - — — u m an) =0. 
93 0%3 | 919293 | 9% 9192 0%, | Jı93 O%g 
Um Erfolge zu erzielen, müssen vereinfachende Ansätze eingeführt werden. Wir 
nehmen z; B. an, wir hätten ein solches rechtwinkliges Koordinatensystem gewählt, 


bei dem g, =1, 9 bzw. 93 unabhängig von x, sind. In diesem Falle gilt für J/, die 
Bestimmungsgleichung 


0] 

a 10 =e =) 10 eo = I RIL—0, (12) 
0x7 9293 Oxy \ga 0%, 9293 O%g \gs 0%, 
also die in rechtwinkligen Koordinaten angegebene Wellengleichung 


AIT, = div grad IT, = —k2II.. (13): 


Die zweite und dritte Gleichung der Gleichungsgruppe (11) werden identisch erfüllt. 
Ist uns die Lösung der letzten Beziehung bekannt, so folgen aus dem Gleichungs- 
system (10a) die Feldstärkekomponenten 


02T, 


E, = k2lT, A 27 y H, = 0, 
1 027 ] olI 
„2... een | (14) 
ge 0%, Ox, 93 Oxg 
2) . 
Be FH, Bas. ELLE 
g; 0% x; ga OXg 


Aus dem Gleichungssystem (10b) ergibt sich aber 
E=0, H=kM+— . 
x 

jo ol, 1 oT, 

ET a H,= ’ 
G3 Oxz FR 0x, OXg 
jo oI, 1 I, 
Teer H; re . 
ge 0% gs 0%, O%3 


BE=-u 


(15) 


a 
| 
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Aus den Gleichungen (14) ist ersichtlich, daß die magnetische Feldstärke keine in 
Richtung der ausgezeichneten Koordinatenachse x, fallende Komponente besitzt. 
Die Gleichungen (15) ergeben aber eine Lösung, in der das elektrische Feld keine 
%-Komponente hat. Im ersten Fall verläuft also das Magnetfeld transversal, im 
letzteren Fall das elektrische Feld. Deshalb wird der erste Typ T.M-Welle, der zweite 
TE-Welle genannt. 

Die Bedingung g, = 1 und die Bedingung, daß 9, gs unabhängig von x, sein 
sollen, behalten ihre Gültigkeit bei kartesischen und bei beliebigen orthogonalen 
Zylinderkoordinaten, wenn die Koordinate x, parallel zur Zylinderachse gewählt 
wird. 

Bei Kugelkoordinaten muß der Radius als x,-Koordinate gewählt werden, damit 
= 1 ist. Hier ist aber nur das Verhältnis 93/93 von x, d. h. von r, unabhängig. In 
diesem Falle verschwinden die zweite und dritte Gleichung des Gleichungssystems (11) 
nicht mehr identisch. 

Die Wahl ® = div IT erweist sich jetzt als nicht zweckmäßig. "Wenn wir aber nach 
HUxLEY 


1 oII. all, 
gı 0% 


8-— 24 div (16) 


wählen, so vereinfacht sich die Gl. (5) zu 


am, 1 #2 ö 


1 6 Ga 
z an m) na Fr 
gi 0x7 9293 0%z | Jıga 0%, 


(Ih)| + kIh=0. (17) 
9293 0x, Isfı Or 


Hier wurde vorausgesetzt, daß g, nur von x,, 95/93 nur von x, und x; abhängt. 

Bei Kugelkoordinaten geht diese Gleichung in Gl. (12) über, da dort g, =1 gilt, 
wenn &,=r, also II, —=II, vorausgesetzt wird. Als Ausgangspunkt dient die Glei- 
chung 


all, 1 0 & =) 10 — (® oT, 
0x7 9293 0%, \9a ©%Xz 9293 0x3 Is 0% 


=) + RT —=0. (18) 


Dies ist bei Zylinderkoordinaten, und. nur. bei diesen (natürlich außer bei karte- 
sischen), identisch mit der Gleichung div grad //, = AIT,, wenn IT, = IT, gilt. Aus 
dieser Gleiehung werden den Gleichungen (14), (15) entsprechend die Feldstärke- 
werte ermittelt. 


Man kann versuchen, eine Vektorenwellengleichung der Form (8), d.h. 
grad divvo - rotret v +Rv —=0, (19) 


unmittelbar durch Vektorfunktionen zu befriedigen. Nach STRATTON kann man aus den 
Lösungen der skalaren Wellengleichung 


Ay + key — divgrady + ky = 0 (20) 


732 4. Elektromagnetische Wellen 


die folgenden Lösungen der vektoriellen Wellengleichung konstruieren 
L= grad y; M = rot (ay); N= = rot M, (21) 


wobei a ein Einheitsvektor mit beliebiger konstanter Richtung ist. Zwischen M und N besteht 
der Zusammenhang | 


M= — rot N. (22) 
Der Beweis für L ist sehr einfach, wir beschäftigen uns deshalb nur mit M = rot ay. Setzen 

wir diesen Ausdruck in Gl. (19) ein, so erhalten wir 

grad div (rotay) — rot rot rot (ay) + k?rot (ay) = 0. 

Das erste Glied verschwindet wegen div rot = 0. Es bleibt also auf der linken Seite: 

rot [—rot rot (ay) + Kay] = rot [—rot (gradyxa) + Kay], (23) 


da rotay = yrota + gradyxa undrota = 0 ist. 
Nach Gl. 1.14.(25), (26) wird aber 


d(grad %) 


d d — 
grad [(grad y) a] Ir 


a+0 +0 +axrotgrady 


digrad y) 


rot [gradyxa] = HE 


0 +0 -adivgrady. 

Und so erhalten wir 

rot (grad y x a) = grad [(grad y)a] — a div grad y. 

Berücksichtigen wir dieses Resultat in Gl. (23), so haben wir 

rot [— rot (grad yxa) + Kay] = rot [—grad (grad ya) + a Ay + k:ay) 
= rot {— grad (grad ya) + a[Ay + key]) =(. 

Dieser Ausdruck ist tatsächlich Null, da 

rot grad —=0 und Ay+ky=0. 

Die Lösung der Vektorenwellengleichung (19) hat also die Form 


v= L(a,M, +5,N, + bn)- (24) 
n 


Diese Methode ist nicht von weittragender Bedeutung, da im allgemeinen kein Grund vorliegt, 
eine konstante Richtung auszuzeichnen. Im sphärischen System haben wir die folgenden von 
(21) etwas abweichenden, brauchbaren Lösungen 


L= grad y; M= rot (ry) = gradyxr; (25) 


N= = rot M, (26) 
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wobei wieder der Zusammenhang 
1 
M= pn rot N (27) 


gilt. Da L rotationsfrei ist (rot grad y = 0), wird diese Lösung nur dann benutzt, wenn das 
Feld auch Quellen besitzt. 
Setzt man in die Maxwellschen Gleichungen 
rot H = ejoE; rot E= —jvouH 
die Wertepaare 
E=M; H=j Y: N (28a) 
u 


bzw. 


E=-jiN; H= -YE M (28b) 
7 


ein, so sieht man, daß sie befriedigt werden. Die Lösung setzt sich also aus Lösungen der Form 


E=M,+iN. (29) 
H= y: (—M,„ + iN,) (30) 
zusammen. 


Für das Spätere erweist sich die folgende Zusammenstellung als wichtig: 


E=1rotrotII; E=j n rot rot (ry®e,) (31a) 
H= jverot le; H= % rot (rwee,) (31b) 
7 
bzw. 
E = —jowu rot IIm; E = rot (ryMe,) (32a) 
H = rot rot Im, HI =|j Y: - rot rot (ryMe,). (32b) 
uk 


Man sieht nämlich sofort, daß — im Fall der Kugelkoordinaten — In identisch. mit rap ist 


(von einem konstanten Faktor abgesehen). pm ist hier eine Lösung der skalaren Wellengleichung 
(divgrady + ky = 0. Es gelten also die folgenden Identitäten 


rye; IIE = 3 TyMm, (33a, b) 
0) Ven wat 
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4.15. Homogene und inhomogene ebene Wellen 


Im vorigen Abschnitt konnte gezeigt werden, daß es zweckmäßig ist, von der für den 
Hertzschen Vektor geschriebenen Wellengleichung auszugehen und daraus unmittel- 
bar die zusammengehörenden E- und H-Werte zu bestimmen. Bei ebenen Wellen 
besteht die Möglichkeit, die Bedingung der Zusammengehörigkeit aus den Maxwell- 
schen Gleichungen sofort festzustellen. In diesem Fall erweist es sich also als zweck- 
mäßig, von der für die Feldstärken bzw. die Feldstärkekomponenten aufgestellten. 
Wellengleichung auszugehen. Wir wollen als Ausgangspunkt das bereits bekannte 
Gleichungssystem 


(1) 


AE+KRE=0, 
AH + K&H=0 


wählen, wobei 


k= wyYen (2) 


gilt, wenn es sich um ein ideales Dielektrikum handelt, und 
k= Y-(o + jwe) jvuu =k, + jk, (3) 


für-ein Medium mit endlicher Leitfähigkeit. 

Gesucht werden jene Lösungen der obigen Gleichungen, die ebene Wellen ergeben. 
Es wird also die gleiche Aufgabe gelöst wie in 4.1., jedoch in einer etwas allgemeineren 
Formulierung. Wir stellen die. Vektorgleichung für rechtwinklige Komponenten auf: 


AE,+RE,—=0, 
AE, + EE, = 0, (4) 
AE, + RE, —=0. 


In diesen Gleichungen sind E,, E, und E, im allgemeinen Funktionen von x, y und 2. 
- Die erste Gleichung lautet in expliziter Form 


®E, , &®E, n oE, 


Ta Tu I N 9) 


Diese Gleichung kann auf bekannte Weise durch Trennung der Variablen gelöst 
werden, d.h., 


E,;,=X(e) Y(y) Ze). (6) 
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Durch Einsetzen und Dividieren sämtlicher Glieder durch X, Y, Z erhält man 


1X 107 102, ._ & 
X dx? Ydy Zd2 e 


Es gilt daher 
1d@X 


X da? 


1dY 
Y dy% 


1dZ 
zZ dee 


I 
—+=0, (8) 
— +R=0. 


Hierbei bedeuten k,, k,, k, die Separationskonstanten. Diese müssen die Bedingung 
k+bh+k=-R= euw® — Juwo (9) 
erfüllen. Die obige Bedingung kann auch in der abgeänderten Form 


BE MB KR 
wrurpmtrmtmel > 


dargestellt werden. 
Die Lösung lautet jetzt 


X = A etiket: Y= Betikw; Z= (etz, (11) 
Die Feldstärke wird also durch die Beziehung 
E,(z, Y, 2; t) == Ez etilkzt+k,y+k:z) ejut — Ezo etiklnzt+te,y+n.z) elot (12) 


bestimmt. 


a) Für ein ideales Dielektrikum wird k? positiv sein; k ist also eine reelle Zahl. 
Betrachten wir die drei reellen Zahlen n,, n,, n, als die drei Komponenten des Ein- 
heitsvektors n, so wird die Bedingungsgleichung (10) automatisch befriedigt. Die 
genannten Zahlen sind nämlich. die Richtungscosinus der einzelnen Achsenwinkel: 
Drückt man sie durch die Winkel 9 und 9 aus, so findet man 


N, =sin®cospy} n,=Sindsiny; N,= 008%, (13) 
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wobei die Bedingungsgleichung bereits berücksichtigt wurde. Der Ausdruck für E, 
kann auch in folgender Form geschrieben werden: 


E,(z, y,2,t) = E,0 eHr) elet (14) 
oder ausführlicher 
E,(&, Y,2, t) =. Es etjk(zsin dcosp+ysin dsinp+2zcosd) eat. (15) 


Die hier gewonnene Lösung kann auch für #, und E, angesetzt werden. Es ergibt 
sich 


E — E, etiklar) ejot (16) 
H = H, et ee, (17) 
Die Punkte gleicher Phasen liegen also in der Ebene 

k(nr) = const. (18) 


Diese Ebene ist senkrecht zu n, wobei n in die Richtung der größten Phasenänderung 
zeigt, da 


grad (nr) = n (19) 


überall mit der Ausbreitungsrichtung der Welle zusammenfällt. Die Amplitude ist 
im betrachteten Fall überall konstant. Die Stellen gleicher Amplitude und gleicher 
Phase fallen daher zusammen. 


b) Besitzt aber das Medium eine endliche Leitfähigkeit, so gilt k = k, + jk,. Jetzt 
kann die Lösung in folgender Form geschrieben werden: 


E — E, etkın,c+n,y+n;:) etJkrlnze+nyy+nz2) elut (20) 


wobei k, der Phasenkonstante f, k, dem Dämpfungsfaktor & entspricht. 

Die Punkte konstanter Amplitude und konstanter Phase fallen also wieder zu- 
sammen, und die Richtung der größten Änderung, die für beide identisch ist, fällt 
in die Ausbreitungsrichtung. 


c) Wird die Lösung der Gl. (5) als ein rein mathematisches Problem behandelt; 
so kann die Bedingungsgleichung nicht nur durch die reellen Zahlen n,, n,, n, erfüllt 
werden. Eine physikalisch deutbare Lösung — in Form von ungedämpften oder ge- 
dämpften, sich in Richtung des reellen Vektors n ausbreitenden Wellen — erhalten 
wir nur dann, wenn wir die Zahlen n,, n,, n, als die Cosinuswerte der Achsenwinkel 
betrachten. Wir wollen jenen Fall untersuchen, in dem die soeben erwähnte Be- 
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schreibung nicht gilt. Jetzt können n,, n,, n, beliebige reelle oder komplexe Zahlen 
sein: | 
N, = Ngt+ IN.i; N, = Nyr Tr inzi; N, = N: + in. . (21) 


Diese müssen selbstverständlich die Bedingung (10) erfüllen; es gilt also 


Ne + Nyr +, — Na — ny ce nz =1, | (22) 
Nazi + NA + Nana = 0. 

Die Lösung für diesen Fall lautet 

E = E ,e""rn) einor) ejet, (23) 

wobei die Gleichungen. 

nr = (king + knzi) er + (kıttyr + kınyı)e, + (kınz + kn.) e;. (24) 

und 

N, = (king — Kinzi) Er + (krftyr — Kınzi) ey + (kr — kinz) ©; (25) 

bestehen. 


Die Ebenen konstanter Phase und konstanter Amplituden fallen jetzt nicht mehr. 
zusammen. Ihre Bestimmungsgleichungen sind 


(nrr) = const; (Ngr) = const. (26) 


Diese ebenen Wellen mit komplexem Einfallswinkel nennt man inhomogene ebene 
Wellen. Ihr wichtigstes Merkmal besteht darin, daß die Punkte konstanter Amplitude 
nicht mehr mit den Stellen konstanter Phase zusammenfallen. Diese Wellen ‚werden 
häufig zur Befriedigung der Randbedingungen benötigt. 

Die allgemeine Lösung der Gl. (5) können wir durch Überlagerung der verschie- 
densten ebenen Wellen erhalten. So kann für jede Komponente die Lösung 


vu, Yy,2,t) = elot | d® f dog(#, o) eik(zsin dcosp+ysin #sinp+zcosd) (27) 
d P 


angesetzt.werden, wobei p und # beliebige reelle oder komplexe Zahlen ‚bedeuten. 
Wir können diese Lösung auch in allgemeinerer Form schreiben. Benutzen wir die 
Größen k,, ky, k,, , die außer der Gleichung 


E+k,+k=MR= euw” — jouc (28) 


47 Simonyi 
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keiner weiteren Beschränkung oder physikalischen Deutung unterworfen sind, so ge- 
langen wir zu der Gleichung 


vay21)= [| | | gkz k,, w) elktkwrkatet) dk, dk, do. (29) 
okz k, 


Die Größe k, kann aus der Bedingungsgleichung mit Hilfe von k,, k,, @ berechnet 
werden. 

Dieselben Gleichungen gelten nicht nur für E und H, sondern auch für o, A 
oder II. 


4.16. Zylinderwellen 


Nun wählen wir als Koordinaten x, = 2, &%, %3, wobei z die entlang der Zylinder- 
achse gemessene Entfernung und z,, x3 in der zur Achse senkrechten Ebene beliebige 
rechtwinklige ebene Koordinaten bedeuten (Abb. 4.57). Beschränken wir uns auf eine 
Zeitabhängigkeit der Form e'*!, so finden wir die Wellengleichung 4.14. (12) für IZ;: 


@lm, 10 oIT, 1 0 (gs all, 
Eee 


= + KI,=V0. (1) 
02? 9293 0%, \Q2 O%a 9293 0% \93 0% 


Diese Gleichung versuchen wir ebenfalls durch Trennung der Variablen zu lösen. Es 
sei also 


Il 2, %, %3) = Z(2) Ayla) Xa(5). — (2) 
Nach der üblichen Methode erhalten wir 

1 d2Z 1 1 2: dX 1 1 0 dX 
lee © 
Z d Xz |9293 92, \gg dr, Xz | 9293 9% \g9a ds 


wobei wieder Ä? = euw? — juwo ist. Es kann Z bereits separiert werden: 


negrhs, (4) 


wobei ß? ein beliebiger (reeller oder komplexer) Separationsparameter ist. Die Lösung 
für Z lautet also 


Z nn Zo etißz, (5) 
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Für X, und X, verbleibt uns also die Gleichung 
1 2 (MER 2 En mo. 5 
X, |9295 0%, \g. dir, X3 | 9293 Ox3 gs dx; 


Ob und wie diese Gleichung weiter separiert werden kann, hängt von der Natur der 
Koordinaten x,, x; ab. 
Der weitaus wichtigste Fall ist der des Kreiszylinders. Dabei gilt 


1=2, tr %=9; | 
Kl) = Kir); Az) = Dip); (M 
y=1 aA=1l =Lr. 


Gl. (6) nimmt damit die Form 


4/12 [(,ak\|_ 112 AO, 2 _a_ 
Ar —(' lan: „( )|+: Ben (8) 


an. Wir multiplizieren sie mit r?: 


LS ee 
(Etate Art. (9) 


Die so erhaltene Gleichung kann nun separiert werden: 


1 2 

D dp? j 
rd AR 
— — (r—) + (ke - BY r2 = +p8. 10b 
Anke P)r—= +P (10b) 


Die Lösung beider Gleichungen kennen wir bereits (s. Kap. 2.19): 


(0) Sue et)? ; 
| an 


k=2Z, (VR® — Ber) > 


wobei Z, im allgemeinen aus zwei partikulären Lösungen zusammengesetzt wird. 
Die Separationskonstante p kann reell oder komplex sein. Um aber zu eindeutigen 
Lösungen zu gelangen, kann 9, wenn sich @ in dem untersuchten Gebiet von 0 bis 2r. 
ändert, nur ganzzahlige Werte annehmen. Im anderen Fall könnten wir nach mehreren 
Umläufen im gleichen Punkt verschiedene ®-Werte finden. 
Die Lösung der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten lautet daher 


IT,&9,r,)=Z, (VR = Per) etirp e+ißz eiat, (12) 
47* 
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Die allgemeine Lösung setzt sich aus solchen Lösungen mit verschiedenen p und ß 
zusammen. 

Ist /T, bekannt, dann ergeben sich in allgemeinen Zylinderkoordinaten die Feld- 
stärkekomponenten nach 4.14. (14) für TM-Wellen durch die Gleichungen 


E, = (k2 — ß?) IT,, H,=0, 
iß OlIT, ‚ k2 all, 
= ..E nn H,=j-— D 
ga 0%; U@gz O%z (13) 
18 oII, .„ k2 ol, 
ER ALLER H,=-—j — 
Is 0% UWG: OXg 


Für TE-Wellen finden wir dagegen nach 4.14. (15) 


E,=0, H,=(R?— PA) I,, 
o ol | oll 
BR,=-u — —, Dee, 
gs 0% Ga 0%, (14) 
,o ol. j olI, 
E; = u) — ——, H,; = — D 
ga 0%, G3 0% 


Speziell für Kreiszylinderkoordinaten lauten die obigen Beziehungen für TM- 
Wellen: 


olI .k2 ol 
E, = —jf —, H, = +j — —, 
or nor Op (15) 
. Bol, . k2 olI 
Bess, H,=-) — 
r op uw Or 


E.=0, HA, = — P)IH,, 
co el. 0: 
E,= —uj = ——, H, = —-jP —, 
r cp or | (16) 
. ol. „Bell. 
E, = +ujo —, H,= en: 
or r co 


Wir betrachten jetzt zwei wichtige Sonderlösungen. Die erste kann nicht unmittel- 
bar aus der allgemeinen Lösung (12) abgeleitet werden. Man muß vielmehr auf die 
Differentialgleichungen (10a) und (10b) zurückgreifen. Ist nämlich p=0 und 
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k2 = 82, d.h. k — $?=0, dann gilt für R(r) die Gleichung 


rd ( = =(): (17) 
Rdr\ dr 

d.h., 

Ker)=Alhr+B, (18) 


und die Lösung wird 
IT,(r,o,2,t) = (Alnr + B) (Co + D) elleizkz), (19) 


Dies entspricht im axialsymmetrischen Faile der bekannten Wellenausbreitung in 
koaxialen Leitungen. 

Ein anderer interessanter Sonderfall ist der mit 8 = 0. Diese Bedingung bedeutet 
die Unabhängigkeit der Lösung von der Koordinate z. Als Lösung soll hier die 
Hankelsche Funktion | 


H,®%Xkr) = Ju(kr) + jN .(kr) (20) 
gewählt werden. Ist das Argument kr sehr groß, so geht die Lösung gegen den Wert 


ur a nn T 
HW@) (kr) & Yan. (21) 
TKr 


Wählen wir nun noch rn =p=0, so vereinfacht sich die Lösung in großer Ent- 
fernung von der Achse zu a 


I,,g,t) = 0 m efetihr, 2) 
r 


Diese Formel stellt eine entlang der Koordinate r fortschreitende und mit der 
Quadratwurzel der Entfernung abnehmende Zylinderwelle dar. 

Wenn man eine ins Unendliche auslaufende Welle darstellen will, benutzt man 
in (21) die Funktion H%(kr). 

Wir kehren zur allgemeinen Lösung (12) zurück. Wenn die Achse r = 0 zum unter- 
suchten Gebiet gehört, muß man immer die Besselschen Funktionen erster Art, also 


J „(Y k2 — B2 ) anwenden. In ringförmigen Gebieten können die Randbedingungen 
im allgemeinen nur mit den Besselschen Funktionen erster und zweiter Art be- 
friedigt werden. | | 

Im Unendlichen dagegen wird die.richtige Lösung durch die Hankelschen Funk- 


tionen gegeben. Wenn das Argument +Yk? — f?r rein imaginär ist und das nega- 


tive Vorzeichen gewählt wird, d. h., wenn das Argument die Form -j| Vk2 — Ber| 
= —jxr (x positiv reell) hat, so ergibt 42(—jxr) einen exponentiell abklingenden 
Anteil und stellt im Gegensatz zu (21) keine in r-Richtung auslaufende Welle dar 
(siehe Kap. 4.20.2.2.). 
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4.17. Kugelwellen 


Wir wollen jetzt Gl. 4.14. (12) in Kugelkoordinaten lösen, wobei 


ur m=d %=p, | e 


A=1; $&=f; (-rsin®d, 
und II, = II, gilt. 
Dann erhalten wir 


2 eo: 7 1 0 
i ı = : 2a sin d er + iz as — I + II, =0. (2) 
or? r: sind 09 od r: sind &p \sin® 09 


Versuchen wir nun diese Gleichung durch den Ansatz 


IT, = R(r) S(d, @) (3) 
zu lösen, so ergibt sich 

2 2 
LER 1 R Ra sind BAER +2—=0. (4) 
Rdr S]|rsind 9% 00 r? sin?® 09° 


Wir multiplizieren diese Gleichung mit r? und finden 


2 A2 ' 02 
sin® 09 0 sin? d Op? 


Ran 's 


Diese Gleichung kann separiert werden: 


1| 1 2[. 08 1 09% R 
el re rer sin d — + — — | +m zur 
S [sind 09 08 sin? 9 09° 
(6) 
I 
R dr? 


Die Lösung der ersten Gleichung kennen wir bereits (2.26. (8)), wenn m? die Form 
n(n + 1) hat. Als Lösung folgt dann S,(8, 9), d.h. eine Kugelflächenfunktion 
n-ter Ordnung. Die zweite Gleichung hat nun die Form 


2 d? 
Fe + Mr — nn +1)=0 (7) 


und nach einer leichten Umformung 


d?R n(n +1) 
ee an N 
dr? ” | 
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Die Lösung dieser Gleichung werden wir sofort erkennen, wenn wir n durch die Zahl 
p=n-+ 1/2 ersetzen. Es wird nämlich in diesem Falle 


n=p- 2; 
== p 2 s 
Daraus folgt 
m - 
d2R 
ie 2 — 
dr? “ 


1 
un 


=mM—-. (9) 


(10) 


Die Lösung dieser Gleichung lautet aber nach 2.19. (95) 


R(r) = YkrZ,(kr) = VerZ,4js(kr). 
Für (2) gilt also die Lösung 


II;(r, 9, o, 


I) — VhrZurjg(kr) 


8,0, p) elet 


— Ver, (kr) Pf(cos 9) ei"? eiet, 


(11) 


(12) 


Die allgemeine Lösung ergibt sich als Superposition von Lösungen mit verschie- 


denen n, m und o. 


Die Feldstärkekomponenten können wir jetzt nach dem Gleichungssystem 4.14. (14) 
und (15) berechnen. Wir finden für TM-Wellen 


E, = K2ll, + — ‚ 
1 02II, 
: r dr 08’ 
u 1 92MII, 
nn rsin® Or öp 
"und für TE-Wellen 
E,=0, 
i olI, 
Es =) we ’ 
rsin® 0p 
_ vo AI, 
x r 00’ 


H, =, 
i Hs = JEW zu 
rsind 
eo Oll 
HMieszejs 
. : r ©» 
o21T, 
H, = Kill, —. 
+ Or? 
1 92II, 
r or 08’ 
1 98T, 


= 


rsind drop 


| 


(13) 


(14) 
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Der Ausdruck für E, in Gl. (13) kann auch einfacher geschrieben werden. Aus Gl. (8) 
folgt nämlich | 
ö Hi 

= _ mn +1) Hr 


y2 


E, = k2]T, + — (15) 


In der Lösung (12) sind praktisch wichtige Spezialfälle, z. B. der elektrische oder 
der magnetische Dipol, enthalten. Wir werden darauf noch zurückkommen. 

Im folgenden wollen wir einen entarteten Fall untersuchen, der in der allgemeinen 
Lösung (12) nicht enthalten ist. Sind nämlich n = 0 und m = 0, dann zerfällt das 
Gleichungssystem (6) im zylindersymmetrischen Falle in folgende zwei Gleichungen: 


Sa (sn B, = =0; — +BR=0. (16) 
Die Lösung für AR(r) lautet 
R(r) —= A etikr (17) 


und die für $(#) 


I =, dd +C0= Bincot 9 +0. (18) 
dd sin d 

Es gilt also 

De (# In cot a + c) eettkr), (19) 


-_ 


Auf diese Lösung werden wir später noch einmal zurückkonımen. 

Es sei jetzt aber ausdrücklich betont, daß Gl. (2) für /7, nicht die skalare Wellen- 
gleichung div grad //, + K2II, = 0 darstellt. 

Für einen Skalar y wird nämlich die Wellengleichung div grad y + kK2y = 4 Y + Ay 
= 0 in Kugelkoordinaten 


10 oy\. 1 0 f:. Oy 1 
_—— ir! — _ a — y=0. 20 
r? Or er ) ar r: sind 9 ( ) 2 r? sin? e op og? at x - 


Die Lösung dieser Gleichung ist der Lösung der Gl. (2) sehr ähnlich: 


y = — Zunplkr) Pil(cos d) etime ei 21 


es 
Ver 
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Es ist üblich, die sogenannten sphärischen Besselschen Funktionen 


2n(%) = Vz Zurıj2(&) (22) 


einzuführen: Wir werden aber auch die Funktion 


jn(kr) = Vz Ja+1j2(Kr) (23) 


benutzen. 


4.18. Beziehungen zwischen ebenen, Zylinder- und Kugelwellen 


Bisher wurden die Maxwellschen Gleichungen für kartesische, Zylinder- und Kugelkoordinaten 
gelöst und dadurch Lösungen erhalten, deren Verhalten am einfachsten auf einer ebenen, 
zylindrischen bzw. sphärischen Fläche dargestellt werden kann. Mit ihrer Hilfe können die auf 
derartigen Flächen vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt werden. Es ist von größter. 
Bedeutung, daß wir einen gegebenen Wellentyp, etwa eine Kugelwelle, durch Überlagerung 
von ebenen Wellen herstellen können. Auf diese Weise werden wir im weiteren z.B. eine 
Kugelwelle darstellen, die sich an einer ebenen Grenzfläche gewissen Vorschriften entsprechend 
verhalten soll. 

Zuerst versuchen wir mit Hilfe der ebenen Wellen eine Zylinderwelle darzustellen, aiso einen 
Wellentyp abznleiten, der die in Zylinderkoordinaten geschriebene Wellengleichung befriedigt. 
.Es soll also mit. Hilfe ebener Wellen die Lösung | 


Z(r, @, 2,t) = R(r) eine ei(ut-R:) (1) 


gefunden werden, wobei R(r) die Bedingung 


= — + 


®R 1dR 
d® ode | 


1-Z)R=0 (2) 


0° 


erfüllt und R = R(e) mite = r Yk? — P? gilt. 
Es ist uns bekannt (4.15.(27)), daß 


Zir, 9, 2,1) = elot f dd [ dp’ 99’, Y) eik(zsin 9 cosp’+ysind’sin @’+zcos #') (3) 
9 y’ " 


ist, wobei wir entweder auf der linken Seite an Stelle der Veränderlichen r, op die neuen Ver- 
änderlichen a, y einführen oder auf der rechten Seite an Stelle von x, y ihre durch r und 9 aus 
gedrückten Werte einsetzen. Es ist sofort zu ersehen, daß k cos9’ = —ß konstant ist, daß 
also die die Zylinderwelle erzeugenden ebenen Wellen auf dem Mantel eines durch den Winkel 
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0 bestimmten Kegels liegen. Der Kegelwinkel 9’ kann auch komplexe Werte annehmen, wobei 
er aber selbstverständlich seine geometrische Bedeutung verliert. Da 9 konstant ist, ist nur 
nach 9° zu integrieren. Es gilt also 


Z(r, 7,2, l) —= Zr, o) eilwt—Pz), 
wobei 


Zr, g) = Je g(o ’) eik(z sind’ cosp’ +ysin #’sing’) dp’. (4) 


zZ Pa 


Abb. 4.42 Zur Darstellung einer Zylinderwelle 
durch ebene Wellen 


y-rsing 


Jetzt führen wir durch die Beziehung 
C=1(059; y=rsingp (5) 


die Zylinderkoordinaten ein (Abb. 4.42). Der Exponent kann also umgeformt werden: 


jk(x sin 9 cos@’ + y sin 9 sin p) = jkr sin 9° cos (0 —-p), (6) 
und da 

2 L2 _. p2 
sin® = Yl — co! = y:-& _ u -E-R (7) 


ist, wird schließlich 

kr in’ re —_R=o. (8) 

Das Ergebnis lautet deshalb 

Z(r, 9) = [ g(p’) elecos(e'-p) dp’. (9) 
g 


Nun soll eine neue Veränderliche 9 — @ = 6 eingeführt werden: 


Zr,g) = J g(ö + p) eiecosö dö. (10) 


Da die Funktion Z(r, @) separierbar ist und p nur in g(ö + 9) vorkommt, kann diese Funk- 
tion in der Form g(ö + 9) = 9,(6) 9.(9) geschrieben werden, und es ergibt sich 


Z(r, 9) =D(p) R(r) = 9,(p) / 9,(6) eiecosö dö. (11) 
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Hieraus folgt 

D(p) = 9,(p) = etinr; Kir) = f 91(6) ejecosd dö, (12) 
ö 


wobei g,(6) die Eigenschaft hat, daß K({r) Gl. (2) unbedingt erfüllt. Nach Einsetzen der Formel 
K£(r) in Gl. (2) und gleichzeitigem Differenzieren unter dem Integralzeichen nach o erhalten wir 


f (0? sin®ö + jo cosö — n?) g,(6) eiecosd dd = 0. (13) 
ö 


Es ist leicht einzusehen, daß diese Gleichung der folgenden Gleichung äquivalent ist: 


r 5 i | 
J z [0 == ejocosö 2 dö + f 5 + 2x0] eje cos ö dö —(, (14) 
ö ’ 


Nachdem wir in dieser Gleichung die vorgeschriebenen Operationen durchgeführt haben, ge- 
langen wir zu unserer Ausgangsgleichung (13). 

Das erste Glied der Gl. (14) ist ein vollständiges Differential. Es wird den Wert Null an- 
nehmen, wenn der Integrationsweg so gewählt wird, daß der Ausdruck 


[ie sind 9,(6) — “| eje cos ö (15) 


im Anfangs- und Endpunkt denselben Wert hat. Das zweite Glied wird bestimmt verschwinden, 
wenn 9, die folgende Differentialgleichung erfüllt: 


d? 
an ER n?g, = J, (16) 


Diese hat die Lösung 
91(6) = A ein, (17) 
und dadurch wird 


Rir) = A [ eifecosö+n6) d6, (18) 
ö 


Da. die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (2) durch die Zylinderfunktion n-ter 
Ordnung dargestellt werden kann, gelangten wir dadurch zur Sommerfeldschen Darstellung der 
Zylinderfunktionen. Um die frühere Normierung zu erhalten, müssen wir den Wert der Kon- 


stanten A zu Pa wählen. 
T 
Man erhält also auf Grund rein physikalischer Betrachtungen das interessante mathe- 
matische Ergebnis: Die Zylinderfunktion Z,(0) kann mit Hilfe des folgenden über die komplexe 


Zahlenebene ö erstreckten Linienintegrals 


ı T 
2 
Zul) = — Seen . (19) 


d 


I; 
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dargestellt werden, wobei der Integrationsweg L so gewählt wurde, daß nach Gl. (15) der Aus- 
druck | 


(o sin ö + n) eilecosdö+nd) (20) 


sowohl im Anfangs- als auch im Endpunkt den gleichen Wert hat. 

Die einzelnen Zylinderfunktionen besitzen voneinander verschiedene Integrationswege L. 
Ist n eine ganze Zahl, so wird der Integrationsweg L der sich von —r bis -+r erstreckende 
Abschnitt der reellen ö-Achse sein, wodurch die Bedingungsgleichung (20) bereits erfüllt ist. 
So gelangt man zur Darstellung dieser Funktion in der Form 


| in 
Jul) = — f eilecos6+n8) dö. (21) 
rc 


Das Verhalten der Funktion an der Nullstelle beweist, daß wir tatsächlich eine Besselsche 
Funktion erster Art gefunden haben. Dadurch erweist sich auch die Wahl der Konstanten A 
als richtig. Übrigens kann durch Reihenentwicklung die bekannte Reihe von J,„(o) gewonnen 
werden. 

Wir versuchen jetzt, das umgekehrte Problem zu lösen. 

Es soll eine ebene Welle durch Zylinderwellen dargestellt werden. Die ebene Welle sei durch 


eilwt-k(nR)) — e-jklsin 9°’ (zeosp’+ysing’)+zcos#’] ejwt (22) 
gegeben. Dies kann umgeformt werden in 

e— jksind’(zcosp’+ysing’) ej(lwt—kzcos#’) — e-ikrsind’cos(p—p’) eilwt—kzcos®'), (23) 
Man muß also die Funktion 

e-kr sin d’ cos(p—p’) — Hr, @) (24) 


in der Form 


+0 
Kr,p)= & fnlr) einr (25) 


n=—-% 


darstellen können, wobei /„(r) eine Lösung der Gl. (2) ist. Dies ist tatsächlich möglich. Die 
Funktion f{r, @) ist nämlich periodisch in @, und zwar mit der Periode 2r, und kann daher in 
eine Fouriersche Reihe entwickelt werden. Der nur von r abhängige Fourier-Koeffizient f,(r) 
kann aus der Beziehung 


Zt 
f„(r) = a do (26) 
Tr 
0 
bestimmt werden. Nach Einführung der Veränderlichen 9 — 9 = ö findet man 


2er 
(er) = ee de. (27) 
0 
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Aus der Beziehung (21) ergibt sich aber 


jn (3 -r) : In (3 -") : 
„er)=e \? J„(—kr sin 9) = (—-1)?e \?2 J„(kr sind), (28) 
und das Endergebnis lautet 
+00 
e-Jkrsind’cos(p-P) = 3 (—j)* J„(kr sin 9) eintp-P‘) (29) 
n==0 
und 
+0 I 
eilut—knR) — > (—j)” J„(kr sin %) ein(g—p’) eilwt—kzcos9’), (30) 


n=—00 


Durch diese Operationen haben wir eine ebene Welle durch die Überlagerung von Zylinder- 
wellen dargestellt. 

Als weiteres Ergebnis haben wir gleichzeitig noch eine in der Praxis oft vorkommende 
Reihenentwicklung erhalten: Wird nämlich eo = —kr sin® undg — 9 =« — r/2, so,kann 
die obige Gleichung in folgender Form geschrieben werden: 


jecos («— =) En a 2. 
e - 2 = elesina — ar (—)” J„(—0) e)Jna e 2 


Nn= 00 
+00 14 +0 
= 2 "Jule Sun Z Jn(o) eite. (31) 
n=-% n=-% 
d.h, 
+o $ 
eiosina= 5 J,(o) ein. (32) 


n=-—- 00 


Durch die Abtrennung des Realteils vom Imaginärteil ergibt sich 


+05 
cos(esina)= 3 J„(0) cosnx, 
n=—0 
(33) 
je e) 2 
sin ((sina)= 3 J„lo) sinnx. 
n=89 


Nun wollen wir untersuchen, wie eine ebene Welle durch Kugelwellen dargestellt werden 
kann. Die Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle sei durch 9, @ gegeben. Die ebene Welle 
kann also im Kugelkoordinatensystem durch die Formel 


e-ik(nR) — e-ikRcosy (34) 
charakterisiert werden, wobei 

cos y = sin ® sin® cos (p — 9’) + c08 9’ cos®# (35) 
ist. Zuerst betrachten wir als Ausbreitungsrichtung der Welle die z-Achse, d.h. 9 = 0 und 


csy= cos VE (36) 
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Da nach Gl. 4.17.(21) jede Lösung der skalaren Wellengleichung durch Überlagerung der 
Elementarlösungen erhalten werden kann, gilt bei Berücksichtigung der Achsensymmetrie die 
Reihenentwicklung 


00 
e-ikReosy — 3’ a, )—— Jn+172(kR) P,(cos ®), (37) 


wobei wir den konstanten Koeffizienten a, in der üblichen Weise, unter Ausnutzung der 
Orthogonalität der Legendreschen Polynome, ermitteln können. Wir geben das Endergebnis 
ohne Zwischenrechnungen an: 


e-ikReosy — 3’ (—j)" (2n + 1) Vz: Jn+ıl2 (KR) P,(cos d). (38) 


n=0 


Breitet sich nun die ebene Welle in einer beliebigen Richtung aus, so erhält man mit Hilfe 
des Additionstheorems 2.28.(24) 


e-ikRcosy = 2 (—j)" (2n +1) ]/— Yar1e(kR) [Pte 9) P„(cos Ö) 
+25 RIM! Pr(eos 9) Pr(cos 8) cos mp — ge) |, (39) 
m=ı (Rn + m)! 


wobei R, d, g die Koordinaten eines beliebigen Raumpunktes darstellen, die ebene Welle sich 
in der durch 9, @’ bestimmten Richtung fortpflanzt und y den Winkel zwischen der Ausbrei- 
tungsrichtung und dem Leitstrahl, der zudem Raumpunkt (R, 9, 9) führt, bedeutet. 

Jetzt läßt sich also die Frage beantworten, wie eine Kugelwelle mit Hilfe von ebenen Wellen 
dargestellt werden kann. Man muß die Beziehung (39) mit Pf(cos 9°) cos mp’ multiplizieren 
und über die Oberfläche der Einheitskugel integrieren, um folgende Formel zu erhalten: 


In Tr 
—— _ 172 
Y SER Jnrıla(kR) Pn(cos d) cos mp = =_ F e-jkRcosy PR (c0os®’) cos mp’ sin 9 dd’ dp’. 
95 (40) 


Ist nun m = 0, # = 0, bleiben wir also auf der z-Achse und beschränken uns auf den axial- 
symmetrischen Fall, so gilt 


an T 

Vz Jnrıls(kR) = = If e-jkRcos#’ P,(cos 9) sin 9 dd’ dp’ (41) 
00 

und schließlich 

er 7 
Te (-j)” ’ ns Napa 

Vz Jnrıla(kR) = Zur aa [ e-jkRcosd’P, (cos 9°) sin 9 dd’. (42) 

0 


Hiermit haben wir die Besselsche Kugelfunktion durch Überlagerung von ebenen Wellen- 
funktionen hergestellt. 


Funktion Darstellung Bemerkung 
e-jkR +%® ‚ et RE i Fortpflanzungsrichtung der ebenen 
& (-j)" J„(kr sin 9) elle’) e=jkzcos® Welle, d.h. Richtung von k, durch 9°, 
we 9’ bestimmt. 
oo 
&(—j)® (2% + 1) j,(kR) P,(cos 9) 9-0; 
n=0 
nk ” (n— m)! ‚ 
23 (-3)" (2n + 1) j„(kR) [P„(cos 9) P„(cosd) +2 3% Pr(cos 9) P7(cos 9) cos mp — P°) 


J„(kr) BE «; R bzw.r beziehen sich in dieser Tabelle 
and He ei(kr cosö+n6) dö auf die Kugel- bzw. Zylinderkoordinaten. 
2r R ist also der Abstand vom Koordi- - 

= natenursprung und r der Abstand von 
© (1)! 4d+m+1 (2! der z-Achse. 
— 27-2 — kR) P; 02 
Z am Arm Mirn—d: Izı+n(kR) P3ı+n(cos ®) 

in(kR) ni = er 

- jet P,„(cos 6’) sin 6’ de’ in(kR) = IER Jn+ıla(kER) (Definition) 
0 
e-jkR 


= 
R > f H$°(r Yk2 — w2) eloz dw 
J 
oo 


uojpmpäny pun -IopumÄz “ususge uoyosImz uosunyarzeg 
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Auf Grund unserer bisherigen Kenntnisse kann es nunmehr keine prinzipielle. Schwierigkeit 
mehr bereiten (wenn es auch eine langwierige Rechenarbeit erfordert), die Zylinderwellen- 
funktionen mit Hilfe der Kugelwellenfunktionen abzuleiten: 


o (1)! 4+2m+1 (2! 
Um) = 2 Dairm-ı 242m MiHmn! 


I=0 
x P3,4m(608 9) Vz Jaıtm+1j2(kR). (43) 


Alle in diesem Kapitel vorgeführten Gesetzmäßigkeiten sind ausführlicher bei STRATON zu 
finden. 


u. 


D. Randwertprobleme 1 


Bisher haben. wir entweder auf Grund einer angenommenen einfachen Strom- 
verteilung das Strahlungsfeld der Antennen berechnet oder aber durch einfache 
Lösungen der Wellengleichung die Struktur der möglichen Felder untersucht, ohne 
auf die experimentellen Bedingungen Rücksicht zu nehmen, unter denen diese Wellen 
tatsächlich entstehen können. | 

In diesem Abschnitt soll näher untersucht werden, welche von den bisher be- 
kannten Lösungen ausgewählt und zusammengefaßt werden können, um den vor- 
geschriebenen experimentellen Bedingungen zu entsprechen. Diese Bedingungen 
sollen u. a. vorschreiben, daß der den Raum ausfüllende Stoff nicht mehr homogen 
sei, sondern seine Eigenschaften sich an bestimmten Flächen sprunghaft ändern. 
Wir wissen, daß die Tangentialkomponenten der Vektoren E und H an diesen Flächen 
stetig übergehen. Es ist also unsere Aufgabe, solche Lösungen zu finden, welche die 
für E und H vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen. Im folgenden wird voraus- 
gesetzt, daß die Fläche, die die einzelnen, durch verschiedene Materialkonstanten 
gekennzeichneten Gebiete voneinander trennt, eine ebene, zylindrische oder Kugel- 
fläche ist. In jedem Fall wird zuerst das Verhalten eines eirifachen Feldes untersucht, 
das durch die Wellenfunktion des der gegebenen Fläche angepaßten Koordinaten- 
systems darstellbar ist. Später werden die Lösungsmethoden für kompliziertere, je- 
doch praktisch wichtige Randbedingungen gezeigt werden. 


4.19. Brechung und Reflexion ebener Wellen 


Der Anfangspunkt unseres Koordinatensystems liege — wie in Abb. 4:43 — auf der 
Grenzfläche der beiden Medien. Die Normale dieser Grenzfläche sei rn, so daß die 
Gleichung der Grenzfläche die Form #r = 0 annimmt. Im Medium (1) soli sich in 


48 Simonyi 
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der durch n, gekennzeichneten Richtung eine ebene Welle ausbreiten. Die hier auf- 
tretende Feldstärke beträgt 


E, — E,., ellet-kılnen)] (1) 
wobei die Relation 

kı =(0 Yası (2) 
gilt. 


Abb. 4.43 Zur Ableitung des Brechungsgesetzes 
ebener Wellen 


Diese Lösung kann offensichtlich nicht für das ganze Feld gültig sein. Im 
Medium (2) muß der Ausbreitungsfaktor einen anderen Wert besitzen. Die Lösung 
liefert also dort den Ausdruck 


E, = E,, elet-kinen), (8) 


Das Magnetfeld des einfallenden bzw. des gebrochenen Strahles wird durch die 
Gleichungen | 


H, - ya (n. x E.); 
Kı 
| & 
H, = = (n, X E,) 
Ya 


bestimmt. 

Durch die alleinige Annahme dieser beiden Wellen kann im allgemeinen der stetige 
Übergang der Tangentialkomponente des elektrischen und des magnetischen Feldes 
nicht gesichert werden. Wir müssen also auch eine in Richtung n, fortschreitende 
reflektierte ebene Welle annehmen. Ihr elektrisches bzw. magnetisches. Feld ergibt 
sich zu 


(4) 


E, = Ey elek, 4, = ]/— (n.x E.). (5) 
u | 
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Die Randbedingungen lauten nun 

(E+E)xn=E,xn (6) 
und 

(H, + H)xn=H,xn, nr=0. 


Wenn wir jetzt in den letzten Gleichungen die magnetischen .Feldstärken mit Hilfe 
der elektrischen ausdrücken, so können auf der Ebene nr = 0 die Randbedingungen 
folgendermaßen geschrieben werden: 


(E+E)xn=E,xn, (7a) 


y& Im. x BE.) + (m, x E,)]xn = y@ (ng x E,)xn. en) 
1 2 


Damit die obigen Gleichungen ihre Gültigkeit bewahren, müssen auch die Phasen 
der linken und der rechten Seite übereinstimmen. Entlang der Ebene nr = 0 kann 
dies nur dann eintreten, wenn die Phasen der einzelnen Vektoren gleich sind, also 
wenn 


k(n.r)=klnmr) =klnr) für nr=0. (8) 


Aus dieser Bedingung kann man sofort zwei äußerst wichtige Schlüsse ziehen: 
Die Beziehungen 
(n. -n)r=0; (mm) r=0; nr =—V (9) 
1 


können nur dann für jeden Wert von r bestehen, wenn 
| u k, 
(n. —n,) = /ın; N. — r N;| = An -(10) 


ist, wobei A, und , beliebige Skalarzahlen darstellen. Es besteht also zwischen 
Ne, N, N bzw. n., N,, n ein linearer em d. h., die Vektoren n,, N, N, N 
sind komplanar. 

Nennt man die durch n und n, besime Ebene die Einfallsebene, so erhalten 
wir die erste Folgerung. Der reflektierte und der gebrochene Strahl liegen in’ der Einfalls- 
ebene. 

Aus der Beziehung n.r = n,r folgt unmittelbar, daß Einfallswinkel und Reflexions- 
winkel gleich groß sind. Wählen wir in der Be 


kı(ner) = kıln;r) (11) 


den Vektor r parallel zur Schnittlinie der Einfallsebene und der Grenzfläche der 
Medien, so gilt nach Abb.-4.43 


k, sin a, = k, sin &,, (12) 


48* 
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wOTäus 


an (13) 
sın &g kı 
folgt. Diese Gleichung ist das bekannte Snelliussche Brechungsgeseiz. 

Die Amplitudenwerte der einzelnen Wellen können wir nach Gl. (7) bestimmen. 
Man kann nach Abb. 4.44 und 4.45 den Vektor der elektrischen Feldstärke immer 


‚Abb.4.44 Die elektrische Feldstärke Abb.4.45 Die elektrische Feldstärke 
steht senkrecht auf der Einfallsebene liegt in der Einfallsebene 


in zwei Komponenten zerlegen. Die eine. Komponente liegt in der Einfallsebene, die 
zweite steht darauf senkrecht. Auf diese Weise kann also jede einfallende Welle in 
zwei spezielle Wellentypen aufgespalten werden. Diese wollen wir jetzt gesondert 
betrachten. | | 

Der Vektor.E soll jetzt also senkrecht auf der Einfallsebene stehen, d. h., er liegt 
in der Grenzebene. Gleichung (7a) vereinfacht sich dann zu 


E,+B,=E,. (14) 
Gl. (7b) lautet 


y (cos &,E. — 008 &,&,) = Ye COS &gE,. (15) 
vr Hı MH 


"Wir können bereits jetzt E,/E, als Funktion des Einfallswinkels berechnen. Aus 
obiger Gleichung erhalten wir nämlich 


BE = ya _—n (EB. — E)): (16) 


Eafkı COS &a 
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Setzen wir diesen Wert von Z, in Gl. (14) ein, 


B. + 5, = ja a m, m, (17) 


Eollı COS &s 


so finden wir 


E _ Yen, COS &ı — Vezm cos we (18) 
Be Verne COS &ı + Yen cos Oi 


Berücksichtigen wir nun noch die Relation 


sin &Xı Ve 2 j € Eıihı . 
——- ee also sin, = sin? 1; 
sin &sg Y Et Eylkg 


so lautet unser Endresultat 


c08 a1 — Vearaleıte) — GulmaeinE (19) 


E — 
& cos &ı + Ylesmıleitte) — (Hıluo)? sin? o, 


Im zweiten Fall soll der Vektor E in der Einfallsebene liegen. Die Gleichungen (7) 
vereinfachen sich nach Abb. 4.45 zu 


(E. — EL) cos aı = E, 08 &s, (20) 
= (B.+ 5) = /= &,. ei) 
Aı 2 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich das dem vorigen analoge Endresultat 


Er _ cos &ı — Vleine/eru) — (&ı/&)* sin? ao, (22) 
& e c08 &%ı + eine] Es) — (Eı/&2)? sin? a, 


Die Gleichungen (19) und (22) sind die sogenannten Fresnelschen Formeln. 
Es kann sehr leicht bewiesen werden, daß durch diese Intensitätsverhältnisse die 
Energiegleichung befriedigt wird. Es gilt nämlich 


Se COS &ı = 5, 008 & + Sg COS &g, (23) 
also 
a E? & 2 & 2 
ya eC08 X = ya Er 608 &, + y& Ez c08 a. (24) 
kı kı He 


Ein interessanter Sonderfall folgt aus den Gleichungen (19) und '(22). Wenn in 
ihnen die Zähler verschwinden, erhalten wir keine Reflexion. Die so erhaltenen 
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Gleichungen 
tan, = - fe ana = A (25) 
Eh — Eofa- 


tan = -y& ya Sl (26) 
Eilı — Ealle 


bestimmen den sogenannten Brewsterschen Winkel. 
Bei diesen Einfallswinkeln findet also keine Reflexion statt, wenn der Vektor E 
senkrecht zur Einfallsebene bzw. in der Einfallsebene liegt. 


Ein anderer interessanter Sonderfall liegt vor,. wenn ein Strahl aus einem Stoff größerer in 
einen Stoff kleinerer Dielektrizitätskonstante eintritt (d.h. e, < e,) und der Einfallswinkel 
größer ist als der durch die Gleichung 


‚SID & > SIN gr = = (- Fr wenn iı = Wa = ih se) (27) 
Ya: 1 


definierte Grenzwinkel. Dann folgt nämlich aus Gl. (12) 


sin &, = sin a, y@ > y& ya 1, (28) 
Y®& &Yy & 


was bei reellem &, nicht möglich ist. Für cos a, erhalten wir 
608%, = Y1 — sin? o, = y: — einto, (2) 2 Ve, sin? on — &n. (29) ' 
Eg Ve, 

Untersuchen wir, was für eine Lösung sich in diesem Fall für den gebrochenen Strahl ergibt: 
E. = En eitat—kıner), (30) 
Für das Koordinatensystem in Abb. 4.46 gilt: 

k,(n;r) = k,(x sin &, + 2 cos a,), (31) 
also für unseren Fall nach (29) 


er . ( ) 


Ep 


k,(n;r) = k, ( sin d&g — 


Wir haben also für das elektrische Feld 


-ik,(zsina- = Vote) 
E, — Ego ejwt e Ye: 
= &Sin?ay — E37 
—=Es eitwt— k,rsinag) e Ye: (33) 


Dieses Resultat ist in zweierlei Hinsicht interessant: 


Erstens: der Strahl pflanzt sich nicht etwa senkrecht zur Oberfläche ins Medium (2) fort, 
sondern klingt rasch exponentiell ab. 
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Zweitens: die konstanten Phasen liegen in einer auf der Koordinatenachse x senkrechten 
Ebene, die konstanten Amplituden befinden sich in einer zur 2-Achse senkrechten Ebene. Wir 
haben ein typisches Beispiel der inhomogenen ebenen Welle vor uns (siehe Kap. 4.15.). 

Diese Erscheinung heißt Totalreflexion (Abb. 4.46). 


b) 
Abb. 4.46 Totalreflexion. a) Die Amplitude E,, klingt in Medium (2) .exponentiell ab. In 
z-Richtung gibt es keine Wellenfortpflanzung. *b) Schematische Darstellung des Strählen- 


ganges. Das Eindringen des Feldes in das „dünnere“ Mel kann bei Mikrowellen- experi- 
mentell nachgewiesen werden 


4.20. Lösung des Randwertproblems auf Zylinderflächen 


4.20.1 Auslaufende Zylinderwellen 


Wir haben schon früher eine spezielle Lösung der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten 
erwähnt. Jetzt wollen wir diese etwas näher betrachten. | 

Wenn ß = 0 ist, haben wir nach 4.16.(15), 4.16.(16) und 4.16.(21) im Außenraum eines 
Zylinders die Lösung 


AIL= AH“@)(kr) eiot (1). 


mitk=o Ven, wenn wir uns auf den axialsymmetrischen Fall beschränken. 
Die Feldstärkekomponenten für TM-Wellen lauten also 


.E, = AKH@kr)eiet, H,=0, 


E,=0, H,=0, (2) 
E,=0, H, = —jewkA[H&(kr)] eiot 

und für TE-Wellen: 

E,=®, H, = Ak®H{%(kr) eiet, 

B,=0, Bao (3) 
E, = juokA[H!D(kr)} elet, H,=0. 


Diese zwei Wellentypen sind sehr ähnlich gebaut. Abgesehen von den konstanten Faktoren, 
geht einer in den anderen über, wenn wir statt E einfach H, dagegen statt H im zweiten Fall 
.—E setzen. 


760 | 4. Elektromagnetische Wellen 


Untersuchen wir nun die Möglichkeiten, diese Wellentypen zu realisieren. 

Wir stellen uns zuerst eine dünne, unendlich lange Leitung mit dem Radius r, vor, die einen 
Strom J, ejet führt. 

Dieser Strom wird ein ebensolches Feld wie unser TM-Feld hervorrufen. Das sieht man quali- 
tativ aus der Feldverteilung, man kann jedoch die. Richtigkeit dieser Behauptung einfach 
dadurch beweisen, daß man //, aus der gegebenen Stroniverteilung nach der Formel 


+00 
1 eitwt— kr) 
IT, = „(a (4) 
ATE,)Ww r 
—o0 


berechnet. Es, ergibt sich dann, daß wir so zu der Sommerfeldschen Darstellung der Hankel- 
Funktionen nach Gl. 4.18.(18) gelangen. | 
Die Konstante A kann einfach mit Hilfe von I, angegeben werden. Es gilt nämlich 


also ist 
A a 
und es folgt 
‚14fe; 1 1 12) 5 
Au ee A, 7 
@V? Orr, H®(kr,) k Y e 4 m 


wenn wir die.nur für kleine kr,-Werte gültige Näherungsformel anwenden. Damit kennen wir 
das Feld in allen Einzelheiten. Es wird also | 


E= -ryf£ 2 Hi’(kr) est, H,= —ik 2 Hr) eiat, (8) 


Wie können wir nun TE-Wellen erzeugen? Es sei nach Abb. 4.47 eine unendliche Ebene mit 
unendlich guter Leitfähigkeit und einem schmalen Spalt mit der Breite 2r, gegeben. Legen wir 
die Spannnug U, ee! zwischen die obere und die untere Begrenzungslinie des Spaltes, so ent- 


Abb. 4.47 Unendlich langer Leiter und un- 
endlich langer Spalt als Quellen für Zylinder- 
wellen 


. 


steht in dem rechten Halbraum eben das oben beschriebene TE-Feld. Die elektrische Feld- 
‚stärke steht nämlich senkrecht zur leitenden Ebene, und damit sind die Grundbedingungen 
überall erfüllt. Es kann wieder angenommen werden, daß 


U, = —nrE, = rrjuwAkH%kr,), (9) 
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also 
1 D, 1 D, 


A=—— ti (10) 
rrojuok H\2 (kr,) uw 2 


Damit kennen wir auch hier die Feldstärkeverteilung. Es wird nämlich 


E,= je Z0 H(kr) ee, H,= —k & 2 H®(kr) eivt. (11) 
2 u 2 


4.20.2. Zylinderwellen entlang einem Kreiszylinder 
4.20.2.1. Allgemeine Lösung 


Wir betrachten im unendlichen, homogenen, durch die Materialkonstanten e,, u,, 0% 
bestimmten Raum einen unendlich langen Kreiszylinder mit den Konstanten e&;, ;, 0; 
und untersuchen, welche fortschreitenden Wellen entlang diesem Zylinder vor- 
kommen können. 

Den Beziehungen 4.16.(12—15—16) entsprechend, wird die allgemeine Lösung 
eine Überlagerung der TE- und TM-Lösungen darstellen: 


Ei = N als) „(sir) ei"7 ellet-B2), 
n 


E} = 22 |-anißr,(er m: bi Zi nun) ejnp eltat=P2) 
r 


n 


ii =, I-«: . J.(siır) + bundos lan) er elat=n), 


n 


1 
= lan) nr turen, en) 
i i kyn i ‚ jn i(wt— B:) 
HH. = 2 |ei J.(sir) — bijßsiJ/ (sir) |e”"? eitet— Ph), 
N Kiar 


1 k; i : FL . 
H, =, 1: een sJ(sır) = b, u Ir) e-inP eitwi— Pr), 


n i 


Diese gelten im Innern des Zylinders, darauf bezieht sich auch der Index i. In dieser 
Gleichung bedeuten ; =YA? — $; N = 2.0? — jou;o;. Es sind &, u, o; die 
Konstanten des Zylinders und a,, b„ die Koeffizienten, die sich auf die TM- bzw. die 
TE-Wellen beziehen. Inı Raum außerhalb des Zylinders gelten dieselben Gleichungen, 
jedoch mit denı Unterschied, daß hier an die Stelle der Besselschen Funktion erster 
Art die Hankelschen Funktionen treten. Letztere sichern nämlich das gewünschte 
Verhalten des Feldes im Unendlichen. Aus Platzgründen geben wir als Beispiel nur 
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die »-Komponente des elektrischen Vektors an: 


E,-= > «2 er Her) +b2u,)os,H®' | e-inF eilwt-B2), (2) 


n 


Wegen der Randbedingungen müssen die Tangentialkomponenten der Feldstärken 
an der Stelle r = r, stetig übergehen, d. h., | 

i_ pa 1 2 a 
B, u BE: R,n—=H, für r=rn.- (8) 
EE=E, M=MH: 
Unter Berücksichtigung dieser Bedingungen erhalten wir aus (1) bzw. (2) die fol- 
genden Gleichungen für die Bestimmung der Koeffizienten a};* bzw. bi;®: 


—ıA ‚m J (Si To) + bujosı),, (s; iTo) 


) 
= a, "Ps + BimdonE ar) (da) 
alsıJ n(Sirg) = a2s,H (sro) (4b) 
bzw. | 
. Bn 
7(siro) — 5, er J„(siro) 
Hi® ro 
2 
= — a] Ha s,H% (s,r,) — ne Pr Hy(sro); (da) 
Ha To 
bistJ ‚(sir) = BSH” (sır,)- (5b) 


Diese Gleichungen stellen ein homogenes Gleichungssysteni für die vier unbekannten 
al, a2, bi, b* dar. Wir finden also eine nichttriviale Lösung nur dann, wenn die De- 


terminante Null ist. Als Lösungsbedingung ergibt sich 
[& J(sıro) | Fr J'(siro) re] = n?ß? F #) (6) 


5; J.(sıro) 5: H(sır,) wisı Ju(Siro) MaSa H®(s;r,) 5 S; 


Diese komplizierte transzendente Gleichung dient zur Bestimmung des unbekann- 
ten Faktors $. Er hängt mit s; oder s, durch die Gleichung 


zz = ylR, — — B; kin — w?e; allı,a — Jwo; ‚alli,a (7) 


zusammen. Wenn wir diesen Wert von Bi in die Gleichungen (4), (5) einsetzen, lassen 
sich diese lösen. 
Die oben angegebene allgemeine Lösung enthält folgende interessante Sonderfälle: 
Ein massiver Zylinder aus verlustfreiem Isolatormaterial im freien Raum stellt 
einen dielektrischen Wellenleiter dar. 
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Besteht der Außenraum aus einem guten Leiter und der Zylinder aus einem 
idealen oder verlustarmen Dielektrikum, so erhalten wir die Wellen in Hohlleitungen. 
Diese besitzen sehr große praktische Bedeutung. 

Wenn wir nun die Anordnung etwas abändern, indem wir den idealen metallischen 
Zylinder mit einer dielektrischen Schicht überziehen und dann in den unendlichen, 
durch &,, #, charakterisierten Raum einsetzen, so erhalten wir die Goubau-Harms- 
schen Oberflächenwellen. 

Wird endlich ein massiver Zylinder von mäßig guter Leitfähigkeit in einen verlust- 
freien Isolator gelegt, so gelangen wir zu den Sommerfeldschen Oberflächenwellen. Ihre 
praktische Bedeutung ist gering. Aber historisch sind sie grundlegend. 


4.20.2.2. Dielektrische Wellenleiter 


Die maßgebenden Faktoren sind jetzt 


k — w2eu:; k, = west, = Wieglig, (8a, b) 
& — oem — BP; 2 — Wet — PR. (9a, b) 


Um ein exponentiell abklingendes und kein sich in r-Richtung ausbreitendes elektro- 
magnetisches Feld zu erhalten, muß das Argument in H®(s,r) rein UagInär, und 
zwar von. der Form 


5 = —J |sal (10) 
sein. Aus den Gleichungen (9a, b) bilden wir 

5 = weil — Wieal; (11) 
und erhalten nach Umformung 


Ir\2 
5 + Il? = wei — Et) = wregglertr — 1] = (7) (Ertr — 2). (12) 


> 


Hier sind u, bzw. e, durch die Gleichungen u, = uilua = ul bzw. & = &ıl&a = &ıleo 
definiert. Multiplizieren wir diese Gleichung mit r;, so ergibt sich 


(sro)? + (sul ro)? = er rl: (13) 


Wir formen jetzt Gl. (6 6) so um, daß auch dort die Größen s;r, bzw. |s,| 7, vorkommen. 
Multiplizieren wir den Ausdruck in der ersten Klammer der linken Seite der Gl. (6) 
mit 1/u,, den zweiten dagegen mit u,, die ganze Gleichung mit 1 [Karo und führen 


? 
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wir den Wert s, = —j |s,| ein, so erhalten wir 
1» Jn(siro) 1 HB(—jjs| a £ Jn(sıro) 1 A9(-J Is.| a 
Usern) jean Ar—jlselr) | | Sirodatsıro)  lsalro HP |sal ro) 
n2ß| 1 1 2 
leer} (ero)® | 
Da aber aus den Gleichungen (8a, b; 9a, b) die Gleichung 
2 ® Lg 2 92 | 
De, a je _ (15) 
ka s; + Isal? ka Lisa ro (sro)? (sro)? (sol ro)? 


folgt, läßt sich die allgemeine Dispersionsgleichung (6) wie folgt schreiben: 


| en). ||. Klar) 1 HP-i Is 2] 


; Sir „(Sıro) I Isa| ro H®(—j EA r,) "sr n(siro) J |sal ro Aa (—j [Sal 70) 


ee 1 1 Eerhr 1 
- er = (Isa| | ER il EA = E z 


Diese Gleichung, zusammen mit Gl. (13), dient zur Bestimmung von sır, und |s,| ro- 
Damit sind alle charakteristischen Größen, insbesondere ß, in unseren Händen. 

Bei vörgegebenem n stellt Gl. (16) einen Zusammenhang zwischen s;r, und |s2|?o 
dar, d. h., sie kann im Koordinatensystem (sır,, |sa|r,) durch eine Kurvenschar dar- 
gestellt werden (Abb. 4.48a). 

Gleichung (13) bedeutet in diesem System einen Kreis. Der Radius dieses Kreises 
enthält durch A die erregende Frequenz. Der Schnittpunkt mit der Kurvenschar 
führt zu den gesuchten Werten\von s;r, und |s,|r, bei dem ausgewählten Wellentyp. 

Als interessante Besonderheiten seien die folgenden hervorgehoben. 

Bei n = 0 wird die rechte Seite der Gl. (16) Null. Dies kann erreicht werden, in- 
dem man den Ausdruck in der ersten bzw. in der zweiten Klammer der linken Seite 
zu Null macht. Im ersten Fall erhalten wir die mit TE,,, im zweiten die mit TM,, 
bezeichnete Kurve. Im zylindersymmetrischen Fall existieren also reine TE- bzw. 


Abb. 4.48a) Graphische Bestimmung von ß. 
b) Die Grundwelle (ohne Grenzfrequenz) des dielektrischen Wellenleiters 
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TM-Wellen. Beide haben eine (gemeinsame) Grenzfrequenz. Wenn n = 0 ist, existie- 
ren nur Hybrid-Wellen. Interessant ist das Verhalten der üblicherweise mit EH,, 
bezeichneten Grundwelle: sie hat keine Grenzfrequenz bzw. diese ist gleich Null 
(Abb. 4.48b). 


4.20.2.3. Die Sommerjeldsche Oberflächenwelle 


Für die Sommerfeldschen Wellen — wir beschränken uns aufn = 0 und TM-Wellen — 
lautet die Dispersionsrelation nach (6) und (10) . 


KR Js) _ MB H@-—jlsl ro) un 
uisı Jo(Siro) jua |Sal HR(-j |Sal 70) 

oder, unter Berücksichtigung des Zusammenhanges J, = —J, bzw. H, = —Aı, 
Ki Jı(sir9) u kz H®(—j|s.| 2) (18) 
kisı Jo(sıro) ja Isal AI Isa To) 

Ferner gelten die Beziehungen 

k, = wies, = wiegt; ki = ui01Ww a k=-+ Yaoo en (19) 


Wir machen die folgenden vereinfachenden Annahmen: Veotto or, < 1; also ist A 
die Wellenlänge bei freier Ausbreitung — groß gegen r,. Es sei auch fr, <Z1; d.h,, 
es soll A — die Wellenlänge längs des Zylinders — groß sein gegenüber r,; somit gilt 
auch |s,| ra, <& 1, d.h., wir können für die Hankeischen Funktionen die für kleine 
Argumente gültige Näherung benutzen: 


HP x a H'”» ER 
rn —2) TE 


(20) 


Es soll ferner |k,| r, > 1 sein, was physikalisch bedeutet, daß die Eindringtiefe klein 
gegenüber r, ist. Dann gelten auch 


siln>i Ikl>P. (21) 
Es können also für die Bessel-Funktionen die für große Argumente gültigen Nähe- 
rungen verwendet werden, und zwar 


Jule) = n [HR (z) + HB a)] = yz ee a ; (22) 


TTX 


Wenn x komplex ist — wie in unserem Fall — und man dafür sorgt, daß der Ima- 
ginärteil von x negativ ist, so kann das zweite Glied vernachlässigt werden, d. h., es ist 


Jul) u 2 ae). . dee —J,(x) wu —jJ,(2). (23) 
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Wir haben also für (18) 


2 
I — (-j |s,| ro)? 
Bo x Bein —j Isal To) m 1 
je tue Em ap nn (24) 
Kisi JHa [sa] —; 2] in y(—J Isal ro) Ya |Sal® ro ia yIsal ro 
a r —2j 2 
bzw. den reziproken Wert 
kz 2 ki 
Multipliziert man mit —r,k2/u,, so folgt 
Is] r? In en Bueirel _ Zu En 2 vo 
I8al 70 Kia — -7 J 7 
Yons e ° Ma Vons: e 2 
2 e-./3 2 2 
- Eu, (26) 
You;sı etin/s y2 @U iO; 2 


| ı Abb. 4.49 Sommerfeldsche Hauptwelle 


da nach (9a, b) und (21) s; x k, und u, = us = 1, ist. Die Dispersionsrelation lautet 
also endgültig 

2 _& = 
yI|sal TE 
‚Der Verlauf der Feldlinien ist in Abb. 4.49 dargestellt. 


joa]? rin Ge): (27) 


4.20.2.4. Der Goubausche Oberflächenleiter 
Das Feld besteht hier aus drei Teilen: 


a) dem Innern des Metalls mit den Konstanten e;, u;, o; (das Feld wird hier durch 
Besselsche Funktionen erster Art dargestellt); 
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b) der isolierenden Zwischenschicht mit den Konstanten &,, u, (bei der Darstellung 
des Feldes spielen hier neben den Besselschen Funktionen erster Art auch die Neu- 
mannschen Funktionen eine Rolle); 

c) dem Außenfeld mit seinen Konstanten e,, u, (es wird wieder durch Hankelsche 
Funktionen bestimmt). 

So ergeben sich z. B. die elektrischen Feldkomponenter in ı der Zwischenschicht, 

wenn wir uns auf die symmetrische Lösung (n = 0) beschränken, zu 


— (k? — 2) Br (Yr? — 82 r) +.a3,N0 (Yr? — ß2 r)| eilut—Bz2) (28a) 
= VER — BB [a7 (VE — Pr) + as No (VE Rr)]eim, (28%) 
E, —(0 (28c) 
und im Außenraum 
E2 = aysHy (sr) etot=P9, (29a) 
B} = —asje, BED) (sr) et), (29b) 
E=0, (29c) 


wo s$ = k2 — $? bedeutet. 

Ist r, der Zylinderhalbmesser und hat die Isolierschicht den Halbmesser 7, SO 
kann man die Randbedingungen, auf die Oberfläche des ideal angenommenen Metall- 
zylinders bezogen, in folgender Forn darstellen: 

E}=0, wenn r=r, 


oder, ausführlicher geschrieben, 


ab (VE — BE r,) + 05,0, (VE — Br) = 0, (30) 
woraus sich 

Gm __ JE — Bro) (31) 
9; No (Vi2 — ro) 

ergibt. 


Die Bedingung, daß die Komponenten EZ, und H, durch die Oberfläche des Di- 
elektrikums stetig hindurchgehen müssen, liefert uns folgende Beziehung: 


2 Jo (va — n) zn = No (yr2 u n,) 
us VkE — #? Jo ET n)+ On N, (Ve p?r,) 


9; 
1a Vz — P® a rar; Br) 


(32) 
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Da a},/a5, bekannt ist, wird aus dieser Gleichung 


RO SVEZEr) NER) AR Rr) 
Ms Ye — PP J (Yr2 aß r,) N: (YA? = ro) — Jo (Yı2 — p — ro) N‘ (ya? — ß2 r.) 
__k  Mlk-en) 
Ma Yk: — ß? Hy (VR2 — ß2 nı) 
Hieraus kann beats ß ermittelt und dadurch das ganze Problem prinzipiell ge- 


löst werden. | 
Man macht aber folgende: vereinfachende Annahme. Die Schicht besteht aus 


idealem Isoliermaterial. Es gilt also k, —= Yzu,w. Es soll weiter ve? — p pe |< <1 


sein. Dies bedeutet, daß die Wellenlänge groß gegenüber dem Radius ist. Dann 
können wir für die Zylinderfunktionen ihre Näherungswerte für kleine Argumente 


(33) 


HD@) wm, (34) 
n —2j 
(y »u 1,78) 
benutzen. So ergibt sich aus Gl. (33) 
(12 _ A2 /L2? _ A2 zz 2) 
Vz (k, ß ) 71 In yyYk ß rj = je (k2 — p?) r] nt (35) 
€a ka 2) Es k, u 
Diese Gleichung kann auch umgeschrieben werden: 
1 
(al) In —— = — (en) in, (36) 
14 | a 1 r Zu 
(s == k: — Be Er = &/&)- 
Außerdem gilt wieder 
(sr)? + + (|sa| r1)* ee er Vor — 1. 


Dadurch wird das Feld sowohl in der Schicht als auch im Außenraum in allen 
Einzelheiten bestimmt. Hieraus kann auch die Konzentrierung des Feldes ermittelt 
werden. Die numerischen Berechnungen ergeben für die Oberflächenwellen ein 
günstiges Ergebnis, soweit es die Konzentrierung des Feldes betrifft, denn der größte 
Teil der Leistung breitet sich entlang der Leitung aus. 

Bei Leitungen endlicher Leitfähigkeit kann in erster Näherung mit denselben Feld- 
stärkenverteilungen gerechnet werden. Daraus ergibt sich auch die Dämpfung. Die 
Dämpfungsverhältnisse sind ebenfalls günstig. Abb. 4.50 zeigt die Entstehung einer 
solchen Welle. Die im Koaxialkabel verlaufende Welle wird mit Hilfe eines Trichters 
an den Oberflächen-Wellenleiter angepaßt. 
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"Über die Anwendung der bisher behandelten oder erwähnten Typen von zylin- 
drischen Wellenleitern läßt sich zusammenfassend folgendes sagen. 

Der dielektrische Wellenleiter wird im Frequenzgebiet 10°— 1012 Hz als Teil eines 
dielektrischen Strahles bzw. als Wellenleiter für Millimeter- und Submillimeter- 
Wellen angewendet. Eine Abart dieses Wellenleiters, bestehend aus einem inneren 
dielektrischen. Zylinder, der von einer anderen dielektrischen Schicht umgeben ist 
(wobei der Brechungsindex des inneren Isolators größer ist als der des äußeren), wird 
bei der Faseroptik angewendet. 


Abb. 4.50 Erregung von Goubau- Harmsschen 
Oberflächenwellen 


Der Goubau-Harmssche Leiter wird im Gebiet 10’— 10° Hz angewendet. Er zeichnet 
sich durch ein sehr breites zulässiges Frequenzband aus. Ein Wellenleiter von 1 cm 
Durchmesser kann von 5 - 10° Hz bis 7 . 10° Hz (e, = 2,25) funktionieren. Hier wird 
die untere Grenze durch die Forderung festgelegt, daß sich die Energie konzentriert 
um den Leiter fortpflanzen soll, die obere dadurch, daß die nächste Mode nicht auf- 
treten soll. | | 

Das typische Anwendungsgebiet des Hohlleiters liegt bei 10°— 101° Hz. Der Hohl- 
leiter ist der wichtigste Übertrager von Zentimeterwellen. Der aus koaxial angeord- 
neten Metallzylindern bestehende Leiter hat eine außerordentliche Eigenschaft: in 
ihm kann der Wellentyp TEM bestehen, der keine Grenzfrequenz (bzw. die Grenz- 
.frequenz Null) hat. Mit Hilfe von solchen Leitern kann also Energie auch in Form 
von Gleichstrom-Energie übertragen werden (siehe. Kap. 4.25. und 4.35.). 


4.21. Lösung des Randwertproblems auf einer Kugelfläche 
4.21.1. Allgemeine Lösung 


‚In Kapitel 4.17. wurden die Lösung der Wellengleichung für Kugelkoordinaten be- 
handelt und die Feldstärkekomponenten bestimmt. Nun soll mit Hilfe der letzteren 
die folgende Aufgabe gelöst werden. In den durch die Konstanten &,, #,, o, bestimmten 
Raum soll eine Kugel mit den Konstanten e;, u, co, eingesetzt werden. Gesucht 
werden die Lösungen der Wellengleichung, die im Innern der Kugel einen endlichen 
Wert liefern, im Unendlichen die Ausstrahlungsbedingungen befriedigen und auf der 
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Kugelfläche selbst die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen. Die Lösung für 
das Innere der Kugel lautet für TM-Wellen nach 4.17. (13) 


i . nn + 1). ' 
Bi = ah YVr Ianplir) Sud, p) ei 
— nn „Z 1) Jutıja(kır) P (cos d) eimp elet 
Mia 1 nd p) AVr Implkir) u 
9 mn © 
r 0% dr 


m 


. 1d d | 
= Am ar Vr Iarıp(kır) 45 Pr, (eos 9) er elet, 


Eat nl, PA Yr Imrıpalkır) sur 


Pr Myrsind  0p dr 
. 1 j ; 
— An u a Vr Iarın(kır) Py (cos 8) emo elf, e 
rsin® dr | 
M=0, | 
k2 08,9, ze 
H, = an) RE Rzeaag EUR) Yr J arıj2(Kır) eat 
woYrsind © 
i 2 
= — mit _ 7 112(kır) P(cos 9) eine eiet, 
u@ Yr sin 9 
KM 88.0, 9) | 
H= ja, —- Zu), Jrplkr) eat 
: J Can E 29 Yr +1j2(kır) € 
i 722 m 
— jun 7 (ke) ERS) imp eier, 
moyr | ._ 


Entsprechende Gleichungen können wir für die TE-Wellen aufstellen. Im Außen- 
‚raum haben diese Gleichungen die gleiche Form mit der Abweichung, daß an Stelle 
von Jar1j2(k;r) die Funktion Hi} ‚(kar) vorkommt. | 

Wir haben also unsere Lösung aus solchen Lösungen zusammenzusetzen. Die 
Koeffizienten a,., sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. Diese Bedingungen 
schreiben vor, daß die Tangentialkomponenten des elektrischen und des magne- 
tischen. Feldes stetig durch die Grenze, d. h. durch die Kugelfläche, hindurchgehen. 

Die Randbedingungen lauten also 
Ei — H®, Ei — B 
m = Hi m —He a “) 

u 7 np? 


Setzen wir hier die entsprechenden Größen aus den obigen Gleichungen ein, so ge- 
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langen wir zu 


mn F Yr Iaunter| 


r=Ty 


= Ayın = Yr HS nk] » 


ke k2 u = 
Kan — Yro J nr172(Kıro) = Iyın — Yr H N ıja(karo) 

Pi Ha 
und zu der Gleichung 


I} karo HR nlkaro)| _ ker Mi A, 1ja( kıro). (4) 


YRıro Jnrıy2(Ki Po Ki? Ma Jar172(kı ro) 


wo immer nach dem Argument k,r oder kr zu differenzieren ist. 

Diese Gleichung formen wir noch ein wenig um. Wir führen nämlich die neue. 
Variable oe = k,r, ein. Dann wird kr, = kurg  kılka = No, wobei mit N das Ver- 
hältnis k,/k, bezeichnet wird. So geht Gl. (4) in 


Re Jar a(No)| _ Ha Ve H® 2(e)) (5) 
N3!2J „4172(Ne) Mi Hy 1/2(0) 
über. In dieser Gleichung ist » der einzige veränderliche Parameter. Die Bedingungs- 
gleichung kann daher durch entsprechende Wahl dieser Größe befriedigt werden. 
Die Randbedingungsgleichung erfordert also die Existenz diskreter »-Werte. 
Auf analoge Weise können die TE-Wellen bestimmt werden. Die Randbedingung 
für sie lautet 


na VXe Jnrıj(N al ei _ Ve#ttnl)] (6) 


Bi) nHı2(No) Hal na (e) 

Im folgenden werden einige Spezialfälle behandelt. Es wird der Fall besprochen, 
daß die massive Kugel aus Metall unendlich guter Leitfähigkeit, der Außenraum 
aber aus einem idealen Isolator besteht. Etwas ausführlicher soll dann später der 
umgekehrte Fall untersucht werden, bei dem im massiven Metall eine dielektrische 
Kugel angebracht ist. Der erste Fall führt zu Schwingungen gegebener Frequenz, 
die durch die Ausstrahlung gedämpft werden, der zweite Fall zu einem Hohlraum- 
resonator, der zu ungedämpften Schwingunger fähig ist. 


4.21.2. Eigenschwingungen einer massiven Metalikugel 


Im ersten Fall kann die Bedingungsgleichung (2) bzw. 3) (dao=w,d.h.E,=E, 
= (0) sein muß) in folgender Form dargestellt werden: 


bei TM-Wellen 
Ye H% ze) = 0 (7) 
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und bei TE-Wellen 
Hy}ı2le) = 9. (8) 
Betrachten wir jetzt die niedrigste TM-Wellenform, für dien = 1 ist, so gilt 


u = - YZer(ı-4); Vemmo--yerfı-}) 0 
TO e T E 


und es folgt 


I 
Vento} = - 2er |&---] (10) 
2 eo e 
Die Wurzeln der Gleichung 
u (11) 


geben also die charakteristische Frequenz der Wellen an. Wir finden dann 


O1 = +0,866 + j0,5, (12) 
012 = —0,866 + j0,5. 
Jetzt kann w durch folgenden Zusammenhang bestimmt werden: 
e=kn=+ Vernsoro; 
Mm 1 +0,866 +j05 1 (13) 
a u —  —_—— 
12 Vert ro Vers Zu 


Die die Zeitabhängigkeit beschreibende Funktion kann so in folgender Form aus- 
gedrückt werden: 


_05_1 ,,50,866_1 


el”! =e To Veaua To Veaus 


(14) 
Hieraus ersieht man, daß die Schwingung stark gedämpft ist. Da sowohl das Metall 
als auch das Dielektrikum als ideal vorausgesetzt wurden, ist diese Dämpfung eine 


unmittelbare Folge der Ausstrahlung. Die Wellenlänge der ausgestrahlten Schwin- 
gungen ergibt sich zu 


. Dr 
Pe — 0.866 rt, = 1,2870: (15) 


4.21.3. Die Kugelantenne 
Unsere Antenne soll aus zwei durch einen sehr engen Spalt getrennten Halbkugeln 


bestehen. Wir nehmen an, daß die Antenne so gespeist wird, daß wir eine hoch- 
frequente Wechselspannung zwischen der oberen und unteren Halbkugel einschalten. 
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Praktisch kann das so verwirklicht werden, daß wir die Spannung wie in Abb. 4.5la 
durch ein Koaxialkabel in den Mittelpunkt der Kugel führen und dort den Außen- 
leiter an die untere, den Innenleiter aber an die obere Halbkugel anschließen. Die 
Behandlung der Kugelantenne mag ziemlich gezwungen erscheinen, jedoch besteht 
nach STRATTON und CHu die Möglichkeit, mit einer der Abb. 4.51b entsprechenden 


Abb. 4.5la Speisung der Abb.4.51b Stetiger Übergang von der 
sphärischen Antenne sphärischen Antenne zur Stabantenne 


Verzerrung zu dem Fall der in der Mitte erregten reellen Antenne endlicher Dicke 
überzugehen, während die für die Kugelantenne erhaltene Lösung allmählich in die 
Lösung der Stabantenne übergeht. 

Wir haben bereits gesehen, daß für TM-Wellen, wenn diese nicht von p abhängen, 
die Feldstärkekomponenten sich folgendermaßen gestalten: 


nn +1) u, 


E, = Apn Te Hy: ıj(kr) P.(cos 9) e!®t, 
1dır, d 
Ho = Gym — —- Yr #% ,2(kr)] 5 Ptcos 8) ei, (16) 
; dP„(cos®) . 
H,= —@on ] Hy} (kr) nn eiet, 
r uw 


Benutzen wir jetzt die Beziehungen 


Ee) za — —Pl(cos 9), 
dd 
(17) 

ZZ, = - _ Zu + Zum; K=eun? 

x 
und führen die neue Konstante A, durch die Definition 

K2 
A, =] Ag —JjEWAgn (18) 


AO 
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ein, dann erhalten die Gleichungen (16) folgendes Aussehen: 


‚= Eu) An) H® (kr) P„(cos d) e’“!, 
A, (2) jut 
E, = ie vor 1 (cos 9) [nH% (kr) — kr! ]js(kr)] e | (19) 


H,= 7 Pl(cos d) H%} 1ja(kr) ei". 


Wir betrachten nun die zum Wert n — 1 gehörende Lösung. Die Hankelsche 
Funktion Hy}(kr) kann auf Grund der in Kapitel 2.19.5. angegebenen Beziehungen 
umgeformt werden: 


2 _ufj 
H& (kr) = Y— ee (2-1). 20 


Wir erhalten die Feldstärke in folgenden durch Umformung der Gleichungen (19) 
gewonnenen Beziehungen: 


_ 94, Y“ 1/* J 1 | oitat-in 
a a 2 aa 
u ı/2k . J 1 1 RER 
E,—= A _— == N ERBE —_ | ajltwt- kr) 21 
' ‚y% m Pr is 5) ö en 


H,=.4; Vino sin 1 EEE | METER, 
kar2 kr ı 


‘Werden nun diese Zusammenhänge mit dem in 4.7. für das Dipolfeld gefundenen 
Ausdruck verglichen, so bemerkt man, daß beide Lösungen völlig identisch werden, 
wenn die dort auftretende Konstante durch die Beziehung 
3/2 
A, = ı ur“ (22) 
4j Y2r. 
bestimmt wird. | 
Man darf jedoch nicht außer acht lassen, daß mit dieser Lösung die Randbedin- 
gungen der Kugelantenne noch nicht erfüllt sind. Letztere schreiben nämlich vor, daß 
das elektrische Feld auf der Kugelfläche überall senkrecht verlaufen soll, d. h., es soll 


Es = 0, r= ro R (23) 


gelten, mit Ausnahme des engen Spaltes zwischen den Halbkugeln. Im Spalt, also im 
Bereich r/?? — a <9=< n/2 + « (wobei 2& den Öffnungswinkel des Spaltes bedeutet), 
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ist die Feldstärke dem von außen zugeführten elektrischen Feld gleich. Diese Feld- 
stärke E, ist unbekannt, man kennt nur die Spannung, d. h. das Linienintegral der 
Feldstärke zwischen den beiden Halbkugeln, also den Ausdruck U, = [ Es(r,) r, Ad. 
Um die Randbedingungen zu erfüllen, muß aus den Lösungen, die sich aus Gl. (19) 
mit verschiedenen Werten für n ergeben, eine unendliche Summe mit geeigneten 
Koeffizienten gebildet werden. Für das mit dem Strom ünmittelbar verbundene 
en, gewinnen wir z. B. die Beziehung 


H, -55 73 Pa(cos 9) H® \.(kr), (24) 


Rn is einzelnen Koeffizienten A, sich aus den Randbedingungen ergeben. Aus 
der Stromstärke können dann zugleich der Eingangswiderstand der Antenne und die 
in der Antenne in Wärme umgewandelte Leistung, bei bekannter elektrischer und 
magnetischer Feldstärke sogar die ausgestrahlte Gesamtleistung, bestimmt werden. 

Im folgenden bestimmen wir die Lösung der in Kugelkoordinaten aufgestellten 
Maxwellschen Gleichungen, die die vorgeschriebene Randbedingung erfüllen. Wie 
bereits erwähnt, kann diese Lösung aus den durch die Gleichungen (19) gewonnenen 
Lösungen zusammengesetzt werden. Es wäre leicht, die Koeffizienten zu bestimmen, 
mit denen die einzelnen Lösungen multipliziert werden müssen, um die Lösung mit 
den entsprechenden Randbedingungen zu erhalten, wenn uns auch, wie bei früheren 
Aufgaben, die Feldstärke E, bei r = r, als Funktion des Winkels # bekannt wäre. In 
diesem Fall könnte nämlich diese Funktion 


Bir = 1) = FW) (25) 


mit Hilfe der zugeordneten Legendreschen Polynome in folgende Reihe entwickelt 
werden: 


f(6) = I b„Pi(cos 9), (26) 
n=1l 
wobei sich die einzelnen Koeffizienten aus der Gleichung 
_ Fran [m /(8) P! (cos 9) sin # dd (27) 
a0 | 


ergeben. Leider ist die Funktion f(@) unbekannt. Dagegen kann vorausgesetzt werden, 

daß der Spalt zwischen den beiden Halbkugeln so klein wird, daß weder die Funktion 

sin d noch die Funktion Pl(cos 9) in ihm vom maximalen Wert 1 bzw. P!(0) abweicht. 

Dadurch kann der Ausdruck Pl(cos d) sin 9 vor das Integralzeichen gezogen werden, 

und die einzelnen Koeffizienten ergeben sich aus folgender Formel: 

Be (2n + 1) P}(0) Tna on (2n + 1) P,(0) U, (28) 
an) : 1) mann +1)r 


n/2 —a 
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Für die elektrische Feldstärke kann nach Gl. (19) die nachstehende allgemeine 
m ermittelt werden: 


Ey, = 2 A„P „(cos 9) [kr HH, n Y jja(kr) — nH nrj2(Kr)]- (29) 


a 2 


Daraus a sich für den Feldstärkewert auf der Kugelr = r, 


Eyın — B> A„P;(cos ®) [kr, HA, 2 > j2(kro) —nH nryalkro)]- (30) - 
n=1 


zer Sarg 
„Durch Vergleich mit Gl. (26) kann für die einzelnen Koeffizienten A, folgende 
Beziehung abgeleitet werden: 


4 werd?h,, 
? er T ja(kr,) — nH 2 n(lkro)] 


Da wir somit die Feldstärke in jedem Punkt des Raumes kennen, besteht die Möglich- 
keit, sämtliche uns interessierenden Antennengrößen zu berechnen, z. B. den Anten- 
nenstrom, den Eingangswiderstand der Antenne, die von der Antenne ausgestrahlte 
Leistung usw. Im’folgenden soll der Eingangswiderstand bestimmt werden, da er für 
die Anpassung äußerst wichtig ist. In einem beliebigen Raumpunkt ergibt sich die 
magnetische Feldstärke aus Gl. (24). Die hierbei auftretenden Konstanten entnehmen 
wir Gl. (31). Letztere Beziehung bestimmt auch den Antennenstrom. Wenn wir 
nämlich längs eines Breitenkreises der Antenne, z. B. über den unteren Randkreis 
der oberen Halbkugel, das Linienintegral der magnetischen Feldstärke bilden, so 
gelangen wir zu dem Ausdruck 


(81) 


Inn. =1 (32) 
oder, durch Einsetzen des Wertes für die magnetische Feldstärke, zu 

oo, & Pi0 
I= 7 2 = A,HAn4ı2(kro). (33) 


Da wir aus den Gleichungen (31) bzw. (28) die Proportionalität der einzelnen Faktoren 
zu der an die beiden Halbkugeln gelegten Spannung U, entnehmen können, kann die 
Antennenadmittanz durch folgende Formel ausgedrückt werden: 


Pay (34) 
0 n=1 

wobei die zur n-ten Oberschwingung gehörende Admittanz durch nachstehende 

Beziehung bestimmt ist: 


ir(2n + 1) [PL(0)] 1 


Y,= ————, 
n(n + uy£ _n Ha: 1nlkro) 
€ kro Hy: n+1l2 (kro) 


(35) 


4.21. Lösung des Randwertproblems auf einer Kugeltläche 777 


Die Leitfähigkeit der gesamten Antenne kann also als die Summe der für die einzelnen 
Oberschwingungen geltenden Leitfähigkeiten betrachtet werden. Der Kehrwert dieser 
Leitfähigkeit liefert uns die Eingangsimpedanz der Antenne. 

Die Verhältnisse bei einer ellipsoidförmigen Antenne können mit Hilfe der kon- 
fokalen Koordinaten in ähnlicher Weise behandelt werden. Die Ergebnisse der 
Rechnungen sind aus Abb. 4.52a bzw. 4.52b zu ersehen. 


2l 
S 
S 


02 04 06 082//A 02 04 06 0,8 2U/A 


Abb. 4.524 Der reelle Teil der Eingangsimpe- Abb. 4.52b Der imaginäre Teil der Ein- 
danz einer ellipsoidförmigen Antenne als Funk- gangsimpedanz einer ellipsoidförmigen An- 
tion von 21/A für verschiedene Werte von l/d tenneals Funktion von 21/4 für verschiedene 
[1.18] Werte von l/d [1.18] 


4.21.4. Doppelkonusleitungen und -antennen 


Wir haben bereits in Kapitel 4.17. eine spezielle Lösung der Gleichung für 7 in Kugel- 
koordinaten betrachtet, nämlich nach 4.17.(19) 


I, = ie In (eo Fr °) 2 2|e eitat-kr), (36) 


In. diesem Falle ergeben sich die Feldstärkekomponenten nach GI. 4.17.(13) wie 
folgt 


E,=0, H,=0, 
E,=A4 Jk eilot- kr) H,=0, 
rsin® (37) 
E, =V; H, = A ——— ellat-In, 
rsin er 


Um die Singularität bei $ = 0 zu vermeiden, müssen wir die z-Achse ausschließen. 
Tun wir dies vermittels zweier Kegel von unendlicher Leitfähigkeit, so. sehen wir, daß 
auch die Randbedingungen erfüllt sind, da die elektrische Feldstärke überall auf der 
Metallfläche senkrecht steht. Den Verlauf der Feldlinien ersieht man aus Abb. 4.53a, 
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Man kann auch die Strom- und Spannungsverhältnisse ermitteln. Es gilt nämlich 


ds dr 

De dd — Ak etwt-kn 49 — — Ajk In cot d 
) sind 2 
d 


d 


ds 
eilut—kr), (38) 
2 


N 


Abb. 4.53a Abb. 4.53b TE-Welle an der Doppel- 
Einfachste Welle auf einer Doppelkonusleitung konusantenne. Anstelle von H wur- 


den die OH]/öt-Linien aufgezeichnet 
(nach ZuUHRT) 


Der Gesamtstrom ergibt sich dann zu 
2m 

I =6b H,r sin d. dp = jwe2rA eet=hn, (39) 
ö 


U und I sind also von r unabhängig. Die charakteristische Eingangsimpedanz wird 
bei dieser Doppelkonusleitung 


Gen ı EN, 
I Inh e 2 


(40) 


d 

In den Doppelkonusleitungen können auch kompliziertere Wellen auftreten. Diese 
setzen sich aus allgemeineren TE-Wellen zusammen. Dadurch können wir die Erfül- 
lung weiterer Randbedingungen erzwingen. 

So können wir zum Beispiel die Wellen in trichterförmigen Hohlleitungen — in 
Hornstrahlern — behandeln. Dabei müssen wir die zugeordneten Kugelfunktionen 
zweiter Art in Betracht ziehen, um sämtliche Randbedingungen erfüllen zu können. 

Wie man sich eine kompliziertere TE-Welle vorzustellen hat, zeigt Abb. 4.53b. 
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SCHELKUNOFF hat für die endliche Konusleitung, also für die Bikchiäche Antenne, 
eine exakte Lösung des Strahlungsproblems gegeben und ist dabei gleichzeitig zu 
einem bei sehr vielen praktischen Problemen anwendbaren Näherungsverfahren 
gelangt. 


4.22. Die einfachsten Streuungsprobleme 


Es sei ein von beliebigen Quellen erzeugtes elektromagnetisches Wellenfeld gegeben. Diese 
als bekannt angenommene Welle heißt einfallende (incident) Welle und wird mit Ei bezeichnet. 
Trifft die einfallende Welle auf einen Körper, so wird sie gestreut. 

Das Gesamtfeld setzt sich also aus der einfallenden und der gestreuten (scattered) Welle 
zusammen: 


E=Ei+ Es. (1) 


Wir werden dieses Problem später in möglichst allgemeiner Weise aufgreifen (Abschnitt 
4.40.4.); hier behandeln wir nur die einfachsten Fälle, die mit unseren bisherigen Methoden 
als Randwertprobleme — wenigstens prinzipiell — exakt formuliert bzw. gelöst werden 
können. 

Die Methode besteht darin, daß wir die einfallende Welle durch solche Wellenfunktionen 
darstellen, die der Geometrie der Anordnung entsprechen. Erst dadurch wird die Randbedin- 
gung durch Koeffizientenvergleich möglich gemacht. 


4.22.1. Streuung ebener Wellen am gut leitenden Kreiszylinder 

Der Zylinder liege parallel zur z-Achse; die einfallende ebene Welle pflanze sich in der 
x-Richtung fort und sei in der 2-Richtung polarisiert (Abb. 4.54a): 
Ei —= e-jkR — e-jkr — e-iIkrcosp, (2) 
Nach Gl. 4.18.(30) erhalten wir 


+09 


Ei = 3 j%J „(kr)eine. (3) 


= —00 


Abb. 4.54 Streuung einer ebenen 
Welle, a) wenn das elektrische Feld 
der einfallenden Welle- parallel bzw. 
b) senkrecht zur Zylinderachse steht. 
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'Die gestreuten: Wellen können in der Form 
+00 
E}° = 3 a) "H'%(kr).eine (4) 
n=— 0 


. geschrieben werden, da sie aus auslaufenden Wellen zusammengesetzt sein müssen. 
‚Die Randbedingung lautet nun 


Ei+Es=0; r=r, (5) 
d.h., 
+05 - 
& 1"J„(kr,) ein? + a,j" HP (kr,) eırP] = 0. (6) 
n=— oo 
Wir erhalten also für die Koeffizienten 
J(kro) 
Pe \udi 1ug 7 
i HP (kr) u 


Damit wird das Gesamtfeld 


J„(kro) 


+0 | 
2, Er Un < en 


Nn=-0 


| eine, (8) 


Physikalisch ergibt sich die Streuung als Folge der Flächenströme, welche im Zylinder in- 
duziert werden: 


1 0, 


r=r, jvu Or 


(9) 


. 
r=T 


Hier wurde die II. Maxwellsche Gleichung benutzt. 
Fällt (wie in Abb. 4.54b) die Zylinderachse mit Hi zusammen, so entwickeln wir Hi in 
"der folgenden Form: 


+00 
Hi = 5 j"J,(kr) eine. (10) 


n=—% 


Für ZS° schreiben wir wieder 


+ | 
Hs = JS a,j"H,(kr) eine, (it) 
n=—o _ | . 
da aus ejuE = rot H die Gleichung ejuE, = Dual en folgt, schreibt sich die 
Randbedingung Z,|r=r, = 0: 02 Or ör 
— m +427°%)=0; r=n. (12) 


Dadurch können die Koeffizienten a, bestimmt werden: 


He = — 5 jeHBkr) a 


—__ ein, 
n=— © H@'(kr,) et = 
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Die Flächenstromdichte beträgt 


KR, = Hy = Hi + Henn = % (i"/nlkr) eine — PH Er) LO eine 
o = Hılı=n = H; : Iı=n eV n\Kro In To H%'(kr,) 


Diese Gleichung läßt sich unter Benutzung der Formel 
Jul) HD’ @) — Jı(e) HDe) = Zilrr (14) 
auf eine einfachere Form bringen: 


2j +00 jreinp 


K,= —- ee en 
F rer, a=—o HH (kr,) 


(15) 
Die detaillierte Rechnung führt zu den Diagrammen der Abb. 4.55. 

Auf Grund unserer bisherigen Ergebnisse können wir eine Lösung des Problems der Streuung 

ebener Wellen an einem gutleitenden Zylinder von beliebigem Querschnitt angeben, voraus- 

gesetzt, daß wir die Flächenströme kennen. Wir beschränken uns auf axiale Flächenströme. 


_ 


K z(Y)Lkrg= oo] 


)) b) 


Abb. 4.55 a) Verteilung der Flächenstromdichte bei paralleler Ei für verschiedene kr,. Man 
beachte, daß wir bei kr, — 00, was sehr kleine Wellenlänge bedeutet, einen Schatten auf dem 
Halbzylinder haben. b) Richtungscharakteristik der gestreuten Welle [1.20] 


Dann gilt nach 4.20.1.(8) für die gestreute Welle, verursacht durch das Stromelement 
K,(rg) dig — wo dig ein Element der Grundlinie des Zylinders ist — 


dEse — -ey/& ne HAafkrp - rol]= —k 30rK,(rg) di,H@[klrp — rol]- 
€ 


Es wird also das Gesamtfeld 


Exp) = Bilrp) — 30k $ Kg) HLkirp — vol] dio. (16) 
L 


4.22.2. Streuung ebener Wellen an einer gut leitenden Kugel 


Wir nehmen an, daß die einfallende Welle in der 2-Richtung fortschreitet und in der x-Rich- 
tung polarisiert ist (Abb. 4.56): 


Ei = e,E, e-itz — e,B, eritRcose, (17a) 
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Diese Gleichung kann noch in folgender Weise umgeschrieben werden (Abb. 4.56b) : 


Ei — E, erjkRcosö[e, sind cosp + €e5 C08# c0sp — e,sing]. (17b) 
Wir sehen also, daß Ei den folgenden Wert hat: 
Ei = E, erjkRcos® sind cosp. (18) 


Wenn wir Hi entsprechend darstellen, d.h. den Einheitsvektor e, in den Kugelkoordinaten- 
Einheitsvektoren ausdrücken, erhalten wir 


Hi = H, eri*Rcos® sind sing. (19) 
Es gelten aber die folgenden Zusammenhänge: 
— e-ikRcos® — jkR sin 9 erjkRcos®, (20) 


0) b) 


Abb. 4.56 a) Die Lage der Kugelkoordinaten und der einfallenden ebenen Welle ’ 
b) Zur Bestimmung der Komponenten des Einheitsvektors in Kugelkoordinaten 


Nach 4.18.(38) wird 


e-ikRcos? — 5 (—j)" (2n + 1) P,(cos 8) j5(kR) (21) 
n=0 

und somit 

— orliReos? = — 3° (-j)" j„(ER) (2m + 1) Pl(cos), (22) 

n=i 
da nach Gl. 2.27 (9) 
mn — — Pl(cos v) (23) 
ist. Aus (20) und (22) erhalten wir 
a j 1 d j | 1 ee ae 

erjkRcosd sind = —— — eritRcosd — _ — 5 (—j)* jn(kR) (2n + 1) Pl(cosd). (24) 


JkR dd JkR n=]1 
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Unter Berücksichtigung dieses Zusammenhanges nach (18) und (19) erhalten wir 


1 


2, = & (=) *jn(ER) (2m +1) Pifcos 8) cos p, (25) 
HA; = I Lo" in(kR) (2n + 1) Pl(cos 9) sin p. (26) 


Die anderen Komponenten können am einfachsten auf folgende Weise bestimmt werden: . 
Nach 4.17.(15) hängen E, und I/® bzw. H, und II” durch die Beziehungen 


| 1 sd 
I=R® ———E; IM= R———H 27 
mm +) " j nn+1) " ei 


zusammen, Es gilt also 


nme =j22 Sı-jr 2241 Rj,(R) Pür(cos 8) cos p, (28) 
kn=ı . nn+ 1) 
m — ;Äo S(-jp 2UHL R; (RR) Pi(cos 8) sin p. (29) 


kn=ı n(n +1) 
Die einfallende Welle läßt sich jetzt schreiben 
Ei = rot rot (IIje;) — jwu(rot IITe;) = rot rot E,(yiRer) — jwu rot E,(y"Re;) ; (30), 


Die in dieser Gleichung vorkommenden Bezeichnungen y/ und yY, die häufig als Debye- 
Potentiale bezeichnet werden, haben den aus einem Vergleich von (30) und (28) sofort ersicht- 
lichen Wert 


= „Zzu+l 


= 2" nn In(kR) cos gP{D(cos 8), (31) 
ba en ar 
= ER 2 InlER) sin PP{N(cos B). (32) 


Das gestreute Feld wird einen ähnlichen Aufbau haben, mit dem einzigen Unterschied, 
daß — um die Ausstrahlungsbedingung befriedigen zu können — an die Stelle von j,(kR) 
die Funktion h,(kR) tritt. Die Debye-Potentiale für das Gesamtfeld lauten 


em TI Te Zt, empi (2) 

ye= n a \ j) TERERT cos oPl(cos d) [„(kR) + a„h\E(kR)], (33) 
_ I Sn Zeh ap (7 (ER) 34 

m — „a j) FE N) sin oPl(cos 8) [j„(kR) + b,hEkR)]. (34) 


Die Koeffizienten a, und b„ können wir wieder aus der Randbedingung E,= EB, =0; R=n, 
bestimmen. Es wird nach (22) bzw. 4.17.(13) für die TM-Wellen: 


d .. 
| AR Kin (kR) 
HRR)| =-0, dh, = Fer (35) 
._. —— Rh (kR) 
dR 


d . 
4# Rj,(kR) + a, AR 


Ren 
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Für die TE.Wellen gilt nach (22) bzw. 4.17. (14) 


; (2)(% u _ _ nlkro) 
[Rj„(kR) + b,RhOkR)]Ian = 0, -dh, 5, = SEITE 


Eine für praktische Zwecke brauchbare Auswertung unserer Ergebnisse gelingt nur in 
Sonderfällen. Zu diesen darf man auch den Fall der unendlich gut leitenden Kugel rechnen. 
Die Formeln vereinfachen sich beträchtlich, wenn man nur das Fernfeld betrachtet. Dann 
können nämlich die einfachen asymptotischen Ausdrücke der Hankelschen Funktionen benutzt 
werden. Bei (eventuell verlustbehafteten) Isolatoren muß auch das Feld im Innern des Körpers 
in Betracht gezogen werden. Die Randbedingungen werden entsprechend kompliziert. 

Größte Vereinfachung kann dadurch erreicht werden, daß man entweder r,/A>1 oder 
rjA<1 wählt. 
 Streuungsprobleme kommen praktisch in den verschiedensten Gebieten vor: bei der Wellen- 
ausbreitung um die Erde, beim Radar, bei der Streuung von Mikrowellen (oder Licht) an 
Staub oder Regentröpfchen, in der allgemeinen Antennentheorie usw. 


E. Randwertprobleme II — Wellen in Hohlleitern 


4.23. Bereehnung der Feldstärke im Innern eines Hohlleiters 
mit beliebiger Leitkurve 


Die in diesem Kapitel angeführten Gesetzmäßigkeiten ergeben sich ohne weiteres aus 
den allgemeinen Gleichungen des Kapitels 4.20. Die Beweisführung stützt sich. aber 
nicht auf die dort gewonnenen Ergebnisse, damit die beiden Kapitel unabhängig von- 
einander gelesen werden können. Wir greifen auf Kap. 4.6. zurück. 


Abb.4.57 Wellenleiter allgemeinen Querschnittes 


Wir betrachten einen durch eine beliebige Leitkurve bestimmten Hohlleiter. Der 
entlang der Zylinderachse gemessene Abstand soll als die Koordinate x, = 2 gewählt 
werden, während die Lage eines Punktes in der Ebene z = const durch beliebige 
ebene Koordinaten x&,, x; bestimmt werden kann (Abb. 4.57). Wir untersuchen in 
Richtung der Zylinderachse fortschreitende Wellen. Diese Annahme bedeutet, daß 
die einzige, in Richtung z zeigende Komponente des Hertzschen Vektors gleich 


o ö 
—= II 5 Kat Pz) - — —] 5 — — —ıf: 
II, ı (82, 2) © Er Jo 22 jß 
(bzw. +jf bei Ausbreitung in der negativen z-Richtung) (1) 


50 Simonyi 
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wird, wobei für den Fall des idealen Hohlleiters die reelle Zahl ß folgendermaßen 
geschrieben werden kann: ß = 2r/A. 
A ist die entlang der z-Achse gemessene Periodizität, d. h. die Hohlleiterwellenlänge. 
Die Funktion IT, genügt der skalaren Wellengleichung AIZ, + KIT, =. 

Die einzelnen Ableitungen haben die Werte 


o2IT, 
A 2 022 


= PN. (2) 


Zur Bestimmung der Funktion II, (x,, x) gewinnen wir durch Einsetzen der obigen 
Ableitungen in die Gleichung AIZ, + K2IT, = div grad IT, + k2IT, =0 folgende 
Beziehung 


10 f ö 1 0 
Fr re (m. m) + (euo® — PP) IN =. (3) 
9293 0% \ ga 0% 9293 0%, \ 93 0% 


Wenn wir aus dieser Gleichung die Funktion IT, bestimmen, erhalten wir die einzelnen 
Feldstärkekomponenten bei transversalen magnetischen Wellen mit Hilfe der 
Gleichungen 4.6.(4) und 4.6.(5) zu 


E, = (uew® — B?) IT, , H, —0, 


38 OlT, jo oII, 
E, = » ilg = E ’ 
92 27 Is 0% (4) 
O1 ol 
te H; = Pe ee 
93 OX3 ga ÖXg 


Die Komponenten der Feldstärke transversaler elektrischer Wellen sind aber nach 
4.6.(14) und 4.6.(15) 


Eı =0; H, = (w%su — ß2) II,, ) 
je all Ä . Boll 
B,=-u2 =, H=- Br 
Ga 0% Ge 0%, (5) 
o o1I ’ olI. 
Bent — en LG 
Ga X, (3: 0% 


Im folgenden sollen mit Hilfe der hier abgeleiteten. Zusammenhänge und Formeln 
die in Hohlleitern mit Kreis-, Kreisring-, Rechteck- und elliptischem Querschnitt 
auftretenden Wellenformen besprochen werden. 
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4.24. Der kreiszylindrische Hohlleiter 
4.24.1. Die allgemeine Lösung 


Im Fall eines Kreiszylinders kann man die bekannten Zylinderkoordinaten einführen: 

mm Hr »=9 ul; 9p=1; gt, (1) 

wodurch die zur Bestimmung des Hertzschen Vektors dienende Gl. 4.23.(3) in die 

Form 

oT, , 1 0, . 1 a7, 
or? r or r? 09° 


=(0 mit 8 = euw? — P? (2) 


übergeht. Die hier auftretende Größe I/, ist nur. eine Funktion von @ und r. 

Die geometrischen Verhältnisse legen die Annahme nahe, daß die Feldlinien- 
verteilung ebenfalls Zylindersymmetrie aufweisen wird. Diese Annahme erweist sich 
aber als unrichtig. Die Funktion JT, kann sich nämlich, der verschiedenen Erregungs- 
art entsprechend, auch entlang dem Umfang verändern. Dieser winkelabhängige 
Verlauf weist jedoch eine Periodizität auf. Nach Durchlaufen eines Vollkreises vom 
Radius r nimmt die Feldstärke wieder den gleichen Wert'an. Die Periode beträgt 
also 2r. Die einfachste Funktion mit solchen Eigenschaften ist 


II(9 r) = IIı(r) cosmp bzw. II(o,r) = II,(r) sinmp, (3) 


wobei m eine beliebige ganze Zahl ist. Diese Annahme bedeutet keinen Sonderfall, 
da jede durch die Periode 2r gekennzeichnete Funktion nach den obigen Funktionen 
in eine Reihe entwickelt werden kann. 

Also genügt es, die auf ein einziges Glied der Reihenentwicklung beschränkte 
Lösung zu betrachten. Die Ableitung nach der Winkelkoordinate lautet 


o2]T, | 
— = —m2I.. (4) 
09° 

Wenn wir diese in Gl]. (2) einsetzen, erhalten wir nach einigen Umformungen 


2 


Diese Differentialgleichung ist bereits bekannt. Sie stellt die Besselsche Differential- 
gleichung dar, die an der Stelle r = 0 die einen endlichen Wert liefernde Lösung 
Jn(sr) besitzt. Das Endergebnis für die Funktion I/T,(o, r, 2, t) lautet also 


II, (, r,2,t) = AJ„(sr) cos mp ellet-P2), (6) 


50* 
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Aus diesem Hertzschen Vektor kann man auf zweierlei Art zu den Werten der 
elektrischen bzw. magnetischen Feldstärken gelangen, wie es bereits früher gezeigt wur- 
de. Im ersten Fall, bei TM-Wellen, sind die Feldstärkekomponenten nach Gl. 4.23.(4) 


E, = As?J (sr) cos mp et Pa) H,=0, 


E, = —4AjßsJ/ (sr) cos mp elle!) H,= —Aek AA mJ (sr) sin mp eflet=B2), 
T 


(7) 
E,=4 = mJ (sr) sin mp efet-P9, H,= —AsjwsJ(sr) cos mp el! P2), 


Die zu den TE-Wellen gehörenden Werte der elektrischen und der magnetischen 
Feldstärkekomponenten ergeben sich zu 


E.=0, H,= 4s2J (sr) cos mp ee! Pr), 


E, = Ay in mJ (sr) sin mp eltet-#2), HA, = — AjßsJ,(sr) ne eitwt—Bz) 
Ri | 
E, = AujosJ/,(sr) cos mp ellet-Pn, H,=4j Ä mJ (sr) sin mg eit@t- #2) 


Die so erhaltenen Feldstärkewerte erfüllen allerdings noch nicht die vorgeschriebenen 
Randbedingungen. Unsere Lösung kann nur dann bestimmt werden, wenn wir noch 
berücksichtigen, daß die elektrische Feldstärke senkrecht zur metallischen Zylinder- 
grenzfläche verläuft. | 


4.24.2. Die Erfüllung der Randbedingungen 


Wenn wir nach der Beziehung 4.24.(7) die Axialkomponente der elektrischen Feld- 
stärke von TM-Wellen untersuchen, stellen wir fest, daß ihre Abhängigkeit von r durch 
eine Besselsche Funktion m-ter Ordnung därgestellt werden kann. Die in Abb. 4.58a 


Abb. 4.58 Erfüllung der Randbedingungen 

a) Durch diese Verteilung der Feldstärke wird 

die Maxwellsche Gleichung erfüllt, die Randbe- 

dingung jedoch nicht. 

b) Die einfachste Möglichkeit zur Erfüllung der 

Randbedingung ist, den Wert ssozu wählen, daß 
- durch das Produkt sr, gerade die erste Nullstelle 

der Funktion J,(®) resultiert. 


c) Eine andere Möglichkeit zur Erfüllung der 
Randbedingung 
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gezeigte Kurve liefert jedoch nicht die richtige Lösung, denn sie ergibt am Außen- 
mantel des Zylinders endliche Tangentialfeldstärken, so daß unendlich große Ströme 
fließen müssen. Eine auch die Randbedingungen befriedigende Lösung zeigt 
Abb. 4.58b, wobei die Tangentialkomponente der Feldstärke an der Zylinder- 
außenfläche bereits Null beträgt. Die in Abb. 4.58c gezeigte Funktion stellt ebenfalls 
eine Lösung dar, durch welche die vorgeschriebenen Randbedingungen befriedigt. 
werden. Wir sehen, daß die Bedingung, daß die Besselsche Funktion ihre Nullstelle 
gerade am Halbmesser r = r, annehmen muß, die Werte von s und A bestimmt. 
Das Produkt sr, muß nämlich mit einer Nullstelle der hier auftretenden Besselschen 
Funktion zusammenfallen. 

Wenn wir das Problem etwas allgemeiner behandeln, so kann man sich die Aufgabe 
folgendermaßen stellen. Man muß aus den Lösungen von 4.24.(7) bzw. 4.24.(8) die 
Lösungen aussuchen, die gleichzeitig die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen, 
d..h., bei denen die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke auf der Ober- 
fläche des Hohlleiters den Wert Null annimmt. Bei TM-Wellen lautet diese Bedingung 


Bel: E,=0 für r=r, (1) 
bei TE-Wellen 
E,=0 für r=n. (2). 


Da E, und E, bei TM-Wellen sich nach einer Besselschen Funktion m-ter Ordnung 
ändern, während Z, bei TE-Wellen mit der Ableitung nach dem Argument der 
Besselschen Funktion m-ter Ordnung verläuft, können die Randbedingungen erst 
dann erfüllt sein, wenn bei TM-Wellen 

ST, = Amn (8) 


gilt, wobei a„„ die n-te Wurzel der Besselschen Funktion m-ter Ordnung. darstellt. 


Tabelle 4.2 Der Wert der n-ten Wurzel Tabelle 4.3. Der Wert der n-ten Wurzel 
der Funktion J (X) der Funktion Ju (2) 
.N n 
1 | 2 | 3 1 | 2 | 3 
0 2,105 | 5,520 | 8,654 0 3,832 | 7,016 | 10,173 
1 3,832 7,016 10,173 1 1,84 | 5,33 8,54 
2 5,135 | 8,417 | 11,620 2 3,054 | 6,706 9,969 


Auf ähnliche Weise kann man bei TE-Wellen die Randbedingung erfüllen, wenn s 
folgende Beziehung befriedigt: 


Iy= Ann ’ (4) 
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wobei a, die n-te Wurzel der Ableitung der Besselschen Funktion m-ter Ordnung 
bedeutet. Wenn wir hier den Wert von s aus der Formel 4.24.(2) einführen, kann für 
die im Hohlleiter meßbare Wellenlänge bei TM-Wellen folgende Formel gewonnen 
werden: | 


2 
ro Vena zn () — an EUW? — E,lr (=) ; (5) 


Daraus folgt 


EEE. EEE Ö 


en | An‘ ) Ver, 
| 2rroVerkr 


oder, im Falle von Luft, 


u je Deren )' 

Irero 
Es bedeutet A = c/f in dieser Gleichung die bei freier Ausbreitung gemessene Wellen- 
länge, A ist die im Hohlleiter entlang der z-Achse meßbare Feldperiodizität, d. h. die 
Hohlleiterwellenlänge, während e&, bzw. u, die auf das Vakuum bezogene Dielektri- 
zitätskonstante bzw. Permeabilität darstellt. Auf ähnliche Weise ergibt sich die 
Hohlleiterwellenlänge bei TE-Wellen zu 


(7) 


1 4 


B Verkr 1 a | Ann‘ \' 
rt, Vertar 


Bei beiden Wellenarten finden wir eine zweidimensiönale diskrete Menge der 
möglichen Wellenformen: Zu einem beliebigen m-Wert (wobei m eine positive ganze 
Zahl ist) können wir einen beliebigen (gleichfalls ganzzahligen) n-Wert wählen. Durch 
die Wahl von m wird die Funktion cos mp, die eine Abhängigkeit vom Winkel p dar- 
stellt, bestimmt, wobei m angibt, wieviel Knotenebenen 9 = const die Feldstärke E 2 
hat. Für m = 0 ist die Feldlinienverteilung kreissymmetrisch, es existieren also keine 
Knotenebenen. Bei m = 1 beträgt die Anzahl der durch die z-Achse verlaufenden 
Knotenebenen genau I, beim = 2 genau 2. Im allgemeinen gibt m gerade die Anzahl 

‘dieser Knotenebenen an. Mit der Wahl von m wurde bereits die Ordnungszahl der zur 
Darstellung der r-Abhängigkeit dienenden Besselschen Funktion bestimmt. Den 
m Knotenebenen entspricht die Funktion J,(sr). 

Wählen wir n = 1, so wird die erste Nullstelle der Besselschen Funktion: mit der 

Leiteroberfläche zusamnenfallen. Bei n — 2 finden wir bereits im Innern des Hohl- 


(8) 
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leiters eine Zylinderfläche, an welcher die Feldstärke E, stets und überall Null wird. 
Dies ist bei dem durch die Gleichung sr = a, bestimmten Radius r = a„,/s der Fall. 


Abb. 4.59 
Knotenebenen und Knotenzylinder der 
Wellenformen mit verschiedenen Indizes 


Im allgemeinen gibt n — die elektrisch leitende Außenfläche inbegriffen — die Anzahl 
sämtlicher Knotenzylinder an (Abb. 4.59). | 
In Abb. 4.60 ist als Beispiel die Axialkomponente der elektrischen Feldstärke 


Abb. 4.60 Änderung der Längskomponente der elektrischen Feldstärke über den Querschnitt 
bei der Wellenform TM,, 


Die linke Kurve stellt die radiale Änderung, die rechte die Änderung an einem Kreisumfang dar 


der Wellenart TM;,; dargestellt. TM bedeutet, daß zwar das elektrische Feld auch eine 
 Längskomponente besitzt, das magnetische Feld jedoch nur über Transversal- 
komponenten verfügt. (Das elektrische Feld besitzt neben der Längskomponente 
selbstverständlich auch eine Transversalkomponente.) Der erste Index besagt, daß 
die Winkelabhängigkeit die Form cos 39 aufweist und dementsprechend drei Knoten- 
ebenen existieren. Dadurch wurde zugleich bestimmt, daß die r-Abhängigkeit durch 


die Funktion J;(sr) definiert wird. Der zweite Index bedeutet, daß sr, mit der dritten 
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Nullstelle der Besselschen Funktion dritter Ordnung zusammenfällt und es so ins-. 
gesamt drei-Knotenzylinder gibt. Die Abbildung zeigt den Verlauf der Axialkompo- 
nente der elektrischen Feldstärke als Funktion von r und vong. 

Entsprechend ‚unseren bisherigen Untersuchungen kann das Feldlinienbild jeder 
‘durch .die Zahlen m, n gekennzeichneten Wellenform folgendermaßen dargestellt 
werden: Zuerst bestimmen wir aus der Tabelle den Wert von a„„ bzw. a/,., d. h., wir 
suchen die n-te Nullstelle der: Besselschen Funktion m-ter Ordnung bzw. deren 
Ableitung. Aus diesem Wert kann mit Hilfe der Beziehungen sr, = Q@,„ oder 
Sr, = G),„ der Wert s und daraus die Hohlleiterwellenlänge bzw. die Geschwindigkeit v, 
berechnet werden. Die Frequenz bzw. die bei freier Ausbreitung gemessene Wellen- 
länge ist gegeben, da sie durch den Generator bestimmt wird. Die Konstanten der 
Feldstärkekomponenten können gleichfalls durch die Intensität der Senderanlage 
vorgegeben werden. Auf diese Weise kann das Feldlinienbild, weil wir die in den 
Feldstärkeformeln auftretenden Funktionen und Konstanten kennen, aufgezeichnet 
werden. 


4.24.3. Die Grenzwellenlänge 


Wenn wir die Formel zur Berechnung der im Hohlleiter meßbaren Wellenlänge A 
:beträchten, sehen wir, daß sie bei einer bestimmten Frequenz einen unendlich großen 
Wert annimmt, bei kleineren Frequenzen jedoch imaginär wird. Dies bedeutet, daß 
das exponentielle Glied e-'%: reell wird; eine Dämpfung tritt also sogar bei Ideal- 
leitern auf. Bei einer solchen Frequenz kann folglich von einer Energieübertragung 
keine Rede sein. Zur Bestimmung der Grenzfrequenz bzw. der entsprechenden Grenz- 
wellenlänge dient die Beziehung 


2 2 
Zrr, Verkr Inrofg Von 


da in diesem Fall A wegen Gl. 4.24.2.(6) einen unendlich großen Wert annimmt. 
Hieraus ergeben sich die Grenzwellenlänge bzw. die Grenzfrequenz 


z ro Verur; fe — en m = In (2) 
IAmn 2rry Veu Zr Veu 
Man sieht also, daß Energie in Form von Hohlleiterwellen mit einer größeren Wellen- 
länge als der von den Hohlleiterabmessungen und der Wellenform bestinımten Grenz- 
wellenlänge nicht übergeführt werden kann. 

Die Grenzwellenlänge ist um so kleiner (d: h. die Grenzfrequenz wird um so höher), 
je höherer Ordnung die Wellenform ist, je größer also der Wert von m und n wird. 
Bei großen m- und n-Werten wird nämlich a, bzw. a, sehr groß. In einem größeren 


rg = 
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Hohlleiter kann die Energie selbstverständlich mit längeren Wellen übertragen 
werden. Die Erhöhung der Dielektrizitätskonstanten und der Permeabilität hat 


dieselbe Wirkung, als würden die Abmessungen des Hohlleiters auf das Ve,u,-fache 
erhöht. Bei TE-Wellen sind die Beziehungen nur insofern abweichend, als an Stelle 
Von Ayn die Größe a,,, tritt. 


4.24.4. Die Eigenschaften einiger einfacher Wellenarten 


Aus der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit der in einem kreiszylindrischen Hohl- 
leiter auftretenden Wellenformen sind für die Praxis nur einige durch niedrige 
Grenzfrequenzen gekennzeichnete Wellenarten von Bedeutung. Abb. 4.61a: zeigt 
uns das Feldlinienbild der Wellenform TM,,, die in den kreiszylindrischen Hohlleitern 
fast ausschließlich angewendet wird. Diese Wellenform ist dem Kraftlinienfeld eines 
Koaxialkabels sehr ähnlich. 

Für die Wellenform TM,, beträgt die Grenzwellenlänge 


}, = 2,61r,. (1) 


Dies:bedeutet, daß in einem Hohlleiter mit r = 10 cm, d. h. mit einem Durchmesser 
von 20 cm, elektrische Energie nur unterhalb der Wellenlänge von 26,1 cm über- 
tragen werden kann. Die Verwendung .von Hohlleitern wird also nur bei sehr hohen 
Frequenzen, also bei sehr kurzen Wellen, von Bedeutung sein. Gleichzeitig besagt 
Tab. 4.4, daß bei jeder Wellenlänge, d.h. auch bei beliebig niedriger Frequenz, 


Tabelle 4.4 Die Grenzdaten der einfachsten Wellentypen für kreiszylindrischen Querschnitt 


TM,, TMı TE, TEy 
} 0,384 1 0,61 1 0,61 1 0,29 1 
e Veu 19 Yen ro Veu 19 Veu rg 
Ag 2,61r, Ve,n; 1,6479. VE, tr 1,6&r, Ve,u, 3,41r, Verkr 


Hohlleiterwellen existieren können, wenn nur genügend große Hohlleiter zur Ver- 
fügung stehen. Da sich die Abmessungen der Koaxialkabel auf einige cm belaufen, 
kann der Hohlleiter erst dann mit dem Koaxialkabel konkurrieren und bietet nur 
dann eine einfache Möglichkeit zur Übertragung der elektrischen Energie, wenn man 
es mit Mikrowellen, d. h. mit Zentimeterwellen, zu tun hat. | 

Die in Abb. 4.61b dargestellte Wellenform TE,, ist deshalb interessant, weil diese 
Wellenform unter allen existierenden Wellenformen im Kreisquerschnitt-Hohlleiter 
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Abb. 4.61 Inden Abbildungen a), b), c), d) sind die Kraftlinien der wichtigsten Wellenformen 
im runden Hohlleiter wiedergegeben. Die ausgezogenen Linien stellen die elektrischen, die 
gestrichelten Linien die magnetischen Kraftlinien dar 


die größte Grenzwellenlänge hat. Sie ist auch deshalb interessant, weil das Feld- 
linienbild der am häufigsten auftretenden Wellenform der allgemein benutzten 
Rechteck-Hohlleiter (s. Abb. 4.66) aus diesem Feldlinienbild durch: stetige Ver- 
zerrung erhalten werden kann. Interessant ist noch das elektrische Analogon des 
Feldlinienbildes TM,,, das Feldlinienbild TE, (s. Abb. 4.61c). Hier sind die elek- 
trischen Kraftlinien die zur Ausbreitungsrichtung senkrechten Kreise, und nur die 
magnetische Feldstärke braucht hier an der Innenfläche des Metallzylinders selbst- 
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verständlich nicht Null zu werden, da die Randbedingung eine Vorschrift für die 
Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke enthält. Die den einzelnen Wellen- 
formen entsprechende Hohlleiterwellenlänge ist in Abb. 4.62 dargestellt. 
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Abb. 4.62 Abhängigkeit der im Hohlleiter gemes- 
senen Wellenlängen von den bei freier Fortpflan- 
zung gemessenen Wellenlängen für verschiedene 
Wellenformen 


4.25. Verschiedene Wellenarten im Koaxialkabel 


Die Ausgangsgleichungen und dementsprechend auch die Lösungen fallen bei 
Koaxialkabeln mit den Gleichungen und Lösungen für kreiszylindrische Hohlleiter 
zusammen, mit dem Unterschied, daß die Zylinderachse sich nunmehr nicht im 
untersuchten Raum befindet, so daß die allgemeine Lösung der Besselschen Differen- 
tialgleichung | 


AJmtsr) + BNu(sr) (1) 
lautet. Daher lauten die Randbedingungen für TM-Wellen 
B.:=0; E,=0 für r=r und r=r. (2) 


In ausführlicher Schreibweise bedeutet dies: 
AJmtsrı) + BNulsr;) = 0; AJn(srta) + BNm(sta) = 0. (3) 
Hieraus gewinnt man zur Bestimmung von s die transzendente Gleichung 
Nm{sri) _ Nmtsr,) 


JIm(sr ;) u Imst) 


(4) 
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Auf analoge Weise finden wir die Randwertbedingungen für TE-Wellen 


E,=0 bei r=n und r=n. (5) 
Dies ist 
CItsr) + DN„tr)=0;  CJIalsra) + DNnlsr) = 0. (6) 


Hieraus folgt zur Bestimmung von s nachstehende transzendente Gleichung: 


Nutsri) _ Nm(sra) (7) 
ler) Fler) 


Die gefundenen transzendenten Gleichungen können nur auf graphischem oder 
numerischem Wege und auch dann nur sehr umständlich gelöst werden. Abb. 4.63 
zeigt uns die zwei Wellenformen kleinster Grenzwellenlänge, die Wellenformen 
TE,, und TM,ı- 


Abb. 4.63. 
Einfachste Wellenformen im Koaxialkabel 


Bei einem Koaxialkabel ist die Wellenform niedrigster Grenzfrequenz selbst- 
verständlich das bei Langwellen und sogar bei Gleichstrom existierende Feldlinien- 
bild des Koaxialkabels, d. h. die sogenannte TEM-Wellenform. Hier besitzt nämlich 
sowohl die elektrische als auch die magnetische Feldstärke nur transversale Kompo- 
nenten. Bei einer solchen Wellenform kann die Energie mit beliebig kleiner Frequenz 
übertragen werden; die Grenzfrequenz wird Null, die Grenzwellenlänge unendlich 
groß. Wird jedoch die Wellenlänge so weit herabgesetzt, daß sie kleiner als der 
Außenumfang des Kabels wird (vorausgesetzt, daß die Durchmesser des Außen- und 
Innenleiters nicht bedeutend voneinander abweichen), so ist eine neue Wellenform 
möglich. Diese ist gerade die in Abb. 4.63a dargestellte TE,,-Welle. Diese Wellen- 
form kann bei einem beliebig dünnen Innenleiter auftreten, es besteht aber dann 
kein so einfacher Zusammenhang zwischen dem Zylinderumfang und der Grenz- 
wellenlänge. 

Betrachten wir nun den anderen Grenzfall, daß der Innendurchmesser klein im 
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Verhältnis zum Außendurchmesser ist, so erscheint bei Wellenlängen, die kleiner als 
der Grenzwert A = 2,6lr, sind, eine neue Wellenform, die TM,-Wellenform. Die 
früher erwähnte Wellenform TE,, geht bei Verminderung des Innenleiterdurch- 
messers bzw. mit seinem Verschwinden in die gleichfalls mit TE,ı bezeichnete 
Wellenform des Hohlleiters über. Zugleich wandelt sich die Wellenform 'TM,, in die. 
gleichfalls mit TM,, bezeichnete Wellenform des Hohlleiters um. 
Betrachten wir nun eine axialsymmetrische Lösung besonderer Art. Es sei 8? = 0, 

also aus 4.24.1.(2) zuw? = ß?. Gleichung 4.24.1.(5) lautet, da m = 0 ist, 


0 RAD, 


Also ist 
IL, = (Alnr + B) eilet-Venun), 
Nach Gl. 4.24.1.(7) werden die Feldstärkekomponenten gegeben sein zu 


Bam: H,=0, 
E; — —] Von @A Kar-Yoran), H, En 0, 
r 
E, = 0, H, — ii PARER | eilwt- Venon) 


Dies ist aber eben der TEM-Typ des Koaxialkabels. Eine innere Leitung muß 
unbedingt vorhanden sein, um die Singularität der (In r)-Funktion bei r = 0 zu ver- 
meiden. Eine äußere Leitung ist auch nötig, damit man mit endlichen Leistungen 
‚auskommt. Es ist wichtig, zu bemerken, daß die Randbedingungen automatisch: für 
jede Frequenz erfüllt sind; es gibt also keine Grenzwellenlänge (siehe noeh dazu 
Kap. 4.37.1.). 


4.26. Verschiedene Wellenarten in elliptischen Hohlleitern 


Die Untersuchung der sich in elliptischen Hohlleitern ausbreitenden Wellen ist deshalb wichtig, 
weil man hierdurch feststellen kann, wie sich dıe in den kreiszylindrischen Hohlleitern auf- 
tretenden Wellenformen verhalten, wenn der ursprüngliche kreisrunde Querschnitt des Hohl- 
leiters irgendwie deformiert wird. 

Die Feldstärkeverteilung ‘des elliptischen Hohlleiters kann man nach CHu mit Hilfe der 
Mathieuschen Funktionen beschreiben. Diese treten hier an die Stelle der trigonometrischen 
bzw. Besselschen Funktionen. Die so gewonnenen Formeln gehen mit Abnahme der Ex- 
zentrizität in die für Kreisquerschnitt-Hohlleiter gültigen Formeln über. Das Wellenbild wird 
immer mehr der in Abb. 4.61 gezeigten Feldlinienverteilung ähnlich. So entspricht z. B. die in 
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Abb. 4.64 gezeigte Wellenform TM,, der in Abb. 4.61 gezeigten TM,,-Verteilung usw. In 
elliptischen Hohlleitern, die durch eine größere Exzentrizität gekennzeichnet sind, weicht die 
Wellenform TM,, wesentlich von der im kreisrunden Hohlleiter auftretenden elektrischen 
Grundwelle ab. Wird die Exzentrizität vermindert, so nähern sich die beiden Maximumstellen 
der axialen Feldstärkekomponente allmählich und werden von immer mehr gemeinsamen 
Feldlinien umfangen, bis sie zuletzt Zzusammenfallen und die Magnetfeldlinien sich wieder 
kreislinienförmig verteilen. 


| TEn = 
Abb. 4.64 Einfachste Wellenformen in Hohlleitern von elliptischem Querschnitt (nach Cav) 


Verzerren wir jedoch den Kreiszylinder-Hohlleiter langsam elliptisch, so ändert sich das 
Wellenbild bei kreissymmetrischen Wellen (bei TM,, und TE,,) in der bereits bekannten Weise 
und breitet sich in veränderter Form aus. Ist aber das Wellenbild nicht kreissymmetrisch, 
so wird die Erscheinung abhängig davon, welchen Winkel die Verzerrüngshauptachse mit der 
Symmetrieachse des Wellenbildes einschließt. Im allgemeinen wird die ursprünglich einheit- 
liche Welle in zwei Wellenformen zerfallen, von denen jede Komponente ihre eigene Aus- 
breitungsgeschwindigkeit besitzt. Die Komponenten trennen sich also. Eine nicht kreis- 
symmetrische Welle kann nur gegen eine solche Verzerrung stabil sein, die mit der Richtung 
der einen Symmetrieachse zusammenfällt. \ 

Es ist nämlich bekannt, daß die z-Komponente im Kreiszylinder-Hohlleiter bei einer TM- 
Welle in der Form 


F, = AJ„(sr) cos mp 


eine Funktion von r und p darstellt. An Stelle der Funktion cos mp könnte man ebenso 
sin mp schreiben, da dies nur eine Verdrehung des Gesamtfeldlinienbildes um 90° bedeutet. 
Wird jedoch die Lage der Ebene 9 = 0 festgehalten, so lautet die Lösung 


E, = 4A, cos moJ (sr) + As sin mpJ (sr). (1) 


In Worten ausgedrückt, bedeutet dies (um eine Parallelität zu dem hieraus Folgenden schaffen 
zu können), daß man die Funktion E, erhält, wenn man eine gerade Richtungsfunktion mit 
einer Entfernungsfunktion multipliziert und hierzu das Produkt einer ungeraden Richtungs- 
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funktion mit einer Entfernungsfunktion addiert. Bei elliptischen Hohlleitern entsprechen den 

Kreisen r = const die durch & = const gegebenen konfokalen Ellipsen, den Geraden p = const 

aber die durch die Gleichung n = const bestimmten konfokalen Hyperbeln. Die Lösung ist 
— formal betrachtet — der obigen Lösung ähnlich: 


E, = AySsn) Rn) + Asa) Rue). (2) 


Dabei sind 8%,(n) bzw. S5%,(n) die gerade bzw. ungerade Mathieusche Winkelfunktion m-ter 
Ordnung, R„(E) bzw. R,(E) die gerade bzw. ungerade Mathieusche Radialfunktion m-ter 
Ordnung. Im Fall eines elliptischen Hohlleiters treten letztere Funktionen an die Stelle der 
trigonometrischen bzw. Besselschen Funktion. Wie bereits erwähnt, geht die Ellipse bei An- 
näherung der Brennpunkte in einen Kreis, die in Abb. 4.64 gezeigte Feldlinienverteilung aber 
in die in Abb. 4.61 gezeigte Feldlinienverteilung über. Dieser Grenzübergang existiert auch 
‚mathematisch: | 


lim $%,(n) = cosmgp; lim $,(n) = sin mp (3) 
bzw. 
lim R%,(£) = lim R},(£) = V; I (sr). (4) 


Bei sehr kleiner Exzentrizität geht also die gerade Mathieusche Winkelfunktion in die Cosinus- 
funktion über, die gerade und die ungerade Radialfunktion wandeln sich in Besselsche Funk- 
tionen um. Bei dem obigen Grenzübergang fallen die Ebenen 9 = 0 und 7 = 0 zusammen.. 

Betrachten wir nun einen Kreisquerschnitt-Hohlleiter und untersuchen die Wellenform 
TM „n- Zuerst soll die in Gl. (1) auftretende.Konstante A, gleich Null gesetzt werden. Danach 
soll der Hohlleiter so deformiert werden, daß die Gerade 9 = 0 die große Achse der Ellipse 
darstellt. In diesem Falle geht die Cosinusfunktion in die Mathieusche Funktion S},(n) über. 
Ist A, = 0,30 geht die Sinusfunktion, welche die Änderung von E, entlang dem Umfang dar- 
stellt, selber in die Funktion S7,(n) über. Nehmen wir jetzt den allgemeinen Fall an, daß 
A,=0 und A,=+ 0, so ergibt sich durch Zusammendrücken des Honlleiters entlang der Ge- 
den = n/2 (so daß die Gerade 9 = 0 die große Achse der Ellipse wird), daß die .Cosinus- 
komponente in eine gerade, die Sinuskomponente in eine ungerade Mathieusche Funktion 
übergeht. 

Im Kreiszylinder-Hohlleiter ergab sich wegen der aus den geometrischen Verhältnissen 
folgenden Kreissymmetrie dasselbe Wellenbild bei einer Änderung nach der Sinusfunktion 
und nach der Cosinusfunktion (um r/2 gedreht). Man gewinnt aus ihrer Summierung eine 
einzige resultierende Welle mit bestimmter Phasengeschwindigkeit. Im elliptischen Hohlleiter 
aber, wo keine Kreissymmetrie existiert, folgen aus 8%,(n) und S°,(n) zwei verschiedene, bis 
auf eine Drehung um 90° doch ähnliche Feldlinienanordnungen, deren Phasengeschwindig- 
keiten ungleich sind. Im nicht in Richtung der Symmetrieachse verzerrten Hohlleiter spaltet 
die ursprüngliche Einzelwelle in zwei verschiedene Wellen auf. Diese besitzen verschiedene 
Ausbreitungsgeschwindigkeiten, so daß sich beide Wellen völlig trennen. Hört die Verzerrung 
auf, so vereinigen sich beide Wellen wieder, jedoch nicht in der ursprünglichen Phase, so daß. 
sich die Polarisationsebene dreht. Die kreissymmetrischen Wellen spalten, wenn keine Ver- 
zerrungen wirken, in zwei Wellenformen auf, da bei kreissymmetrischen Wellen 2 = 0 ist 
und es nur eine einzige entsprechende Mathieusche Funktion nullter Ordnung (nämlich die 
gerade Mathieusche Funktion nullter Ordnung) gibt. 
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4.27. Wellen in rechteckigen Hohlleitern 


Für die Praxis haben die Rechteckhohlleiter die größte Bedeutung. Die allgemeine 
Gl. 4.23.(3) nimmt in diesem Fall die Form 


02T, , &2IT, 


et 2, =0; = — R= kr — pe i) 


an. Durch Trennung der Variablen kann man diese Gleichung leicht lösen. Es sei 

nämlich 

IT, = X(«) Y(y). (2) 

Setzen wir dies in unsere erste Gleichung ein und dividieren durch die Funktion JT,, 

so erhalten wir 
IidXx ı day 


N 20. 3 
Kast, ige +8 (3) 


Dies kann aber nur gelten, wenn 


IX ,„ 1 @y : 


X da ee Y dy “ 


und dabei s, und s, noch folgende Bedingung erfüllen: 

+, =. | (5) 
Entsprechend erhalten wir für den Hertzschen Vektor folgenden Ausdruck: 

II, = (A’sins,< + B COS 8%) (C’ sin s,y + D’ cos s,y). (6) 


Die Cosinusglieder fallen aber wegen der Randbedingungen für TM-Wellen heraus. 
Es bleibt also 


II, = A sin s,x sin s,y. 
Wir können also mit Hilfe des Gleichungssystems 4.23.(4) die elektrischen und 
magnetischen Feldstärkekomponenten der TM-Welle bestimmen: 
E; —= As? sin s;r sin s,y; H, =V; 
E,= —Aißs, COS 8,% sin 8%; - H, = Asjws, Sin 8,% 008 8,%, (7) 


E, = —4jßs, sin 8,% 008 8,Y; H,= —Aejws, C08 s;% sin s,Y. 
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Bei TE-Wellen bleibt in (6) nur das Glied 
IT, = A cos s,x cos DE (8) 


Hier fallen die Sinusglieder wegen der Randbedingungen heraus. Die beiden, Feld- 
stärkekomponenten sind also nach 4.23.(5).gegeben zu 


E,=0, H, = As? cos s,X c0S s,Y, 
E, = Aujws, 608 5,% Sin sy; H,= 4Ajßs, sin s,X COS s,y, (9) 
E, = —Aujws, Sin s,% C08 syY; H,= 4Ajßs, c08 s,« sin 8,y. 


. Für TM-Wellen läuten die Randbedingungen (Abb. 4.65) 


E,=0; E,=0 für <=0 und ia 
3], ie: 
|} FE 


(10) 
Ds); E,=0 für y=0 und y=b. 
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Abb. 4.65 Koordinatensystem Abb. 4.66 Feldlinienbild der am häufigsten an- 


zur Darstellung des Feldes eines gewendeten Hohlleiterwelle 
viereckigen Wellenleiters Die Pfeile im Perspektivbild geben die Richtung an, in 
der wir beim Einzeichnen der einzelnen Kraftlinienbilder 
geschaut haben. . Die ausgezogenen Linien bedeuten die 
elektrische, die’ gestrichelten Linien die magnetische Feld- 
stärke 


Es ist also, 

sin s,a =0; sin s, =. (11) 

Dies kann durch folgende Wahl für s, bzw. s, befriedigt werden: 

Be, (12) 
a b 

Aus diesen letzten Gleichungen erhält man für die im Hohlleiter gemessene Wellen- 

länge A.die Beziehung 


oe = (N en) . (=) = m 5 + 5) (13) 


A b® 


51 Simonyi 
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aus der wir den Wellenlängenwert in der Form 


Mo me men (14) 


y Yı- A (mn 
Erlr Az, = fe 5) 


finden. Wir sefien, daß die Wellenformen auch diesmal eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit bilden; sie sind nach den Parametern m und n geordnet, so daß 
‚auch hierfür die Bezeichnungen TM,,„ und TE,„„ benutzt werden können. Aus der 
öbigen Beziehung kann auch die Grenzwellenlänge ermittelt werden, d. h. die Wellen- 
länge, bei welcher der Nenner der rechten Gleichungsseite Null wird. Es ist 


2 2 72 
ne iz (= a) = ee 2 Verkr _ _ ab Ver (15) 


de, \a? be = yz . m u (mb)? + (na)® 


a?  b2 


v 


Abb. 4.67 In der Hohlleiterwand fließende Strö- ‚Abb. 4.68 Wellenformen mit niedrigen 
‚me. bei der am häufigsten verwendeten Wellenform Indizes bei Hohlleitern vom Viereck- 


Die gestricheiten Linien bedeuten in die Wandung eingeschnit- querschnitt 


tene Spalte. Ist ein Spalt dem Stromdichtevektor parallel, so 
kann der dort auftretende Fluß vernachlässigt werden 


Entsprechend beträgt die Grenzfrequenz 


TE Ye) du (2° (16) 
2Yeu Y\a b 


Für die Grenzwellenlänge bzw. die Grenzfrequenz der TE-Wellen erhalten wir 
analoge Ausdrücke. | 

Abb. 4.66 und 4.67 zeigen die wichtigste Wellenform, d. h. die Wellenform TE;.- 
Dieser entspricht eine Grenzwellenlänge bzw. Grenzfrequenz von 


1 1 
A), = 2a Verur; I, = a (17) 
2 Veu 2 
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Es ergibt sich nun die interessante Feststellung, daß diese Grenzwellenlänge nicht 
von der Höhe, sondern nur von der. Breite des Rechteckhohlleiters abhängt. Das 
Feldlinienbild der höheren Wellenform ist in Abb. 4.68 dargestellt. 


Tabelle 4.5 Die Grenzdaten der einfachsten Wellentypen für rechteckigen Querschnitt 


| TMyu. TEy TEu 
1 1 1 1 1 
fe en Br ——— + 
2 Veu a“ | b 2 Yeu ® 2 z 
ab en. SER . 
Ag | Fr] E,Hr 2a Ver, == = Fr VErktr 


4.28. Vergleich zwischen Kreis- bzw. Rechteckhohlleiter 
und Koaxialkabel 


Auf Grund unserer bisherigen Betrachtungen wollen wir entsprechend Abb. 4.69 
untersuchen, welche Frequenzen die durch denselben Außendurchmesser bzw. die- 
selbe Seitenlänge gekennzeichneten Kreis- und Rechteckhohlleiter und welche die 
Koaxialkabel durchlassen, d.h., für welche Frequenzen und Wellenformen der 
jeweils betrachtete Leiter „‚durchlässig‘‘ ist. Aus Abb. 4.69 können wir schließen, 
daß der luftgefüllte kreiszylindrische Hohlleiter im Frequenzband von 0 bis 1,76- 10%/@. 
undurchlässig ist (a ist in m ausgedrückt). Unterhalb dieser Grenzfrequenz kann 
keine Energie, und zwar in keiner Wellenform, durch den Hohlleiter übertragen 
‘werden. Erhöhen wir die Frequenz weiter, so kann eine Strömung der elektrischen 
Energie bereits in der Wellenform TE,, erfolgen. Bei noch höheren Frequenzen wird 
der Hohlleiter für eine steigende Anzahl von Wellenformen durchlässig. Bei Rechteck- 
hohlleitern ist die gleiche Situation gegeben. Es ist eine wichtige Erscheinung, daß die 
Grenzfrequenz der TE,,-Welle und allgemein der Wellenform TE,, nur von einer 
‚Abmessung abhängt, während die den übrigen Wellenformen entsprechenden Grenz- 
frequenzen durch Änderung. der zweiten Abmessung in einem weiten Bereich ver- 
ändert werden können. 

Die Koaxialkabel sind für eine. sich mit. beliebiger Frequenz in TEM-Wellenform 
fortpflanzende Energie durchlässig. Die Abbildung zeigt den Existenzbereich der 
höheren Wellenformen für das in bezug auf die Dämpfung optimale Durchmesser- 
"verhältnis r,/r, = 3,6 (mit dicker Linie ausgezogen). Mit gestrichelter Linie sind die 
Extremfälle angedeutet, d.h. die Fälle, daß Außen- und Innendurchmesser fast 
gleich sind bzw. daß der Innendurchmesser vernachlässigbar klein wird. 

Diese Spektren haben eine sehr große Bedeutung bei der Beurteilung der Brauch- 
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barkeit gewisser Kabeltypen. Um einen Hohlleiter mit gutem Wirkungsgrad ver- 
wenden zu können, ist die Existenz einer einzigen Wellenform erwünscht. Jede 
ungewünschte Wellenform kann überflüssige Verluste oder eine Spannungsüber- 
belastung des Hohlleiters verursachen. Da ein Oszillator selbst bei sorgfältigster 


Abb. 4.69 Durchlässigkeitsspektrum des Wellenleiters von Kreis- und Viereckquerschnitt 
und des konzentrischen Kabels mit einem die optimale Dämpfung gewährleistenden Radien- 
verhältnis 


Der Abbildung kann entnommen werden, mit welcher Wellenform die elektrische Energie von gegebener Frequenz 
übertragbar ist. Im unteren Teil wurden auch die dem Halbmesserverhältnis ri/ra = 0 und rı/ra = 1 zugeordneten 
Werte gestrichelt eingetragen 


Überprüfung der Schwingungserregung stets eine Reihe von Oberwellen hervorruft, 
muß man letztere durch entsprechende Dimensionierung des Hohlleiters aussieben. 
Prinzipiell ist ein Mehrfrequenzbetrieb in Wellenleitern bei verschiedenen Wellen- 
arten möglich. Praktisch bedeutet es aber schon ein ernstes Hindernis, daß die 
einzelnen Formstücke, z. B. Anschlußstücke, für eine bestimmte Frequenz dimen- 
sioniert werden müssen. Um die Verluste verursachende fremde Wellenform von 
vornherein auszuschließen, muß die Betriebsfrequenz eines Hohlleiters im Band 
zwischen der der Grundwellenform entsprechenden Grundfrequenz und der der. 
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unmittelbar folgenden Oberwellenform entsprechenden Grenzfrequenz gewählt 
werden. Hierdurch. werden höhere Oberwellen im Kabel von vornherein ausge- 
schlossen. Betrachten wir Abb. 4.69, so wird der Vorteil des Koaxialkabels auffallen. 
Das brauchbare Wellenband umfaßt den Frequenzbereich von 0 bis zur Grenz- 
frequenz von TE,ı. In einem rechteckigen Hohlleiter kann durch geeignete Wahl 
des Seitenverhältnisses erreicht werden, daß nach der Grenzfrequenz der Grund- 
wellenform TE,, unmittelbar die Grenzfrequenz von TE,, folgt. Beträgt die in Rich- 
tung des elektrischen Feldes verlaufende Abmessung des Kabels gerade die Hälfte 
der zur Feldlinienrichtung senkrechten Abmessungen, so haben wir die genannte 
Situation bereits erreicht, wie auch aus Abb. 4.69 ersichtlich. In diesem Fall kann der 
Hohlleiter im Frequenzband von 1,5 - 108/a bis zu 3 - 108/a benutzt werden, ohne daß 
irgendeine fremde Wellenform auftritt. Das Verhältnis der oberen und unteren 
Bandbreitengrenze beträgt 2:1, während es sich bei Kreiszylinder-Hohlleitern nur 
auf 1,3:1 beläuft. Diese Tatsache sowie die große Empfindlichkeit der Grundwellen- 
form TE,, des Kreiszylinderkabels gegen Querschnittsverzerrungen bringt im 
Vergleich zu den Kreiszylinder-Hohlleitern die Rechteckhohlleiter in den Vordergrund. 
Bei kreiszylindrischen Hohlleitern ist nämlich die Wellenform TE,, nicht kreis- 
symmetrisch, so daß die Verzerrung des Querschnitts bereits die Polarisations- 
richtung des Feldes verändert und dadurch für den Empfang Schwierigkeiten bietet. 
Ist jedoch ein symmetrisches Feldlinienbild unbedingt nötig, so muß ein Kreis- 
zylinder-Hohlleiter, und darin die Wellenform TM,,, verwendet werden. Einen 
weiteren Vergleich zwischen den einzelnen Hohlleitertypen wollen wir später nach 
der Behandlung der die Dämpfung betreffenden Fragen durchführen. 
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Die entlang der Hohlleitungsachse fortschreitende Leistung kann bestimmt werden, 
wenn wir den Poyntingschen Vektor über den Querschnitt des Hohlleiters integrieren. 
Sind uns elektrische und magnetische Feldstärke im Hohlleiter überall bekannt, so 
kann die Leistungsberechnung ohne Schwierigkeiten durchgeführt werden. Im all- 
gemeinen ergibt sich die Leistung aus der Formel 


P=|SdA —= [ (Ex H*)dA. 
A A 
Im folgenden wollen wir die obige Formel nur für die Berechnung wichtiger Einzel- 


fälle anwenden, da wir das allgemeine Problem der Leistungsübertragung mit einem 
veränderten Formalismus später (Kap. 4.35.) ausführlich behandeln werden. 
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4.29.1. TM,,-Welle in kreiszylindrischen Hohlleitern 


‚Die Komponenten des elektrischen bzw. magnetischen Feldes sind nach 4.24.1.(7 ) 


7, = As2J (sr) e”3P2; H,=0; 

E, = —AjßsJi(sr) e®,; H,=0; (1) 

E, =0; H,= —AsjwsJ;(sr) e”3P. 

Wir erhalten also für die entlang der Achse strömende Leistung 

P= |(ExH*dA= [ (ExH*).dA = [ E,Htrdpdr.. (2) 
A A 4 | 


‚Bei Berücksichtigung der Gleichungen (1) gilt 
To 20T 
P = |41? Pews? 1 f [Yo(sr)] r dr do. (3) 
00 
Nach Ausführung der Integration nach 9 ergibt sich 
P = |A]? Bews?2r | r[Jg(sr)] Ar. (4) 
0 


Um dieses Integral auswerten zu können, benutzen wir einige Sätze über die Bessel- 
Funktionen, und zwar erstens Gl. 2.19.(71), wonach | 


Ja(sr) = —Jı(sr), (5) 
zweitens Gl. 2.19.(112), wonach 
To n 1 
J? d _ 8 J’:(sr 1 — —— J: 6 

| # rJi(sr) dr 5 | ı (870) + | nl ter (6) 

0 5 

und drittens die Gleichungen 2.19.(74) und 2.19.(71): 
J, a 

A=1t+-; h=-— NV: (7) 
sr sr 


Es wird also, 

Ji(sr) — ne Ido. > 
(sr)? 

Somit lautet das Integral (6) 


To 


[ rJ *(sr) dr = co [J 1(sr,) — Ja(sr,) Jolsro)]- ne (9) 


« 
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Da aber nach der Grenzbedingung Ju(sr,) = 0 ist (d.h. sr, = Ay), erhalten wir 

To „2 
fr 1(sr) dr = = Tao) (10) 
6 
oder nach (5) 

To „2 
[ri dr = 25 J(a)- (11) 


[7 


0 
Verwenden wir dies in Gl. (4), so ergibt sich für die Leistung P 


2 
P = |Al? Bews?2r rn I (ag). (12) 
Diese Gleichung kann aber auch anders formuliert werden. Häufig wird nämlich E,; 
in Gl. (1) in der Form 
E, = 4AJ,(sr) e”)P ..(3). 


ausgedrückt. Hier ist der Faktor s? bereits in der Konstanten A enthalten; ebenso 
müssen natürlich auch alle anderen Komponenten durch s? dividiert werden. Statt 
G]. (12) ergibt sich 


P=|4]? 22 er) lag). (14) 
‚8 
"Mit 5 = (agı/r0)?; “oı = 2,405, Jılagyı) = 0,52 erhalten wir 
| 2 4 
pP = ap IrFeen _ 9,047 |AjenBuert. (15) 


(2,405) 
Dagegen führt die Verwendung der Beziehungen 


2 = (2r)euf; PB=YVeuw: — s? 


zu dem gleichwertigen Ausdruck 


P=|4Al’r y 4) % —_ 7 r2J/*(aoı) (16) 
= 0/0 (Au). | 
MN\Te f 


4.29.2. TE,,-Welle in Rechteckhohlleitern 


Die Rechnungen sind. hier einfacher. Die Feldkomponenten sind jetzt nach 4.27.(9) 
E,=0; H,= As? cos s,x e”)P#; 

E,=0; Hr Aißs, sin s,x e3P*; (17) 
E,.= —Aujos, sin s;« e”)P*; H,=®. 
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Es wird also 


ba [7 
P= [ [E.x H*],dA = [ | 141? ußos} sin? s,x de dy = |A]? ußas?b [ sin? s,x da 
A 00 0 


—=|A]? ußo (fe: — xde = Al? ußo (z ) Lig (18) 
a a al 2 
0 


nn 
da : :s, = — ist. 
| a 


Schreiben wir 7, wieder in der Form 
H,= A cos s,x e”’#* 


d. h., s? sei in A enthalten, so erhalten wir 
= ln: 
— |4]2 y£ + 5) yı _ (*) (19) 
Te fJ 2 


4.29.3. Bestimmung der Konstante A 


Die Konstante A kann auf mannigfache Art bestimmt werden. Wir können zum 
Beispiel die elektrische Feldstärke angeben, eventuell den höchstzulässigen Wert. 
Man kann aber auch. die übertragene Leistung ausdrücken oder einfach A=1 
wählen. Im ersten Fall erhalten wir aus (17): 


'a\2 2° m 
E2, = 120242 (=) , uwA2 (2) En: (20) 
\a -\a uw 
Damit läßt sich Gl. (18) in die folgende Form umschreiben: 
2 2 zw 
p-En;t_En Yu, m d_ En} 2,= /£)- au 
uw 2 u 2 A 2 22, A € 


Bei Sapenag der übertragenen Leistung (Gl. (18)) lautet A 


Zu Ce (22) 
ö ar 


Man kann natürlich ?P = 1 wählen, und so erhalten wir den Ausdruck 


_% 1 
= /b 37 


‘der also einer I Normierung der übertragenen Leistung auf 1 entspricht. 


(23) 
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Wenn A durch eine Feldkomponente oder durch die übertragene Leistung aus- 
gedrückt wird, so entfällt die Frage, ob s? in A einbegriffen ist oder nicht. Bei ver- 
schiedener Wahl der Konstanten A in den Komponentengleichungen müssen nur die 
Verhältnisse der Amplituden identische Werte besitzen. Man muß auch darauf 
achten, ob die Amplituden den effektiven oder den maximalen Wert bedeuten. 


4.30. Verluste in Hohlleitungen 


Die Hohlleiterwand haben wir bisher als idealen Leiter, ihr Inneres als ein ideales 
Dielektrikum angesehen, so daß wir nicht mit ‘Verlusten zu rechnen brauchten. In 
Wirklichkeit treten aber Verluste auf, die gedämpfte Wellen verursachen. Im folgen- 
den werden wir in erster Linie den durch die endliche Leitfähigkeit der Hohlleiter- 
wand verursachten Leistungsverlust bzw. den Dämpfungskoeffizienten berechnen 
(siehe auch Kap. 4.35.). 

In der Hohlleiterwand fließen auch im Idealfall Ströme, diese haben jedoch keine 
Wärmewirkung, da der Hohlleiterwiderstand Null ist. Die realen metallischen Leiter 
können in befriedigender Näherung als ideale Leiter betrachtet werden. Man begeht 
also keinen allzu großen Fehler, wenn man in erster Näherung — und es ist nicht 
üblich, weiter zu gehen — annimmt, daß das Feldlinienbild im Dielektrikum des 
wirklichen Hohlleiters mit dem für den Idealfall gültigen Bild übereinstimmt: In der 
Hohlleiterwand dagegen ändert sich das Bild schon. Im Idealfall kann kein elektro- 
'magnetisches Feld im Innern des Metalls existieren, in Wirklichkeit ist aber ein 
solches Feld vorhanden. Die Gesamtstromstärke in der Hohlleiterwand ist in beiden 
Fällen gleich: sie kann aus der magnetischen Außenfeldstärke berechnet werden, die 
nach der obigen Annahme mit der des Idealfalles übereinstimmt. 


4.30.1. Verluste in der Wand 


Wir beschränken uns zunächst auf die einfachsten (aber wichtigsten) Fälle. 

TM,ı bei kreiszylindrischem Hohlleiter. Wir nehmen also an, daß die Feldverteilung 
im wesentlichen durch die Verluste nicht beeinflußt wird. Insbesondere bleibt 7, 
gleich: 


H,= —AesjosJo(sr). 
Die Flächenstromdichte an der Wand wird also 


‚K,= —AejosJ (sro). 
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In einem Quader der Länge 1 und des Querschnittes r, dö erhalten wir die Joulesche 
Wärme 


Kr de) Endet = En dp. a 
or, dpö (02) 


Der Verlust, bezogen auf die Länge 1 in Richtung der Leiterachse, beträgt 


T 

* „2,1202 

Bl Ringe Earl) Js (sro)? Zr (2a) 
Ru) 0 


oder, wenn man s? wieder in A hineinlegt, 
27 € 

Pen (2) arte. (2b) 
ou \h 


. TE,o bei Rechteckhohlleiter. Hier ist die Verteilung der Flächenströme entsprechend 
der Abb. 4.67 ein wenig komplizierter. Für den Verlust gilt 


a 


b: 

1 1 | 

P, == [ma Tr H.H}),=0 de + ae (as: dy 
ö j | 


a b 
j 2 f® 
a an [har ß? = sin? 8,%. + 008° 8,2 | de + 2 a | A|? cos? s,x dy 
oö, st cö BERN 
0 
242.|#% « a 2A? , _ 14]? Er 
ee: lien BES N AR SER a Di Ban ie RE 2b. 8 
0Ö & 2 = |+ 0 0Ö ve @ 


Hier wurde wieder (As?) durch 4 ersetzt. 


4.30.2. Verluste im Dielektrikum 


Der Isolator besitze eine Leitfähigkeit o << we. Wir machen auch jetzt die nahe- 
liegende Annahme, daß dadurch die Feldverteilung nicht wesentlich beeinflußt wird. 

Durch die Stromdichte .J7 = oE wird eine Leistungsdichte oE? verursacht. Auf die 
Längeneinheit bezogen, erhalten wir 


Pp =.o | (IE. + IEr]?) da. (4 
4 
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Es ist üblich, bei dielektrischeri Verlusten den Verlustwinkel einzuführen: 


ob? — I ewE? = eu tanö E?. (5) 
20) 


Wir erhalten also als Leistungsverlust 


P) = we tanö i (\Z.|?® + ||?) da. (6) 
A 


4.30.3. Dämpfungskoeffizient 


Nachdem nun die übertragene Leistung und die je Längeneinheit des Hohlleiters 
verlorene Leistung für die einfachsten Moden bekannt sind, kann man aus der Formel 
3.25. (38) 


P, 
x = 
2Perr 


die einzelnen Dämpfungskoeffizienten berechnen, und zwar nach 4.29.(16) und 
4.30. (2b) 


De sn hen (7) 
777 Yı-(2) 2 ro Yı — (elf)? 
\/ 


wo Z, = Vuofeo; R, = 1/06 ist. Da aber zwischen der Grenzfrequenz j,; und r, der 
Zusammenhang 


a 3.108 u 2 eu. 0 (8) 
ro Zr Yeu 2r ry 


besteht, und für Kupfer 
9205 WERE: DORESE ERBEN En 7: (9) 


erhalten wir 


am = 7,5. 10° —, v4 
u 


“ 


(10) 
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Für TE,, im Rechteckhohlleiter erhalten wir auf ähnliche Weise nach 4.29. (19) 
und 4.30. (3) 


BA IE 5 ta+2| 
() re? 


rt —— -[1422(6)] R " 
er 


fe f/ 2 
(11) 
Für Kupfer erhalten wir die folgende Endformel: 
„re“ _ 2: 2,67-10°° 1,28. wet “ ,9[k) 
120r a3l? fe Yı-(%) TE ) b f 
a N 1 
ee re 
2b\A / Ag 
. 10-5 ı 
1,72. 10 1 48) 


a”? Y@)-: 
1 


Die entsprechenden Dämpfungskurven sind in Abb. 4.70 und 4.71 dargestellt. 


4.31. Zusammenfassung der wichtigsten Zusammenhänge 
für Kreis- und Rechteckhohlleiter 


4.31.1. Die Feldkomponenten 


Die folgende Zusammenstellung enthält die Gleichungen 4.24.1. (7), (8) bzw. 4.27. (7), (9) 
unter Berücksichtigung der durch die Randbedingungen festgesetzten Werte (mit 
den entsprechenden Bezeichnungen). 
Wellenleiter mit Kreisquerschnitt: | 
TM TE 
BA 6, J m (“m ) cos mo e”Pmn?; 0; 
0 


a) 


E, = —Ajßan as J, (em "r) cos mp e”Pmnz ; Aud® md, (<> ) sin mp e”Pmnz ; 
To ro ro 


, 


E, —4j Prn m), (“= | » —iBmn? ; Aujo Ayın ‚ ee N) cos mp eiPmn? 
. Tr ro [g) Yo 
(1a, b): 
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TM TE 


‚ \9 , 
H,=0: A 7 (> 
To To 


HH: 4 I omT,, u ) mn? — Ajßan Imn ( 7) cos mp e”"IPmn? ; 
ig) 


eIEmn? - 
’ 


To To 


H,= — Asjw me gt „(Se N) cosmp em; Aj—t = MI m v ) sin mp ent, 
19 79 19 (2a, b) 


Hier bedeuten a,„„ bzw. a,,, die n-ten Nullstellen von J„(x) bzw. J, (x); außerdem 


gelten 
Imn z Ann 
EuW? — —)> [ana — (Eae)) — ! (3a, b) 
0 
Rechteckhohlleiter: 
TM TE 
m? n? mr NT 
E. = Ar? Br Fe sin — x. sin — y ePmn?; 0; 
b2 a b 
2 .. mn Mr . nm ‚NT Mn . Nm 
E, = — Ajßan — 608 — x sin — y ePmn?; Aujo — c08 — x sin — y e”Pmnt; 
a Qq b a b 
: NT. MT NT ae . Mr .„ Mr NT 
E, = Ajßmn — sin — x 008 — yePmn! ; — Aujo — sin — x cos — y e”iPmnt, 
b a b a a 
(£a,b) 
m? n? Mr NT 
H:.=0; Ar? 1 — 5 + 5] 08 — x c0os— y ePnmnz 
b2 ‚a b 
, NT. mr nr .. Mr , mr NT SR 
H, = Asjw — sin — x cos — y ern; Ama — Sin — x cos — y ern! ; 
b a b a a b 
mm m Nr nn Mm NT 
H,;= —Asjo — cos — rsin—yemn;  Ajßmn — 608 — x sin — y em, 
‚a a b b a 
(5a, b) 


(6) 
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4.31.2. Wellenimpedanz. Übertragene Leistung 


. Aus den allgemeinen Gleichungen 4.23.(4) und (5) erhalten wir die folgenden Zu- 
sammenhänge zwischen der Querkomponenten der Feldvektoren. 


| 4 | 
H, = Zim %XEr) bzw. Hr = Ze (X Er) (7ä,b) 
Er = -ZWeM@,xHr) bzw Er = -ZTE2,xX Hr) (8a, b) 
wo 


m-2-n4-2/1-(); DEE EZ, PER: SBERR (9a, b) 
WE A 7 =. Yı-(&) 
Zr; 


a) 


ZTM bzw. ZTE wird Wellenimpedanz genannt. 
Die Leistung kann jetzt wie folgt ausgedrückt werden: 


, (® 
- [ex 2, 4A = [ex Hi add = z | eraa=2| H,H*dA. (10) 


Hier steht Z anstelle von ZTM bzw. ZTE. Man kann das Flächenintegral über Ir? 
bzw. |77|? auch durch ein Flächenintegral über |Z,]? bzw. |H |? ausdrücken: 


ZIM | i 
P= (ew)? fie dA = ri (; ) fe. 1? dA; 
82 Ts 


P- — = |[ıe. 2d4 = Ben je: 2A. (11a, b) 
& 


Die bisher nicht bewiesenen Formeln (11a) und (11b) werden in Kap. 4.35.6. be- 
wiesen. | | 

Mit Hilfe dieser allgemeinen Zusammenhänge können jetzt die Leistungsformeln 
für Wellenleiter mit Kreis- bzw. Rechteckquerschnitt angegeben werden (s? in A 
miteinbegriffen): 


Dun V- ra} Y-(@) u (7 ara lamn)]? (1 + dom) 


_ Ar zum (f 
TG () arä[Imtsro)]® (+ dam), (12) 
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WO Ögm = 1, wenn m = 0, und ögm = 0, wenn m + 0 ist. 


m _Arı/u Ay yı-(&\ (*)' ( ) Re 
P 1 — (#) ar [1 — )J7, (a 1 + Öom 
Eye () f 0 A m( u) ( + ) 


4A? 7? / 2 m? 
= 7 () an ( — =) I: (sro). (1 + dem). (13) 


ar 
Der Faktor ö,, berücksichtigt die Tatsache, daß } cos’mp dp = rn bzw. Zr: ist, wenn 
m =0 bzw. m = 0 ist. 


Fe für 20 m=+0, 


TM 2 4 
PIM mn — A: = (4) ä (14) 
wen | = für rn =0,m=#+0, 
ab a 
— für n#+0,m=#+I, 
: Z2 ( f\® 4 
PlEm — 42 a (.) (15) 
Z'E ? ab e 
2 für n= 0, M 4 0. 


4.31.3. Verlustleistung. Dämpfungskoeffizient 


Im allgemeinen Fall lautet die Verlustleistung, bezogen auf die Längeneinheit, für 
TM-Wellen 


. ® ® R, | / 2 
P,=R$R, X,’ds=R, Ar]? ds = re (-) ® 
zZ, (Amn/ro)® fe 


bzw. für TE-Wellen 


oE.|e 


en | 


ds (16) 


fa\?- 
; EL 
RN 2 an I\? (7) oH, |? 
P, -R.DUK; + |Kr| ara) I,e + (7) er er ds. (17) 


Diese allgemeinen Beziehungen führen zu den folgenden Formeln für kreisförmige 
bzw. —. Wellenleiter: 


pm — 42 ur 4 ) ala (m +0), 18) 
ZA | 
(5 
PIE = A®Rs | rn + (+) IE ar (m +0), (19) 
Je mn{ro)? oJ 
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2 /#\2[ u b | 
pm - amt () 6 ni me], (20) 


I 
en a ne f\: k\] « b | | 
PIe. u ra er — 2 2m#+0,;,n#+0), (1) 
2 \ .$ 
wobei s? — (rm/a)? + (nn/b)? ist. 
Wir erhalten also für die Dämpfungskoeffizienten 


eu nn (22) 
f 

AIR Rs I : ee m 23 

N) ae m 


roZo 


pt 
| 
Pr 
— ls 
DEE 


Abb. 4.70 Dämpfung eines kupfernen 
Wellenleiters mit Kreisquerschnitt 
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Die gestrichelte Linie stellt die Dämpfung des- 
jenigen konzentrischen Kabels dar, das den- 
selben Außendurchmesser besitzt und dessen 
Innendurchmesser die optimale Dämpfung ge- 
währleistet 


(24) 


en (25) 
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(26) 


Abb. 4.71 Dämpfungsverlauf bei Hohl- 
leitern mit Viereckquerschnitt. Die ge- 
strichelte Linie veranschaulicht dieDämp- 
fung desjenigen Koaxialkabels, dessen 
Durchmesser der Viereckseitenlänge ent- 
spricht und das die optimale Dämpfung 
besitzt. Die Dämpfungskurve des Ko- 
axialkabelsmit dem gleichenAnwendungs- 
band wurde ebenfalls aufgetragen 


Nutzbares Band 


4.31.4. Kopplung der Moden infolge der Wandverluste 


Bisher haben wir angenommen, daß die einzelnen Moden unabhängig ‘voneinander 
existieren können und sich gegenseitig nicht beeinflussen. In den meisten praktischen 
Fällen führt diese Annahme nicht zu groben Fehlern. Tatsächlich können aber Kopp- 
lungen zwischen den verschiedenen Moden entstehen. Wir betrachten hier nur die 
durch Wandverluste verursachten. Qualitativ sind diese Kopplungen leicht ver- 
ständlich. Es seien nämlich die zwei Felder E„, H„ bzw. E,, H,„ gegeben. Zum 
ersteren soll die Wandstromdichte K,„, zum zweiten K, gehören. Beide elektrische 
Felder haben an der Wandfläche eine Tangentialkomponente. Im allgemeinen wird 
weder das Integral 


d E„K, dl (27) 
noch 
Ö E,K*, di (28) 


zu Null werden. Dies aber bedeutet, daß die Feldstärke des einen Typs mit der Strom- 
dichte des anderen Typs eine Leistung auszuüben vermag, d. h., eine Leistung kann 
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von einer Welle zur anderen übergehen. Da die Grenzbedingung in solchen Fällen 
die Form 


E,=Z,K (Z, = Flächenimpedanz) (29) 
hat, lautet die Kopplungsbedingung 
$ K.E*d#+0; m=+n. (30) 


Man muß besonders die entarteten Moden sorgfältig untersuchen, da hier eventuell 
die Kopplung bei verschwindenden Verlusten bestehen kann. 


4.32. Erregung von Hohlleiterwellen 


Zur Erregung einer bestimmten Mode bedarf es einer Anordnung, die das elektrische 
oder magnetische Feld der gewünschten Wellenform teilweise oder völlig nachahmt. 

Das ist physikalisch unmittelbar einleuchtend und soll in Abschnitt 4.35.8. auch 
quantitativ bestätigt werden. Abb. 4.72 zeigt anschaulich, wie solche Anordnungen 
in den einfachsten Fällen realisiert werden können. 

Als einfaches Beispiel bestimmen wir die Wellen in einem Rechteckhohlleiter, die 
durch einen Stromfaden nach Abb. 4.73. erregt werden. Die geometrische Anordnung 
berechtigt zu der Annahme, daß das elektrische Feld nur eine y-Komponente hat, 

welche selbst von y unabhängig ist. 


Die Gleichung 4.5. (31) 

AE + ME = joud (1) 
vereinfacht sich damit noch weiter zu 

en 71 u + k2E, = joulö(z — 2) 6 — 2%). (2) 


Wir machen den Ansatz 
E,(z,2) = > A„(z) sin m — — x. (3) 
m=|l 


Damit sind die Randbedingungen bei x = 0 und x = a befriedigt. Setzen wir diesen 
Ausdruck in Gl. (2) ein, so erhalten wir 


m=1 022 


5 [# —_ =) + Er A„(z) sin m z x = jwulö(z — 2,) d(x — 2). (4) 
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Abb. 4.72 Die Erregung der einfachsten Wellentypen 
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. .o . D D . . T D . 2 . . 
Multiplizieren wir beide Seiten mit sin m — x und integrieren wir dann von Obisa, 
a 


so erhalten wir 


j 2 2 
z 1* u (m z ) | A = — joulölz — 25) sinm — zu, 
2 a dz? a 


ad 


len durch einen Stromfaden 


(8) 


Abb. 4.73 Erregung elektromagnetischer Wel- 
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denn es ist 


fe - x,) sin m Ir dx — sinm — x.- (6) 
a a 

0 

Wir erhalten also die folgende gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

für die noch unbekannte Funktion A„(2): 

d?A„(z) 


en | 
a + 82, 0Am(z) = er Joulö(z — z,) sin m r %o- (7) 


Da die Lösung eine von der Antenne ausgehende Welle darstellen muß, machen wir 
..den Lösungsansatz 


Anz) z An eIßmez 2 ig; 


Ew (8) 
Anl) = Bm em , 2 <20. 
Außerdem gilt 
Am emi — B,, elfmeie, (9) 


Wir integrieren jetzt Gl. (7) nach z zwischen den Grenzen 2, — e und 2, + e und 
lassen e gegen Null gehen: 


2ot+e Zote 


"e = Am) dz + ß2, | Am(z) dz — = jwvul sin m — x I ölz — 2%) Az. (10) 

2% de 2 mo a a 

2 —E Lo —E | Au —E 

Da A,„(z) kontinuierlich und das Integral auf der rechten Seite gleich 1 ist, erhalten 

wir 
dA, 
dz 


4 dAn 


u dA, 
de 


20t+E dz 


2 
— — joul sin m — x.. (11) 
a 47 


Zo—E 20 —E 


Nach Ausführung der Differentiation ergibt sich unter Berücksichtigung der Glei- 
chungen (8) 


— mol Am emo + B,, e/Pmo2o -- joul sin m — : (12) 


Mit Gl. (9) erhalten wir daraus 


I 
A,=- =_ sin m = Lo ePmote, (13) 
aßmo a 


Das Ergebnis lautet also für 2 > 2, 


. Mr 
FR. M) a reed Te: 
E,(®, 2) =2 An.) sinm—ı = — = eiPml#720) sin m —x. (14) 
m=1 a d mei ß mo 167 
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oder in einer Form, welche für z > 2, und z < z, gültig ist, 


SR T 
1% sinm — x 
10) a Te ’ 
E,(&,;2) = — 2 I — sinm — x e-ml-2l, (15) 
d mel Bo a 


4.33. Inhomogenitäten in Hohlleitern 


Bisher haben wir Wellen in homogenen Hohlleitern betrachtet: der Leiter war’ 
homogen mit Stoff ausgefüllt, und der Querschnitt war auch immer derselbe. In der 
praktischen Ausführung kommen aber die verschiedenartigsten ‚Stoßstellen‘ vor: 
Es können Hohlleiter mit gleichem Querschnitt, aber verschiedenem Füllstoff an- 
einandergefügt sein, oder solche mit verschiedenem Querschnitt, aber gleicher homo- 
gener Füllung, es gibt unvermeidliche Krümmungen, absichtlich eingefügte Dia- 
phragmen usw. 

Im folgenden werden die einfachsten Typen behandelt und die Feldverteilungen 
prinzipiell berechnet. 


4.33.1. StoBstelle eines gefüllten und eines leeren Wellenleiters 


Die Verhältnisse sind hier einfach: Die Randbedingungen an der Grenzfläche können 
durch die Annahme einer reflektierten und einer durchgehenden (transmitted) Welle 
gleichen Typs befriedigt werden (Abb. 4.74). 


1) 12) 
7 0G Abb. 4.74 Stoßstell Wellenleiter, d 
\ . 4.74 Stoßstelle zweier \Wellenleiter, die mit 
2 DLEBDINSSO „. verschiedenen Stoffen ausgefüllt sind 
zO z 


Wir behandeln zunächst nur eine TM-Welle. Im Gebiet (1) schreiben wir für 


die einfallende Welle 


| ißı aITV _ Ä jo oT _, 
Ei = — Pi BEnHBERr eißı: H‘ =& et ATRBE ei, (1) 
z 2 0X, ä 95 Oxs | 
R 1) 1 1) 
m HT um, Dee De ie 


93 0%; 92 0% 
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für die reflektierte Welle 


ET = RsıIIW etiße; H'=0, 
. ı . ba 
E, —R Pi sm ı etrißı - HA; er Re, Jo om er3ßız (2) 
92 0% ga 0% 
s 1 . 1) 
E; — R Pi = eriß; HA; zer — Re, Jo — erißız 
93 73 ga 0X, 
und für die durchgehende Welle 
Et = Ts2]I® e-ißr, H=0, 
' a ITı2) 1 (2) 
E, = —ıf! Ir sum en jß:2; H: = Te, a on ejPa, (3) 
Ge 0% z (3 0% 
9, a9 . oa 5 
E _ BEN hi Ir em enißr?. H; = —_ Te, = oH® ea, 
gs 0% ga O%g 


Die Randbedingungen fordern den stetigen Übergang der Tangentialkomponenten 
von Eund Hbeiz=0,d.h. | 


E+E=E; HM+H=MH:, (4a, b) 


Ausführlich geschrieben, lauten diese Gleichungen 


ib a0 | ih am 73 ae M 
92 0%; Ge 0% gg Ö% 
ih 2m | hm _ mh an n 
93 Öxz 93 083 g2 00: 
a ee Zn (8) 
gs 0% g3 Ö%Xs ’ ga O&s 
jo oII® R jo oJIW m jo ll» (9) 
1 — —— —- ha — —= Tag — 2 
gg 0 gg 6% ’ gg 0% - 


Dividieren wir jetzt die erste dieser vier Gleichungen durch die dritte (oder die 
zweite durch die vierte), so erhalten wir den folgenden Zusammenhang: 


Dr 


| a (10) 
& 1 an u R €9 
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Daraus erhalten wir für R 


ı_ Ra 
Be Pı & rn Pı&2 — Paeı (11) 

1 BEN ßı& + Patı 

Pı & 

Unser Resultat kann noch umgeformt werden, da 
ß? = euw? — 8? (12) 
ist, und zwar 

‚Yale a 

nr FRE -) &, 


reale 


i, = }, bedeutet hier die Grenzwellenlänge bei &, und u 


4.33.2. Zum Teil gefüllter Hohlleiter 


Eine einfache Inhomogenität in einem Wellenleiter entsteht dadurch, daß wir einen 
Hohlleiter über seine gesamte Länge mit einem beliebigen Material — einem Leiter, 
Dielektrikum oder sogar gyromagnetischem Stoff — teilweise (d. h. nicht über den 
gesamten Querschnitt) ausfüllen. Das ganze Feld hängt also wieder von der Ko- 
ordinate z in der Form e”# ab. Das Verfahren wird an einem einfachen, jedoch wich- 
tigen Beispiel nach Abb. 4.75 gezeigt. 


Abb. 4.75 Teilweise gefüllter Hohlleiter 


Wir nehnien den JT-Vektor in der Form 
IT... = Il&, Yy) Eee, (14) 
an und erhalten dadurch die LSE (longitudinal section electrie)-Wellen: 


H = MIT„ + graddiv T,; E= — jou rot IIn; (15) 
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bzw. die LSM-Wellen 
H = ejw rot II.; E = K2II, + grad div IT.. (16) 


Wir beschäftigen uns nur mit den LSE-Wellen, welche keine elektrische Komponente 
in der x-Richtung haben, d. h., die elektrische Feldstärke liegt in der Trennfläche. 
Wir schreiben die Lösung für das Gebiet (1) und (2) gesondert auf. Um die Rand- 
bedingungen einfach befriedigen zu können, wählen wir für IT, die Funktion 

II, = A, sin s,ı® cos s,1y e7’P*. (17) 


Mit dieser Annahme werden aus den Gleichungen 


2 
H,=KkIT+ A, E,=0®, (18a, b) 
0x° 
6% i : 
‚= I; E, = —Jjou(—JP) II, (19a, b) 
0x 0y 
olI A ) 
H,= —jP —; E,= +jou — II (20a, b) 
0X öy 
die folgenden: 
H,= A,(k? — 5.) sin 8,8 coss,yei#; E,=0, (21a, b) 
H, = —A1S218y1 C08 8,1 & sin s,1y e”3P?; E, = -oußA, sin 8,1 X 008 8,1y e=?, 
: (22a, b) 
H, = —jß4,S; C08 8,1% COS S,1% em’, E, = —joysyÄı sin 8.17 sin sy ei. 
(23a, b) 
Die Randbedingungen 
E,—=0: —=:()3 —b, 
E Yy Yy (24) 
,=0: y=0d; %=b 
führen zu den Gleichungen 
Sb = nn; Syı = Nre/b. (25) 
Im Raumteil (2) nehmen wir 
II; = A; sin 832(a — x) cos s,,y ef: (26) 
an und gelangen damit zu den Gleichungen 
H,„= 4;(k2 — 835) sin S22(@ — X) C08 s,9y e 3; (27a) 
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H, = A38228y2 C08 S72(a — x) sin Syay e7P?; (28&) 
E,= 2: sin 8.2(0 — X) COS s,ay eT3P?; (28b) 
H,= Asjßsz2 608 S72(a — X) COS s,.y e=P?; (29a) 
E,= —jousSy2As Sin s;,(a — x) sin syay e7’P?, (29b) 
Die Randbedingungen 


E,=0: y=0, y=b, 


(30) 
E, = 0: y=d, y=b 
führen zu 
Sy = nr/b = $y1 . (31) 


Bei x = «a wurde die Randbedingung E, =E,= 0 durch die zweckmäßige Wahl 
von IT, erfüllt. Die Wellengleichung für //, bzw. II, liefert die Zusammenhänge 


nr\2 
Sit (7) = wre —PP°; (32) 
. , [rm 2 2 
Sa + > wre —P? . (33) 
An der Grenzfläche x = d ist die Stetigkeit der Tangentialkomponente zu beachten: 
En=En; Eau=En (34a, b) 
Ha=H,;;: Ha=Ha. (35a, b) 


Die ersten zwei Gleichungen führen zu 

Aytı Sins„d —= Asus sin s,2la — d), (36) 
die zwei letzten zu 

A1Szı COS Szıd = — Agsza COS Sala — d). (37) 
Wir stellen jetzt die erhaltenen Resultate in folgender Form zusammen: 


Kı Ur | 


— tan s.d= —— tan s,ı[@ — d), (38a) 
$71 82 . 
2 
5, = ode — BP? — (7) » (38b) 
5 i ’ nr\? 
Sa = Weste — BP — 3) (38) 


Diese drei Gleichungen ermöglichen die Bestimmung aller uns interessierenden 
Größen, insbesondere die des Ausbreitungsfaktors. 
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4.33.3. Sprünghafte Abmessungsänderung in der E-Ebene 


Als „geometrische“ Diskontinuität behandeln wir eine sprunghafte Abmessungs- 
änderung in der y-Richtung (Abb. 4.76). Einfachheitshalber sei angenommen, daß 
die Abmessung «a über alle Grenzen wächst. Ferner nehmen wir an, die einfallende 
Welle habe die Form 


E, = 4A, e-jkz, (39) 


Abb. 4.76 Zur Berechnung des Einflusses einer 
sprunghaften Querschnittsänderung 


Es ist zu erwarten, daß der Übergang eine Störung hervorruft, bei der auch eine 
E,-Komponente, aber keine E,-Komponente auftritt. Für H bleibt weiter nur die 
H „-Komponente. Es ist natürlich auch zu erwarten, daß keine Größe von x abhängt. 
Wenn wir 


. NT RR 
II.=4sin 9 en? 


wählen, so werden die Randbedingungen für E. bei y = b befriedigt. Wir haben also 
die Lösung aus den Komponenten 


E.= (k? — #7) Asinn u yerißn; 2.0; (40a, b) 

E,=0; H,= Actjwn - cos N ns yerfn, (41a,b) 
R Te T 2 

E, = Fjßın g. COS n z yerßn:; H, =0 (42a, b) 


zusammenzusetzen [} = k? — (nr/b)2]. 

Wir erhalten im Leiterteil (1) neben der einfallenden Welle eine reflektierte Welle 
von der Größe RA,e), wobei R der zu bestimmende Reflexionskoeffizient ist. 
Außerdem werden beim Übergang Wellen von der Form (42a) erregt, die sich in der 
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negativen z-Richtung fortpflanzen: 


Ei = A,er'® + RA, e® + 2 jA\WA, cos n En Yy een: (43a) 
n= 1 
u — As eike _ Ras _—— e# + 5 jweA, cosn — y en’ (43 b) 
Zo Zr n=1l - 


wobei abkürzend A, = A(nr/b) und Z, = Yule gesetzt wurde. 
Im Teil (2) haben wir eine Welle TA, e'* und Wellen von der Form (42a), die 
sich in der positiven z-Richtung fortpflanzen: 


Bm = TAy ei — ZPDB, cosn yo, (44a) 
n=1l 2 
TA, 2 
He z> e-ike 1 53 jweB, cos n n Yy ein: (44 b) 
0 n=1 


Hier haben wir die Bezeichnung (#9)? — k? — (nr/b, „)? eingeführt. 

Durch die Grenzbedingung wird vorgeschrieben, daß die Tangentialkomponenten 
von E und H einen stetigen Übergang haben bzw. daß die elektrische Feldstärke 
auf der Wand senkrecht steht, d.h., 


Ey = Ey 
H.=Ha ’ IN | zen. (45) 
En =; b <y<b, 


Wir schreiben zuerst die Kontinuität der Tangentialkomponenten des elektrischen 
Feldes auf: 


— KB@B, con —y—= Al +R) + N jBWA, con —y, 0<y<b; 
n=1 b, n=1 b, (46) 


_ FjpWwB, con y=0, bı <y<b. (47) 


n=1 


Wir fassen diese zwei Gleichungen in dem Sinne auf, daß wir eine durch Kosinus- 
funktionen dargestellte Funktion suchen, welche im Bereich 0.--5, den Wert 


Ad + R) + I jßWAn cosn— y 
n=1l 1 


besitzt, im Bereich b,---b, dagegen Null ist. Wir nehmen also die Koeffizienten A, 
vorläufig als bekannt an. Es handelt sich um eine spezielle Fourier-Darstallung. 
Das Grundintervall beträgt 2b,. Uns interessiert nur das Feld im Bereich 0<y<b,; 
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aber unsere Resultate können auf einen (symmetrischen) Sprung 2b, — 2b, an- 
gewendet werden. Um die Koeffizienten B, bestimmen zu können, multiplizieren wir 
Gl. (46) mit cos m(r/b,) y und integrieren von O bis b;: 


bı bı 


Anl-+. R) | com yäy 42194, [ooon Z— y com yay 
| « b n=] b, by 
0 
bz 
> Te T 
rn m [B. cos n — ycosm — ydy. (48) 
n=1 bz b, ° 


0 
Das erste Glied links und die rechte Seite können sofort ausgewertet werden. 


bı 
A1l+ CR RE N + 2 jp WA, £ cos (- ——+t — = ry 
MT b, n=1 2| b, b, 
0 
+ cos Ei ry\dy = —jp@B d (49) 
bb bb; nnd 


Da das Integral im zweiten Glied der linken Seite gleich 


1 
— [| | cos man un Ed ry dis (50) 
bb bb | mr. + 


ist, erhalten wir 


A,1+ R) de sin me b, FaRZE 2, > je» 17 BrSERE ui = — PB. >. 
ma’ b, En Se ei en bn . 2 
b, m (51) 


Sind die Koeffizienten A,,..., A„ bekannt, so können die Koeffizienten B,, ..., B, 
usw. nacheinander berechnet werden. Nebenbei sei bemerkt, daß wir durch Inte- 
gration von O bis b, die Beziehung 

bi 


-1+M){I 


52 
, (92) 


erhalten können, da die Integration auf der linken Seite eine Integration von 0 bis b, 
bedeutet. 


Die Kontinuität der Tangentialkomponenten des magnetischen Feldes drücken 
wir kurz durch | 


AN=H%N, 0<y<b, (53) 
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oder ausführlich durch 


A nl r T 00 | 
—(1—-R) + J jweA, cosn n y- Ab + 3) jweB, cos n n Y (54) 


Zo n=1 ı Zo n=1 2 


aus. Jetzt kann die linke Seite als Fourier-Reihe der rechten Seite aufgefaßt werden. 
So erhalten wir durch Integration von 0 bis b, statt Gl. (52) 


Ao (1— R)b, = TA, + 3 jwe Babe sinn —_ b,. (85) 
Zo Zo n=1 NT b, 


Nach Multiplikation mit cos (mr/bı)y und Integration erhalten wir eine Gleichung 
von ähnlichem Aufbau wie (51). Damit haben wir die Koeffizienten A, als Funk- 
tionen von B, dargestellt. Die Gleichungen (51) und (55) bestimmen die Entwick- 
lungskoeffizienten A,,..., An und Bo; »-., Bm eindeutig. 

- Damit ist das Problem — jedenfalls im Prinzip — gelöst. 


4.33.4. „Induktiver‘‘ Stab 


Es treffe im einfachsten Fall eine TE,.-Welle auf einen leitenden Stab (Abb. 4.77). 
Dadurch wird in ihm Strom von zunächst unbekannter Stärke induziert. Diese wird 
durch die Randbedingung bestimmt: Da wir den Stab als unendlich gut leitend an- 
nehmen, muß die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke an seiner 


P4 


Abb. 4.77 Induktiver Stab 


Mantelfläche Null sein. Wir nehmen weiter an, daß der Durchmesser des Stabes 
klein ist, d.h., daß die einfallende Welle in einem ausgewählten Zeitpunkt überall 
auf der Mantelfläche den gleichen Wert besitzt. Wir können also einen beliebigen 
Punkt wählen, wo wir die zwei Feldstärken, nämlich die der einfallenden Welle und 
die der von dem Strom I, hervorgerufenen Welle, einander entgegengesetzt gleich 
setzen. Es ist zweckmäßig, hier den Punktz=2,=0,2=x% + r, zu wählen. Wir 
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erhalten somit nach 4.32. (15) 


a OT I re, (56) 
a a 


m=1 a Bmo 


Aus dieser Gleichung kann I, bestimmt werden. Dadurch kann der Einfluß des 
Stabes in allen Einzelheiten angegelien werden. Im besonderen ergeben sich so die 
Amplituden der reflektierten Wellen. 


4.33.5. Blende in einem Rechteckwellenleiter [4.7] 


Es falle eine TE,,-Welle von links auf die Blende (Abb. 4.78). Die Welle wird durch 


, T 
E, = 4 sin — x e”!Pı®; 


' 2 
Pro = uw? — (2) (57a, b) 
a 


A Te 
H, = — Pıo sın — x eJß108; 
VU a 


Abb. 4.78 Blende im Wege einer TE,.-Welle 


beschrieben. Es entstehen reflektierte und durchgehende Wellen von gleichem Typ. 
Außerdem entstehen natürliche Wellen von höherer Ordnung — nach rechts und 
links exponentiell abklingend, wenn die Abmessungen entsprechend gewählt sind. 

Es ist zu erwarten, daß die elektrische Feldstärke in der Nähe der Blende auch 
eine Longitudinalkomponente aufweist; dagegen wird sie keine x-Komponente be- 
sitzen. Wir versuchen also das Feld aus einen /T„-Vektor abzuleiten, welcher nur 
eine einzige Komponente, und zwar die x-Komponente, hat: 


IIm = e.II(x, y, 2). (58) 
Schreiben wir die Gleichungen 


E = —ujo rot /I„; H = euo®?IIm + grad div An 
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in Komponentenzerlegung auf: 


| 2 
E,=0; Heat. (59a, b) 
0x2 | 
olI 02II 
RER RL Ze: 602, b 
Zr Troy u 
| 02]I 
LEN H.= (61a, b) 
oy 0x 0y 
Die Kontinuität von E, beim Durchgang durch die Blende verlangt 
oII, er ‚oll, (62) 
02 02 
Den kontinuierlichen Übergang von H, sichert die Gleichung 
0 7) 
(2 F eos) HI, = vr Ar u) Hr... (63) 


Da E, der Randbedingung E, = 0 bei x = 0 und x =a gehorcht, nehmen wir 
eine Partialwelle in folgender Form an: 


E, = Ann Sin m EZ xcosn z yet!mn: , (64) 
a 

wo 

ü m?r? nn? 
I -// Pr + ru EUW? (65) 
ist. Unter Berücksichtigung der Gl. (60a) folgt daraus 

1 | 
Inn = + — A. sinm - zcosn — yetl:, (66) 
T mnjwu a b 


Zu diesem E, gehört. also die magnetische Feldstärke-Komponente (Gl. (59b)) 


2 2 | 
H,= ee IT = + |cuo® — 2 . An, sinm—xcosn —yert:, _ 
0x2 a T nn)au a. b 
(67) 


Wir schreiben jetzt E, auf beiden Seiten .ier Blende als Summe der Grundwelle 
und der Partialwellen: 


FE. Ä © © m . | 
Ei = sin — x (eTPw? 4 Reif] + FF” An. inm—xcosn — yelm:, (68) 
a 10 a b 
E® — sin — -iin2 4 3” 3" B,sinm- T ye-Tmmt 69 
iy =sin—xTe 1 4 3’ 3 m. Sinm— zcosn — ye i (69) 
10 


Hier wurde der Koeffizient A in (57) gleich 1 gewählt. 
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Der Strich beim Summationszeichen deutet darauf hin, daß man für die Werte 
m=1;n = 0 nicht summieren soll, da die entsprechenden Glieder gesondert auf- 
geschrieben sind. 

Aus der Randbedingung E}’ = EY’ für z = 0 folgt 


T=1+k; Ann = Ban- (70) 


Wir bezeichnen den (unbekannten) Wert von Z, in der Blende selbst durch E(x,7). 
Mit seiner Hilfe können die Koeffizienten R, A„„ ausgedrückt werden. Wir be- 
trachten die Gleichungen (68) und (69) als Fourier-Darstellung der Funktion E(z,y). 
Wenn man z = 0) nimmt, ergibt sich. 


1+R= 22 E(£, n) sin 2 Ed&dn, “ (71a) 
ab u 
Blende 
Aue E(£, n) sinm - £cosn —nd&dy (n=0), (71b) 
ab u b 
Blende 
2 Te 
An= | [Pen sinm —£Ed£&dn. (7le) 
ab | | a 
Blende 


Für das magnetische Feld erhalten wir nach (57b) und (67) 


1 
ZN) SEEN = jßıo sınrt — Alan u e3P1e®] 


Jou 


oO 00 r2 
E: 2: 2,4 mn " Br si euch) sinm —rcosn 7 Y elmn? 
1 0 a Mi 


1 
; 12 
In en 
1 
jou 


oo co 2 
Te Te Miro. 
— 3 3” Ban [m? — — euw?] sin m — x cos n — yerTm 
10 a? a b 


He= I=i sin z — -T ejßro2 


1 
Im 1 


Wenn wir jetzt die Bedingung HW — H®; 2 = 0 aufschreiben und den Wert von 
Amn = Bun aus Gl. (67) einsetzen, so erhalten wir nach leichter Umfornung 

R 
1 r R 


—jßıo sin —- T 
1 


I» 
-Ns 
Na 


Ei 2 Emm Am ern Si E(&,n) sin m ”-&cosn —nde di 


A 
| fee ai sin — — 4 dE dn 


(74) 
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(Es ist.e„„. = 1, wennn #0, und e„„. = 1/2, wenınn =.) 

Diese Gleichung kann als Integralgleichung zur Bestimmung ‘der Unbekannten 
E(x, y) aufgefaßt werden. 

Hier kann ein — wenigstens im Prinzip einfacher — Weg angegeben werden, wie 
man zum Blindleitwert (Suszeptanz) der Ersatzschaltung kommt. Wir wissen be- 
reits, daß zwischen dem (normierten) Blindleitwert und dem Reflexionskoeffizienten 
eines Querelements einer Leitung der Zusammenhang 


2R 

JBaorm = IBZ, = — iR (75) 

besteht. Das folgt aus den Gleichungen 

I Am ° und: Ze X Zn. (76) 
Z m Zo j jB 


Multiplizieren wir al. (74) mit. E(x, y) sin x und integrieren wir über die Blende, 
so erhalten wir für den Blindleitwert Byom ” 


1,5 en. (m? u no) | [ ’ en ne | Tan 
10° a? a a 
Boorm ve vo ven 
Bio /jre y) sin — x d« a) 
: a 
(77) 


Es sei hinzugefügt, daß dieser Ausdruck einen Extremwert für den exakten Aus- 
druck von E(zx, y) aufweist, die Lösung also auch durch Variation erhalten werden 
kann. 

Da die Ausrechnung zu weit führen würde, verweisen wir auf die Literatur [4.5, 
4.6, 4.7]. 


4.34. Mit Ferriten gefüllte Wellenleiter 


Ein Wellenleiter mit kreisförmigem Querschnitt se? entsprechend der Abb. 4.79 mit 
einem gyromagnetischen Stoff, z. B. mit einem Ferrit, gefüllt. Die Vormagnetisie- 
rungsrichtung zeige in die Richtung der Rohrachse. Die in Zylinderkoordinaten ge- 
schriebene I. und II. Maxwellsche Gleichung lauten 


j oH. ; 
—jPH, — — = jwe,,, (2) 


Or 
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1 
—_ ( rH, — ) — jweE,, (3) 
r \or Op 
1 /öE. . i } 
Ba m + 16%) — —jo(uH, — JKH,); (4) 
r \0p 

: dE, RR 
JB, — = —jwükA, + aH,), (5) 
1 E 
SDR ke rE, RN 0 ; == — jou.H;. (6) 
r \or op 


Bei der Spezialisierung dieser Gleichungen wurde der Tensorcharakter der Permea- 
bilität nach Gl. 4.4. (2) berücksichtigt und die Abhängigkeit von z in der Form ei 
angenommen. (Statt x wurde hier k eingeführt.) 


Abb. 4.79 Drehung der Polarisations- 


Ferrit‘ ‚ebene (Faraday-Effekt) 


Wir haben schon früher gesehen, welch eine fundamentale Bedeutung den z-Kom- 
ponenten von E und H zukommt: Diese sind proportional zu //,; die anderen Kom- 
ponenten können also mit Hilfe von E, oder von H, abgeleitet werden. Wir ver- 
suchen auch hier durch Eliminierung aller anderen Komponenten zu einer einzigen 
Gleichung zu gelangen, welche entweder E, oder H, enthält. Um dies zu erreichen, 
wenden wir den Operator 1/r(ö/öp) auf die erste Gleichung und den Operator 
— 1/r(2/ör)r auf die zweite Gleichung an und addieren die so erhaltenen Beziehungen. 
Dadurch erhalten wir: 


1 &H. 1 0 oH, i 1 0H, 1:0; 
— - Lo — Ir I — — (rl, 
r? 09° z5 r or ( or )+»1- op T r or % ] 


= jwe + a Ba vB) L (7) 


Der Ausdruck in den eckigen Klammern auf der rechten Seite ist nach Gl. (6) gleich 
Jou,A,. Führen wir jetzt die Bezeichnung 4,,, ein, welche den auf die Veränder- 
lichen r und 9 bezogenen Laplaceschen Operator bedeutet, so.kann Gl. (7) wie folgt 
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geschrieben werden: 
\ 


Ar,H: + Jß er ER H) = —oteu,H,. (8) 


Op r or 
In ähnlicher Weise erhalten wir aus den mu (4) und (5) 


1 .2E, 1 Kä „BE: 
r?2 op r dr 


+8 FE 2 +- — # 


10H, 10 ]- + >H, 
wk 


ze). ®) 
Mit Hilfe von Gl. (3) kann diese Gleichung umgeformt werden: 


E 1 1 oH, 1 ö 
4,8; +e|- rl | See, ak |- ran). 
op r Or r or 


(10) 


Wir wenden jetzt auf Gl. (1) den Operator (1/r) (2/ dr) r und auf al. (2) den Operator 
(1/r) /öp an. Nach Addition beider Gleichungen erhalten wir: 


1 1 öE, 
IBE: = ri) + (11) 
r 09 
Die Gleichungen (4) und (5) führen dagegen zur Gleichung 
s i 1 0 10H, 
jw’keE, + fon, Hd, = —jwu rn —(rH,)+— = (12) 
r Or r oo 


Die letzten beiden Gleichungen ergeben mit (8) und (10) das folgende Endresultat: 


AH + iß (ie TR ) + ofen, =0, (13) 
A, .E: — (B? — w®eu) E, + wk jr H,—- ar E | =: (14) 
f z 


Wir haben unser Ziel insofern erreicht, als hier tatsächlich nur die Komponenten Z, 
und HZ. vorkommen. Die Lösung zerfällt aber nicht in Grundtypen der Wellenform. 
Denn wenn H. = 0 ist, folgt aus (13) E, = 0; wenn aber E, = 0 ist, ergibt sich aus 
Gl. (14) auch Z. = 0. Es kommen also nur gemischte Typen vor, wobei weder E, 
noch 4, Null sein kann. Nebenbei sei bemerkt, daß wir im Fall eines Wellenleiters mit 
rechteckigem Querschnitt ein ähnliches Gleichungspaar erhalten. Unsere Behaup- 
tungen gelten also qualitativ auch für Leitungen mit rechteckigem Querschnitt. 

Um Differentialgleichungen von vierter Ordnung zu vermeiden, versuchen wir eine 
neue > Veränderliche einzuführen, welche beide Größen (d.h. E. und H,) in sich 
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enthält. Formen wir die Gleichungen (13) und (14) folgendermaßen um: 
AH, +aH,+bE,—0, (15) 
AE, +cH,+dE,=0. (16) 


Die Bedeutung der einzelnen Buchstaben ergibt sich ohne weiteres durch Vergleich 
mit den Gleichungen (13) und (14). Es sei aber darauf hingewiesen, daß AH, jetzt 
auch das Glied 02H [02 = —ß®H, enthält. 

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit der vorläufig unbestimmten Konstanten 
jA und addieren sie zur zweiten Gleichung: 


A(B, + jAH,) + (bj + d) B. + (üjA +0) H, = 0 (17) 


oder, ein wenig umgeordnet: 


j A ajA-+c 
A(E AH bijA +d)|E, H,\=0. 18 
E,+jAH,)+ (6 a ) (18) 
Bestimmen wir jetzt den Wert von A aus der Bedingung 
ei 19 
bji +d 


oder, umgeformt, 
bA?+(aj— dj) A+c=0. 


Diese Gleichung hat die beiden Lösungen A = A, und A = A,. Gleichung (18) kann 
also wie folgt geschrieben werden: 


AB, + JAH.) + &jAı + 4) (BE, + jr.) = 0, (20) 
A(E, + jAsH,) + (bj, + d) (E. + j4:H,) =. (21) 
Führen wir jetzt die Funktionen 

Y—=E,+jAH,, (22) 
y,—=EH,-+j4H,; (23) 


ein, so befriedigen diese die Gleichungen 
AP, + ar, = 0, (24) 
AP, + up, = 0, (25) 


wobei x,, = bjA,. + d ist. | 
Sind 7, und Y, bekannt, so können E, und H, aus den Gleichungen (22) und (23), 
die übrigen Komponenten dagegen aus den Gleichungen (1) und (6) bestimmt 
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werden. Die Lösung der Gleichungen (24) und (25) lautet in Zylinderkoordinaten: 


Y = Aydılaır) er, (26) 
75 = AsJ „(Ker) ein?, (27) 
Aus den Gleichungen (22) und (23) erhalten wir: 

ee ee (28) 


Setzen wir hier die Werte von 7, und Y, aus (26) und (27) ein, so erhalten wir: 
_ [AsAıJalır) — ArAValr)] ei"? 

u Ar — Aı 

Mit Hilfe der Gleichungen (1) und (5) drücken wir E, und H, durch E,, H, und H, aus. 
Aus (2) kann E, durch H, und H, ausgedrückt werden. Setzen wir die so erhaltenen 
Ausdrücke für E, und H, in Gl. (4) ein, so ergibt sich für H, eine Gleichung, die nur E, 
und 7, enthält. Da E, und E, als Funktion von H, und. H, bekannt sind, kann Z, 
eliminiert werden, und so können auch E, und E, durch die Größen EZ, und HZ, aus- 
gedrückt werden. 


E, (29) 


Abb. 4.80 Der Ferrit-Gyrator verursacht eine Phasendrehung g = +r in die +z-Richtung 
und eine Phasendrehung 9 = 0 in die —z-Richtung 


Die Fortpflanzungskonstante wird durch die Randwerte 
E,=0, H=0, r=n (30) 
bestimmt. Die erste Bedingungsgleichung kann durch entsprechende Wahl der 


Konstanten A, und A, befriedigt werden. Da die Gleichung E,.(r,) = 0 in folgender 
Form geschrieben werden kann 


AzAıJalıro) — AA2JInlzaro) — 0, (31) 
wird die erste Bedingungsgleichung durch 

J.(% | 4; 
A, _Inbere) und A, _ Inlıro) (32) 


Ag Aı 
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befriedigt. Für E, führt die oben angedeutete Methode zu der Formel: 
Ba ı J.(aır) 4: Annan 4 Ber 

J( (Kır) BA, 
1 Jar) 1 rn a . | ie. 


r Jn (Karo) (X7,) Pr 


r Ju(&ıro) #1 


(33) 
In (Kar) 1246 


Abb. 4.81 Der Ferrit-Isolator läßt die Wellen in der Richtung +z durch, absorbiert sie da- 
‘gegen in der Richtung —z, da jetzt E in der Ebene der absorbierenden Platte liegt 


Um die Randbedingung E, = (0, r = r, befriedigen zu können, muß der Wert des in 
eckigen Klammern stehenden Ausdrucks an der Stelle r = r, Null sein. Wir erhalten 
also eine sehr komplizierte transzendente Bestimmungsgleichung für den Fort- 
pflanzungsfaktor 8. Wegen ihrer Kompliziertheit soll es hier genügen, eine inter- 
essante Eigenschaft der Lösungen qualitativ zu erwähnen. Die Lösungen für +n und. 


Abb. 4.82 Viertor-Ferrit-Zirkulator. Die 
am Tor (1) eintretende Welle tritt am 
Tor (2) aus; ebenso geht die eintretende 
Welle (2) nach (3), (3) nach (4) und (4) 
nach (1). Der Wellenleiter ist nämlich so 
dimensioniert, daß er für eine Welle, die 
in der längeren Querrichtung polarisiert 
ist, „undurchsichtig‘“ wird. Diese Tat- 
sache und die Faraday-Rotätion führen 
4 eben zu der Zirkulator-Wirkung 


für —n sind grundverschieden, d. h., die Fortpflanzungsfaktoren und die Feldlinien- 
bilder für die zwei Lösungen stinımen nicht überein. Für die transversalen Kompo- 
nenten bedeuten e”? und e-”? zirkulare Polarisationen entgegengesetzter Richtung. 
Diese Tatsache führt also zu einer Drehung der Polarisationsebene einer einfallenden 
ebenen Welle. Somit kann eine nichtreziproke Verbindung verwirklicht werden 
(Abb. 4.80, 4.81 und 4.82). 


4.35. Entwicklung nach Eigerifunktionen | 839 


4.35. Entwicklung nach Eigenfunktionen 


4.35.1. Einführung der orthonormierten Typen-Funktionen 


Im Vorhergehenden haben wir spezielle Lösungen der Wellengleichung, die Lösungen vom 
Typ TE und TM, behandelt. Diese sind natürlich partikuläre Lösungen der Wellengleichung. 
Ihre Bedeutung besteht darin, daß die zu den einzelnen Typen gehörenden Funktionen ein 
vollständiges orthonormiertes System bilden. Mit ihrer Hilfe können nämlich alle Lösungen 
der Wellengleichung, die die angegebenen Randbedingungen erfüllen, dargestellt werden. 
Dieser Satz wird weiter unten quantitativ formuliert; die Orthogonalität der Funktionen 
werden wir beweisen, und wir werden auch die Koeffizienten der Reihenentwicklung be- 
stimmen. 

Schreiben wir wieder die Feldkomponenten für den Fall eines Wellenleiters mit ganz all- 
gemeinem Querschnitt: 


TM-Typ 
E, = 8II,, H,=d, 
Pe PB HT, H, = In le (1) 
95 OX%, ME Od, 
PR 2012 1, ge au, 
Is 0% I 0% 
TE-Typ 
E,=0, H,=3#H12: 
E, SE MER uw Um H, = —jß Ulm (2) 
9: 98; I 0% 
Be 2 m Ha 2m, 
92 0% 9: 0%; 


Wir bemerken, daß bei bekanntem E, bzw. H, die transversalen Komponenten sofort bestimmt 
werden können; umgekehrt werden auch die longitudinalen Komponenten von den trans- 
versalen Komponenten eindeutig bestimmt. Es ist also die Richtigkeit der folgenden zwei 
Gleichungen ohne weiteres einzusehen: 


jo, = 2%, divr(Hr7X2%),))» 
ıjoH, = 2, divr (%,XEr): (= e,). 


Der Index T deutet hier und im späteren auf Operationen in der transversalen Ebene bezüglich 
der Koordinaten x,, x, hin. | 
Die Gleichungen (1) bzw. (2) können jetzt einfacher geschrieben werden: 


TM-Typ 
E, = 2,8#°IIe, 


ne H = Hz = —ejw2, X gradr II.. (3) 
Er = —jß grad; IT,, 
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TE-Typ 


H, = 281m: 
E = Er = ujw2, X gradı Im» (4) 


Hier bedeutet 2, einen in die Richtung der positiven 2-Achse zeigenden Einheitsvektor. 
Nehmen wir das Wandmaterial als idealen Leiter an, so wird die Bedingungn x E = O an der 
Grenzlinie des Wellenleiters in der transversalen Ebene beim TM-Typ: 


nxE=nx(E,+E) =nxE,+nxEr =. (5) 


Wenn an dieser Linie I/, = 0 ist, wird auch E, = 0 sein; Er wird also nur eine Normal- 
komponente haben, da I/, sich entlang der Grenzlinie nicht ändert. Es wird also auch 2 x Er 
Null. Die Randbedingung wird daher 


II (& %3)|Grenzlinie =0. (6) 
Beim TE-Typ wird 
nxE=nx Er = ujuon X (2, X grady II„) = ujol(n grady IT) 2% — (n2,) grad Inl- (9) 


Da der Vektor » in der transversalen Ebene liegt, d. h., n2, = 0 ist, wird die Randbedingung : 
erfüllt, wenn: | 


n gradr IIm = =. (8) 
Grenzlinie 00 |Grenzlinie 


Es seien IT,,, Ile» Dei bzw. II IIms +» ZImi Lösungen der Wellengleichung, die auch 
den Randbedingungen genügen. Wir führen die Typen-Funktionen durch die folgenden Defi- 
nitionen ein: 


ee; = gradr [J.;» (9) 
hi=%X Eee» (10) 
Eni = —% X gradz Imi >= —-2 X Ani: (11) 
An; >= gradr IUmi == X Eni- (12) 


Führen wir weiter die vereinfachenden Bezeichnungen 
Ziuzeir,  —jBeifer = 02.110 
ein, dann läßt sich die TM-Welle bzw. TE-Welle wie folgt schreiben: 


5 0Z.; 
Eıi > Aei [82.7.2 + e eu (13) 
H.;= —AceiwZeilei; (14) 
En: = -Anmil®Zniemi» (15) 


02; 
Hniı= Ani Io ZndlInie + A|. (16) 
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Die allgemeine Lösung kann also in folgender Form geschrieben werden: 


B=ERu+ ZEm (17) 
H= ZH. = 2 Hmi (18) 
oder ausführlicher 

E= 2 Aei [oe + z eu = 2 Amiti®Zmiemi» (19) 
H=— 2 Agiel®ZeiRei + 2 Ami [on ZmZui80 + ee A|; (20) 


Später werden wir beweisen, daß diese Typen-Funktionen zueinander orthogonal sind derart, 
daß ihr Skalarprodukt über eine transversale Fläche integriert Null bzw. eine Konstante gibt, 
wobei letztere im folgenden auf 1 normiert wird. Es gelten also die folgenden Relationen: 


0, . i#), 
feeiee; dA = wenn | (21) 
4 1, i=js 
0, i$)j), 
[ eniem; dA= | wenn an (22) 
A 1, u 3; 
0, | i=#j, 
[heh;dA = wenn / (23) 
A 1, i — 35 
“ 0, i=#$ ); 
Shui; dA = wenn . (24) 
4A 1, i = YE 
i=$), 
f eemjdA = 0, wenn h (25) 
A Ei 
i=#+j, 
f h.hn;d4 =0, wenn Ä (26) 
A ee E 
0, i=#$j, 
[ EriEr.i dA = wenn j (27) 
4A 1, v = 3; 
0, i#j, 
[ H.n:H;mi dA= wenn (28) 
"A 1, i= ). 


Mit Hilfe dieser Relationen können die Koeffizienten in den Gleichungen (19) und (20) in 
der üblichen Weise bestimmt werden: Die Gleichung wird mit einer entsprechend gewählten 
Typen-Funktion multipliziert und über die Transversalfläche integriert. 


Wir erhalten einen interessanten Sonderfall, wenn s® = euw® — f?= 0; d.h. ß — o Ven. 
Jetzt genügt z. B. /I/, der Laplace-Gleichung AI7, = 0. Die Lösung wird nach (3) und (4) 
E=-jß grad’ I,;; H= -—-ejwr,xgradı I,; DIle=. 

II, ist aber in einem einfach zusammenhängenden Gebiet mit dieser Randbedingung nach 
1.14. (31) überall konstant. Um TEM-Wellen zu erhalten, müssen wir also eine innere Leitung 
haben. Für diese gilt also (E 1 H) 1 2; v= 1i/Ven; E/H = Yule. 
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4.35.2. Berechnung der Leistung der Hohlleiterwellen 


Da der Poynting-Vektor in Richtung der Rohrachse durch das Vektorprodukt der trans- 
versalen elektrischen und magnetischen Feldstärke bestimmt wird, müssen wir zuerst diese 
Transversalkomponenten aufschreiben: 


OZe; } 
Er= 2 Av — ei — L Amitti®Zmiemio (29) 
T ; ı 
| FIR 
Hr= — 2 AssioZehe + 2 Ami, Rni- (30) 
7 ı 


Führen wir wieder die folgenden vereinfachenden Bezeichnungen ein: 


U; Ari ER, Um > —Anitl®Zmi: 
(31) 
Omi 
I = —Aeij®Zei» Imi = Ami Fl 
2 
Jetzt läßt sich das vorige Gleichungssystem wie folgt schreiben: 
Er = 2 Urieei + Z Umiemi = 2 Vie;, (32) 
[ ı e,m,? 
Hr = 2& Ie;Re; — & Imiimi = ZIh,. (33) 
ı q e,m,2 
Die sich entlang der Rohrachse fortpflanzende Leistung wird also: 
[(ErxHr2,dA= | (? Veit Unien) x (2 Phi; + & Kahn) 2, dA. (34) 
y Ä ) ı "\? l | 


Um den \Vert dieses Integrals bestimmen zu können, bestimmen wir die vorkommenden ge- 
mischten Produkte: 
0, i+h 
Zol@e; X Ren) = Menl&0 X @ei) = Nenltei > Ne 
s r=NnN 
=olEmi x her) —— Men(Zo x ni) — Merfimi >0 
ul@ei X Man) = Amnl2o X Car) = Amnei > 0 (35) 
0, i#h 
=olEmi X Am) = Amn(@o X emi) = Runlimi > f : N 
‚„ t=h. 


Es wird also die Leistung: 

P= °2 UI: + 2 Und = 2 U;I8. (36) 
U ı ı 

Die Form dieser Gleichung ist mit der Form der Gleichungen für die Leistung in der Netzwerk- 


theorie identisch. Die Zweckmäßigkeit. der Definition (31) wird dadurch nachträglich ersicht- 
lich. 5 
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4.35.3. Die Analogie mit den Fernleitungen 


Aus der Definitionsgleichung (31) folgen noch weitere Beziehungen: 


TM-Typ 
au. 8Z.: 2 
—H = Ayı = = Agiyeiei = — Fi Tai» 
02 02° [4 [0) 
| (37) 
0 Te; Obei ER 5 
e = — A.;Ej® = —EjWÜUÜe;. 
TE-Typ 
mi = — Aniljo 92m; = — jolmi 
02 z 
oI 0Z : = 
. Von: 
== = Ayi = = Ani’miZmi = — FE i° 
Bringen wir diese Gleichungen in die folgende übersichtliche Form: 
2 rc 
zu ler = Zei lei» u em: = jolmis 
02 E37) 02 
01 oI 5 nn 
EU. mi mi U: 
0% 02 a) 
Hier wurde die Abhängigkeit von z in der Form e-?? angenommen. 
Wenn wir diese Gleichungen mit den Grundgleichungen der Fernleitungen 
ee rey,. en (40) 
62 &2 


vergleichen, ergibt sich, daß für jeden Wellentyp eine spezielle Telegraphengleichung auf- 
geschrieben werden kann. Die Gleichungskonstanten sind: 


=, Zmi = Jen, 
Ejo 
(41) 
Y;=ejo, vv, 
jo 
Führen wir wieder die Größe s durch die Gleichung 
= euw: — P? = eıw? + y? (42) 
ein, so wird 7? = s? — guw?, und wir erhalten 
Yei 1 
Zei = —— = jon + (43) 
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Ye; = jwe 
bzw 
Zmi = jun, 
2_ 44 
el 
Io u 
Jo 
Smi 


Abb. 4.83 Fernleitung als Er- 
satzschaltung für die einzelnen 
Wellentypen 


Die entsprechenden Ersatzschaltungen sind der Abb. 4.83 zu entnehmen. 
Für den Fortpflanzungsfaktor ergibt sich bei jedem Typ 


ht jwe 
YV=Zr, = (oe +, (45) 
.w@E 


er 
si 


woraus die Beziehung 


2 r 
67; 


(46) 


sem =[ 


\mten 


folgt. e: 
Führen wir jetzt die kritische Wellenlänge A,; = 2r/s; ein, so erhalten wir die bekannte 
Beziehung 


Ir AN\? 
en Be Ze as, 47 
yi=&üı Pi =) ji (4) (47) 


Durch diese Analogie kann auch der dielektrische Verlust berücksichtigt werden. Wir schreiben 
.y; in der folgenden Forn:: 


& 
y; = jo Ye = —. (48) 
ww” 


Wenn das Dielektrikum nicht verlustfrei ist, dann können wir die komplexe Dielektrizitäts- 
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konstante e — jo/o einführen. Mit ihrer Hilfe wird also 


: s; . OU. 1 A. \? o/we 
.ı mm .- ß.; = —— BEST RE — —, —— 1 — — 1 — De ;;,;:: 
Yi +); Jo Ver 2er J gr 10) Yr]/ (3-) y J 1 (A/A.,)® 


a ee 


Aei 2 ’ — (A/Ac;)? 2 1 A\? A. Aci 
y u (5) (49) 


Die Ersatzparameter können mit Hilfe der Gleichungen (43) und (44) bestimmt werden, wobei 
auch die komplexe Dielektrizitätskonstante einzusetzen ist. 


4.35.4. Beweis der Orthogonalitätsrelationen 


Wir werden zuerst die Orthogonalitätsrelationen bezüglich der //-Funktionen beweisen. Es 
gelten 


(1) [Heilen dA=0, it&h, (50) 
A 

2) ([UmImdA=0, i+h, (51) 
A 

(3) f grad« Ile; gradr IIen aA = 0, 0 + h, (52) 
4A 

(4) [grady Il: grady mn dA=0, ih, (53) 
4A 

(5) J@olgradı I; X grade Im)dA=0, i+h, i=h. (54) 
A 


Um die erste Beziehung zu beweisen, schreiben wir die Differentialgleichung für die //-Funk- 
tion auf und führen die angedeuteten Operationen durch: 


AI; + sei Hei = N) I. IIen 
Allen + 8en Ten = 0 . —IIe; (55) 


IIen Allg; — II; Allen + (Sei — Sen) TTeilIen = 0. 
Integrieren wir die so erhaltene Gleichung über eine Transversalfläche: 


[Te AR; —IT,; AT) dA + (8; — S&ı) [ en dA=0. (56) 
4A A 
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Das erste Integral wird mit Hilfe des zweidimensionalen Greenschen Satzes umgeformt: 


® (7 er Ir; a) AI + (sei — a) [Met d4=0. (57) 
A 


on on 


Das Linienintegral ist über die Grenzlinie zu erstrecken. Wegen der Randbedingung für die 
TM-Typen werden hier /7,, und //.; Null, so daß auch das zweite Integral Null sein muß, d. h., 


[Aın.dA=0. (58) 
A 


Gl. (2) kann in ähnlicher Weise bewiesen werden. Bei dem letzten Schritt muß man aber 
berücksichtigen, daß beim TE-Typ die Größen 9/7,./O® und O/I,/On an der Grenzlinie ver- 
schwinden. 

Beweis der Gl. (3). Es gilt die folgende Gleichung: 


divy (IT.; grady IT.,) = grady IT.; gradq Ten + IIe; AlT,, = gradır IT.; grad pIIen — S2ilTeilTen! 


| (59) 
Mit Hilfe des zweidimensionalen Gaußschen Satzes wird aber 
Ba. Ollen 
divr (II,; gradr /I.,) dA = IT: : di, (60) 
Rn 
c 
und so erhalten wir durch Integration der Gl (59) 
OlTer - 2 
IIe; r .di = [grad-zIf,; grad; Ile, AA — 82; [ ITe; Ten AA. (61) 
Ri ) | 
e A 


Die linke Seite dieser Gleichung ist Null, da auf der Grenzlinie J7,; = 0 wird. Das zweite 
Glied der rechten Seite ist wegen Gl. (1) ebenfalls Null. Es wird’ also 


[ gradr IT.; grady IT, dA = 0. (62) 
A 
Gl.(4) kann auf ähnliche Weise bewiesen werden, nur wird jetzt die Randbedingung 


OIT n/On = 0 berücksichtigt. 
Um Gl. (5) beweisen zu können, schreiben wir die folgende Gleichung: 


rot (II.; grad II mn) = grad IIe; X grad II nn + [Ice rot grad II un = grad II.; x grad mn: (63) 
Es wird also 


J zo(grad IT.; x grad IT.) dA = [ =, rot (IT.; grad IT,) dA. 
4A A 


Die rechte Seite kann mit Hilfe des Stokesschen Satzes umgefornit werden: 


5 rot (II.; grad I.) dA = p IIe; m d=0. (64). 
c 


A 


Damit haben wir die Richtigkeit der Gleichungen (1)---(5) bewiesen. 
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Aus diesen Gleichungen folgt sofort die Orthogonalität der Typen-Funktionen, und zwar 


1) — [EreiErndA=0, i+h, (65) 
A 
2) > [Hm Hımn 4A = 0, i+h, (66) 
4A 
(3) > [esi@en dA=0, ih, (67) 
A 
4) —[AuitmdA=0, ih, (68) 
A 
fe e,„dA =0 Bl 
>. ; =QU), 
| ; eı mAh ne Rh; 
(5) : ne (69) 
> [hehmndd = 0, en 
a ıi+&h. 


Die Richtigkeit der Gleichungen (1).--(4) ist ohne weiteres einzusehen. Die zwei letzten folgen 
aus der Beziehung 


0= [z,(gradzIT., x grady IIm,)dA= — [ grad IT. (2, X gradq my) AA = [eriemndA. (70) 
A A. A 


Die letzte Gleichung 
[heihn, dA = 0 (71) 
A 


wird mit Hilfe der Relation 
heim: = (0 X Ee;) (9 X Emi) = Cei@nmi (72) 


auf die Gl. (70) zurückgeführt. 


4.35.5. Explizite Form der Funktionen e und Ah für 
Kreis- und Rechteckquerschnitte 


Wir möchten zuerst die hier vorkommenden Eigenfunktionen mit den uns schon bekannten 
in den Lösungen auftretenden Funktionen in Zusammenhang bringen. 

Nehmen wir zuerst die TM,„-Welle in kreiszylindrischen Leitern. In diesem Fall erhalten 
wir 
I, = AJlsn)o% = Han = e,). .(73) 
Wir bilden entsprechend (9) und (10) die Vektorfunktionen 
e,. = grad II,; AR. =%XEe- 

. Wir erhalten also 


€. = AgsonJolSonr)e&5 Me = —AgsonF o(Son?) e.- (74) 
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A. wird durch die Normierung (21) bestimmt: 


T, 2x 


[er da = Ars, SS I lsonr) 7 dp dr — Admsgurd) sonto). 
A 00 


Es wird also 

Ba | 1 1 
a Santo Ielsonro)” 
Damit erhalten wir für e,. 


11 1 


Ae 
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e, = — — —— J/ (81T) &- 75 
e Yr 19 IL (SonFo) : ol onr) r ( ) 
Für Ah, ergibt sich somit 
1 1 1 
h.= —- — — ——— J/ er 76 
e Vr 70 I4(Sonro) (Son?) er (76) 
"Wir erhalten für den allgemeinen Fall 
/2 1 1 m . | ; 
e. = || — —— 1 — | mn) 4, (Smnr) cos mpe, — — Jm(Smnr) sinmpe, (77) 
Tr Smnro Im(Smnro) r 
bzw. 
Be | 
h.= — = el ze 1” J msn?) sinmpe, + Sand, (Smnt) COS mee,| ; (78) 
T Synro Imksmnro) LF 
Für Rechteckhohlleiter schreiben wir nur für TE,‚o-Wellen 
DIR. 
e=— Vs sinm—YyY, YM=Ee,) (79) 
ab a 
2 .,# 
h=— |/—sinim— a, (mM=e,): (80) 
ab 7) 


. 4.35.6. Beweis der Formeln (11a) und (11b) des Abschnitts 4.31.2. 


Wir haben im Kapitel 4.31.2. die Ausdrücke 


P= > I (E1E*) da—=Z f (H7H*) da 
A A 


in die folgenden Formen umgeschrieben: 


ZIM 
Pe, (cur [REN da 
A 


Ss 
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TERP2 
Pe 2 ferun da. 
$ 


A 


Wir geben jetzt den Beweis für den Typ TE. Das hier Gesagte gilt — mutatis mutandis — 
auch für die TM-Wellen. 
Nach Gl. (4) erhalten wir 


P = ZTE [ (H7H%) da = ZTEP* [ (grad, IT]? da. (81) 
A 4A 


Nach Gl. (61) ergibt sich aber 


Sera ann 0a =# | u (82) 
A A 


Unter Berücksichtigung dieses Zusammenhanges erhalten wir tatsächlich Gl. 4.31.2.(11a). 


4.35.7. Berücksichtigung der Verluste im Ersatzschaltbild 


Um die Ersatz-Reihenimpedanz Z, für TM-Wellen bestimmen zu können, müssen wir die Be- 
‚stimmung der von den Verlusten herrührenden (komplexen) Leistung etwas allgemeiner 


durchführen. Wir schreiben zunächst die Leistung auf, die durch die Fläche dz J ds in die 
Wand hineinströmt: 


dP +iQ)= y (EL X H*)on ds dz. (83) 


Wir müssen jetzt eine vernünftige Annahme über den Zusammenhang zwischen E, und H, 
an der Begrenzungsfläche machen. Es liegt nahe, das Eindringen des elektromagnetischen 
Feldes ähnlich wie bei einer ebenen Welle zu betrachten. Wir nehmen daher den Zusammen- 
hang 


nXE— ZH; Zt) (84) 

als näherungsweise richtig an und erhalten damit 

dp + d(P + jQ) _ nf H,H*) ds = | (H,H®) d (85) 

Mit Hilfe der Gl. (33) läßt sich diese Gleichung umformen: 

er Ei) = Zult® (neh! ds. (86) 
dz E 


Da.aber die komplexe Leistung an der Reihenimpedanz Z, die Größe 


a(P + jQ) 


= — II*Z, (87) 
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besitzt, erhalten wir die Bestimmungsgleichung für Z, in der Form 
en Eye ge * ei] * 
Z=R, + jX, = Zu | heh? ds = 5 h.h* ds. (88) 
C 


Die entsprechende Ersatzschaltung ist in Abb. 4.84 dargestellt. 
Bei TE-Wellen werden die Rechnungen dadurch verwickelt, daß zwar die Gleichung 


a? + 50) = io) _ 2 (H,H®) d (89) 


auch jetzt gültig ist, aber die Identität 4, = Hr nicht mehr besteht. Es wird jetzt nach Gl. (16) 


H,=4 Syke = -U Te, +Ih, (90) 
02 je Jon 

woraus sich 
H.H* — ar 5 2III* + II*hh* (91) 
bzw. 

N i | 
EHI) _z, |vur —— [mr% as + 11% [Rx ds (92) 

dz wur 
c c 

ergibt. Das entsprechende Schaltbild ist in Abb. 4.85 wiedergegeben. 

Kr se, Ä As Sn; 
dlur ig) EI Rdz Ur )dZ R,dz Trank 

€Edz = | 

Abb. 4.84 Berücksichtigung des Verlustes Abb. 4.85 Ersatzschaltbild für TE-Wellen 


im Ersatzschaltbild für TM-Wellen 


4.35.8. Allgemeine Theorie der Erregung 


Jetzt können wir das Problem der Erregung der Hohlleiter ganz allgemein angreifen. Es seien 
im Wellenleiter beliebige Quellen zwischen den Ebenen A, und 4, gegeben. Gesucht wird das 
entstandene Feld. Der Wellenleiter wird als ideal betrachtet. Wir wenden das Reziprozitäts- 
gesetz auf den Raumteil an, der durch den Wellenleiter und durch die Ebenen A,, A, begrenzt 
ist, indem wir für das Feld (a) das gesuchte Feld, für das Feld (b) eine entsprechende Eigenwelle 
wählen (Abb. 4.86). 


Rechts von der Ebene A, erhalten wir nur in der positiven z-Richtung laufende Wellen 
mit den folgenden Transversalkomponenten: 


Ei = — 3 Agißeieei e er — 2 Ami iO Emi ePmiz (93 a) 
H; = — Z Adsjoh,; ee — I Anilßmihimi eine. (93b) 
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Links von der Ebene A, erhalten wir nur in der negativen z2-Richtung laufende Wellen: 
E, = & Acıißei Ci er — I Amikj@en; elfmiz, (94a) 
H; = — 2 Agejoh.; fer + Z AniPmiltimi er. (94b) 


Auch hier haben wir nur die Transversalkomponenten aufgeschrieben. 


@e,hei Ag _ Seide Ag Abb. 4.86 a) Im Raumteilzwischen A, und 
nun» Ä De A, sind die Quellen, deren Feld zu bestimmen 
eh —Ami Eni,Ömi Ami ist. 
b) b) Die Hilfsfelder E,, H, 


Um zuerst den Koeffizienten A$; zu erhalten, nehmen wir für das’ Feld (b) die folgende, in 
negativer 2-Richtung laufende Eigenwelle an: 


Ey = jßeieei SPerz + 2gsg;1Ie elPeiz, (95a) 
H,' = ejoh,; eißer. (95b) 
Wir schreiben das Reziprozitätsgesetz erneut auf 


$ (E.xH, — EuxH,)dA= [En — KE, — KH, + J5H,) av. (96) 
A V 


Das Flächenintegral auf der Wandfläche wird wegen der Randbedingung zu Null. Auf der 
Fläche A, gilt 


[tes X hei + ei xXhe)dA=0. (97). 

Aut der Fläche A, dagegen wird 

free; X hei + Cei X he) 20 dA = 26;;- (98) 

Wir erhalten also 

Abißeriio S (Ci X her + ei X he) 2, dA = 2Ahißeiiwe. (99) 

Es wird A nach Gl. (96) 

A, =- Tr f (JeEi — JmH-‘) aV. (100) 
. V 


Entsprechende Gleichungen lassen sich für Ay; bzw. Az; und An; aufstellen. Wenn nur elek-. 
trische Erregerströme vorhanden sind, vereinfacht sich Gl. (100) zu 


Ah = — m JeE-i AV. (101) 
2B.;ew | 
V 


Hier sehen wir die quantitative Bestätigung unserer früheren qualitativen Behauptung, daß 
der ‚gewünschte‘ Wellentyp mit dem Erregerstrom so gut wie möglich „nachzuahmen“ ist. 
Wir erhalten nämlich um so größere A,;, je genauer die Beziehung Je(r) — E*(r) gilt. 
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F. Randwertprobleme III — Hohlraumresonatoren 


4.36. Der Zylinder als Hohlraumresonator 


Wählen wir den aus einer einfachen Induktionsspule und einem Kondensator be- 
stehenden sogenannten LC-Schwingkreis als Ausgangspunkt, so können wir durch 
die stetige Verminderung von Z und ( elektrische Schwingungen höherer Frequenz, 
d. h. kleinerer Wellenlänge, erzeugen. Wird die Induktivität der aus einer Windung 


| | | I 
I 4 ui E: Abb. 4.87: Übergang vom LO-Schwingkreis 
ER um zum Hohlraumresonator 


bestehenden Induktionsspule dadurch weiter vermindert, daß wir die Breite des die 
Windung bildenden Metallplättchens vergrößern, so erhalten wir den sogeriannten 
T'opfresonator, welcher bereits deswegen einen hohen Leistungsgrad besitzt, weil er 
keine Strahlungsverluste besitzt, da sein Schwingungsraum völlig abgeschlossen ist. 
Durch Entfernung der Kondensatorplättchen kann die Kapazität weiter vermindert 
werden, wodurch sich die Frequenz erhöht. Zuletzt gelangen wir auf dem in Abb. 4.87 
gezeigten Wege zu einem an beiden Enden geschlossenen Kreiszylinder, d. h. zum 
einfachsten Hohlraumresonator. Hier ist aber sowohl Selbstinduktivität als auch 
Kapazität entlang des gesamten Kreises verteilt. Diese Hohlraumresonatoren können 
daher nicht mit den für LC-Kreise gültigen Methoden behandelt werden. Mit den 
besprochenen allgemeinen Gleichungen sind wir in der Lage, auch jene Lösungen zu 
‘erhalten, die in der Form e’“! zeitabhängige stehende Wellen ergeben. Die Schwin- 
gungszustände des an beiden Ennden. geschlossenen Zylinders beliebiger Leitkurve 
können wir aber auf einfacherem Wege erhalten, wenn wir die im Zylinder (als in 
einem Hohlleiter) auftretenden verschiedenen Wellenformen kennen. Wie im Fall 
der Fernleitung bietet sich uns die Möglichkeit, die Randbedingung durch die An- 
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nahme von zwei in entgegengesetzter Richtung fortschreitenden Wellen befriedigen. 
zu können. | 

Untersuchen wir die TM-Typen in einem Wellenleiter mit kreisförmigem Quer- 
schnitt. Der Hertzsche Vektor, der das Feld einer in +z-Richtung und einer in 
‚ —z-Richtung fortschreitenden Welle beschreibt, wird die folgende Form haben: 


IL(r,9,2,1) = AJ (sr) cos MD eitwt-B2) 4 4J (sr) cos MY ejltwt+ßr). (1) 
Mit seiner Hilfe können die Komponenten #, und E, wie folgt geschrieben werden: 
E. ee! — As2[J (sr) cos mp eltw!-P3) + J (sr) cos mp eltettR2] 


— As2J (sr) cos mp e"![e?® + e-P?] 


a Ir 
— 2As2J (sr) cos mp el”! cos er: 2 (2a) 


ß 


E, e®t = j — mAJ„(sr) sin mp e@!f9 — mj 2 AJ (sr) sin mg elfettPs 


—e-ißt 1 eiß? 
2j 


—2j a AJ (sr) sin mp e®! 


=» ee sin mp e’®! sin = 2; (2b) 
Ei 


Wir bemerken sofort, daß an der Stelle z=0 auch E,=0 gilt. Aus ähnlichen 
Betrachtungen ergibt sich E, = 0. Damit haben wir alle Bedinghngen an der idealen 
abschließenden Wand bei z = 0 befriedigt. Man sieht ferner, daß die Gleichung 
ir =E,=0in allen Ebenen z = +9p4A/2 gilt. Wir können also eine ebene trans- 
versale Fläche auch an diesen Stellen als abschließende Fläche hinsetzen. Es‘entsteht 
somit ein zylinderförmiger Hohlraumresonator. Für seine Länge gilt der folgende 
grundlegende Zusammenhang | 


A 
L=» ee (3) 


Wenn hier der Wert von A aus Gl. 4.25.(7) eingesetzt wird, ergibt sich bei TM-Wellen 
folgende Beziehung für den kreiszylindrischen Hohlleiter: 


) 


p 
2 1 a m nd R 
. ‚Irrg 


Daraus folgt die Eigenwellenlänge zu 
2 = 


ad 


Amp a Sn Zu, (4a) 


pP = (“ . 1 
L? ae r> 


0 
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Auf ähnliche Weise kann auch die Eigenwellenlänge der TE-Wellen ermittelt werden. 
Es wird 


2 
je ze rin (4b) 


a EAN 
L? % | Te ) re 
Bei Rechteckhohlleitern erhalten wir für die Eigenwellenlängen sowohl der TM- 
als auch der TE-Wellenform folgenden Ausdruck: 


Amp — Zen (8) 


m np 
VererE 
Es ist leicht zu sehen, daß wir es mit einer dreidimensionalen diskreten Mannig- 
faltigkeit der möglichen Wellenlängen zu tun haben. Bei Kreiszylindern kommen zu 
den durch die Achse verlaufenden Knotenebenen und den Knotenzylindern noch die 
zur Achse senkrechten Knotenebenen hinzu. Die Anzahl der genannten Elemente 
kann in dieser Reihenfolge durch ein Zahlentripel m, n, p gekennzeichnet werden. 


Bei einem Kreiszylinder gehört die längste TM-Welle zum Zahlentripel 0, 1, 0. Für 
diesen Fall gilt 


Im = — r, = 2,6lr,. (6) 
Qgı 

Die Wellenlänge ist also unabhängig von der Zylinderlänge. Die elektrische Feldstärke 

bleibt in Längsrichtung konstant. Die Verteilung der Feldlinien kann aus Abb. 4.88 


ersehen werden. Die längste Eigenwelle hat dieselbe Größenordnung wie irgendeine 


| 

ha | 

FEEEEERN ii 
TE 


‚Abb. 4.88 Magnetische Grundschwingung Abb. 4.89 Elektrische Grundschwingung 
des Kreiszylinders des Kreiszylinders 


Sun 


lineare Abmessung des Hohlraumresonators. So beträgt z. B. die elektrische Grund- 
wellenlänge eines Zylinders von 10 cm Durchmesser und beliebiger Länge 13 cm. 
Die längste TE-Welle gehört zum Zahlentripel 1, 1,1; ihre Wellenlänge beträgt 
= —— m 
1 a | ı A | 
+ — 7a +0,34 


2 
To 0 
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Das entsprechende Feldlinienbild wird durch Abb. 4.89 veranschaulicht. Aus der 

obigen Formel erkennen wir, daß für r, > L die Randwirkung sehr klein und A,., = 2L 

wird, so daß wir die Beziehungen erhalten, die für stehende Wellen gelten. | 
Abbildung 4.90 zeigt den an der Grundwellenlänge TM,ı0 schwingenden Zylinder 


— x 


“ 


Abb. 4.91 
Elektrische oder magne- 
tische Grundschwingung 
in einem prismatischen 
Hohlraum 


Abb. 4.90 

Kopplung der ‚„Erregerspule‘“ 
mit dem magnetischen Fluß 
bei einem Hohlraumresonator 


— — {—  — 


als ‚Transformator‘. Die einzige magnetisierende Amperewindung setzt sich auf dem 
in der Mitte nach oben fließenden Verschiebungsstrom und dem diesen fortsetzenden 
und abschließenden Leitungsstrom zusammen. Hierdurch koppelt sich ringförmig der 
Magnetfluß. Eine Veränderung dieses Magnetflusses erregt die elektrische‘ Win- 
dungsspannung, woraus die magnetisierende Amperewindungszahl berechnet werden 
kann: Hierdurch wird der Verlauf dieser Erscheinung auf Grund des Erregungs- und 
Induktionssatzes so veranschaulicht, wie es in der Theorie langsam veränderlicher 
Ströme üblich ist. 
Die Grundwelle der Rechteckhohlleiter kann nach+der Formel 
ze — en en RR (8) 
1 1 Je+z 
®'72 | 


berechnet werden. Die zugehörige Feldlinienverteilung ist aus Abb. 4.91 ersichtlich. 
Die Feldlinien der elektrischen Feldstärke sind parallele Linien, die Feldstärke ist 
also von der Koordinate x unabhängig. Das Feldlinienbild ist eher der Abb. 4.88, die 
die Grundwelle des Kreiszylinders darstellt, ähnlich. Ist die Grundfläche quadratisch, 
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so wird die Grundwellenlänge der Quadratdiagonale gleich, so daß z. B. die Grund- 
wellenlänge eines Prismas von beliebiger Länge und 10 x 10 cm? Querschnitt 14,1 cm 
beträgt. Es soll noch bemerkt werden, daß’sich der Unterschied zwischen TM- und 
TE-Wellen bei der Grundwelle aus einer ganz willkürlichen Bevorzugung irgend- 
welcher der sonst völlig gleichwertigen Koordinaten ergibt. 


Abb. 4.92 Einfacher Schwingungszustand 
bei einem an beiden Enden abgeschlos- 
senen Koaxialzylinder 


Schließen wir ein Koaxialkabel endlicher Länge an beiden Enden ab, so erhalten 
wir einen ringförmigen Hohlraum. Ein Schwingungszustand dieses Hohlraumes muß 
die TEM-Schwingungsform sein. Diese ergibt sich aus der Reflexion der im Koaxial- 
kabel fortschreitenden TEM-Welle mit bekannter Feldlinienverteilung (Abb. 4.92). 
Die Wellenlänge beträgt A = 2L. Die Existenz einer solchen TEM-Welle ist immer an 
das Vorhandensein des Innenleiters gebunden. 


N 


Ez 


N 


Abb. 4.93 Magnetische Grundschwingung des Koaxialkabels 


Das Feldlinienbild der TM-Grundwelle ist in Abb. 4.93 dargestellt. Die Wellenlänge 
ist eine komplizierte Funktion des Verhältnisses r;/r, und kann nur in Tabellen 
zusammengefaßt werden. Die Grundwellenlänge kann sowohl länger als auch kürzer 
als A = 2L sein. Abbildung 4.94 zeigt die Grundwellenlänge TM,,., des koaxialen 
Zylinders als Funktion der Abmessungsverhältnisse. So ist z. B. bei einem Verhältnis 
r,/rı = 3,6 (wobei der Dämpfungskoeffizient sein Optimum erreicht) und bei 
r,/L = 1,36 die Wellenlänge gerade gleich 2L. Ist jedoch r,/L > 1,36, so ist TMgıo 
der Schwingungszustand einer größeren Wellenlänge. 

Übrigens kann physikalisch der erste in Abb. 4.92 gezeigte TEM-Schwingungs- 
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zustand als die Reflexion der in Achsenrichtung fortschreitenden Wellen an den 
Stirnflächen aufgefaßt werden, während sich die TM-Welle aus der Reflexion der in 
Radialrichtung fortschreitenden Welle am inneren und äußeren Zylindermantel 
ergibt. 


Abb. 4.94 Wellenlänge der magnetischen Grund- 
schwingung eines Koaxialkabels in Abhängigkeit 
von den Abmessungsverhältnissen 


Bei gegebenem Verhältnis rı/r, ergibt sich unmittelbar der 

Wert für 2rr/o; dieser wird bei einem unendlich langen Zylin- 

der gleich A/r,. Das Verhältnis A/r, wirdübrigens nach dem Ab- 
1 


A 
lesen von 2rr/o aus der Formel — = — — be- 
rechnet (nach BoRGNIS) 0 Y ae (2 1a ) 


0 0102 03 04 05 06 07 08 09 10 
Tl —— 


Abb. 4.95 veranschaulicht die magnetische Grundwelle dieses ringförmigen Hohl-. 
raumes, während Abb. 4.96 die hierzu gehörende Wellenlänge als Funktion des Ab- 
messungsverhältnisses.angibt. Aus diesen Kurven kann man gleichfalls ersehen, daß 
die Wellenlänge wenigstens kleiner als der äußere Zylinderumfang sein muß, wenn 
wir noch eine von der TEM-Welle abweichende Wellenform erregen wollen. 
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4.37. Die Kugel als Hohlraumresonator 


Bei der Analyse der verschiedenen Schwingungszustände der Kugel muß man auf die 
allgemeine Gl. 4.14.(14) — (15) zurückgreifen, da hier die bei Zylindern verschiedener 
‚Leitkurve angewandte Methode nicht mehr brauchbar ist. Werden übrigens die 
Hohlraunresonatoren unabhängig von den Hohlleiterwellen betrachtet, so kann die 
Behandlung der verschiedenen prismatischen, zylindrischen oder konzentrisch- 
zylindrischen Hohlräume völlig nach der hier angewendeten Methode erfolgen. 
Schreiben wir die zur Bestimmung der Funktion //, aufgestellte Differential- 
‚gleichung 4.14.(21) in Kugelkoordinaten, so gelangen wir zu folgender Gleichung: 


2 | 
EIBWEER En KA N EL BEE M 
Or? r: sind [0% 08 0p \sind 0p 


Diese Differentialgleichung mit ihrer Lösung ist uns bereits bekannt. Jetzt ist aber 
das Kugelzentrum nicht mehr aus dem Feld ausgeschlossen, und es kommen als 
Lösungen nicht mehr allgemeine Zylinderfunktionen Z,} 17, sondern nur Besselsche 
Funktionen erster Art und (n + 1/2)-ter Ordnung in Frage. Die Abhängigkeit von 
soll nun, vom bisherigen abweichend, in der Form e’*? berücksichtigt werden. Die 
Lösung ergibt sich also zu 


II, = YhrJ „zıj(kr) P"(cos 9) esims (2) 


(Für die Konstante A wurde hier und im folgenden der Wert 1 gewählt.) 

Bei TM-Wellen können die zur Bestimmung der Feldstärke dienenden Glei- 
chungen folgendermaßen aufgestellt werden: 
021], 


E,=M#l1 + —, H,=0, 
1. PRrwi) 
1 0217 eo ollı 
= — —, H, = —— —, (3) 
r or od rsnd Op - 
N 
ea ER SALE 
rsind dr de r 0 
bei TE-Wellen aber 
| 2 | En 
Be, H,=keIl, + mL = on IT, [nach 4.17.(15)] 
r? r 
ujo ol 1 82JI 
se, = — —, (4) 
rsin® 0p r 0r 00 
ja 1 92 
ie jo QM, Be IT, 
r 0 rsind Or 00 
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Führen wir hier den Wert von //, aus Gl. (2) ein, so werden die elektrischen bzw. 
magnetischen Feldstärkekomponenten der TM-Wellen durch nachstehende Formeln 
bestimmt: 


n(n + 1): 


— 2 
Ber=% (kr)3/2 


Jn+172(kr) Pr (cosd) e"?, 


END — Vhr J, unter] & P” (cos d) eimr, 
- 


ez im 3 dr Ver Tarıa(kr)] P®(cos d) ei", z 
H,=0, | 
H=— UT Ja+ıjz(kr) PY(cos 9) ei"r, 

rsin® 
H,=—- —— © Yin J arıla(kr) Zn — Pros d) emo, 


Die elektrischen und die magnetischen Feldstärkekomponenten der TE-Wellen lauten 


E, =0, 


Fe —— Ver Juyıplkr) Pr (cos 9) eimp, 


io d | 
E, = Ver J 2ys(kr) 25 Pr(cos 3) eine, 
r 


| © 
H, — k? en Ja+a(kr) P? (cos d) EIMP 


r 


102 [7 EERER “ 
B=— Fr Vkr Jnrın(kr)] Fr I (cos #)Te!"r, 


DE. 


PT 


rsin ® dr — (Ver Tarıplkr)] 7, (cos d) eimp, 


Die Randbedingungen erfordern, daß die elektrische Feldstärke senkreeht zu der 
Kugelfläche von vorgeschriebenem Halbmesser verlaufe, also 


=; B=B,=0. (7) 
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Diese Bedingung kann bei TM-Wellen durch 


a R 
- VhrJ, unten) — 0) (8) 


r=To 


befriedigt werden. Wenn wir hier die bereits mehrmals verwendete Formel 
v 
a) = -— Je) + Je) (9) 


der Differentiation von Besselschen Funktionen anwenden, erhalten wir folgende 
Beziehung zur Bestimmung von k: 

Jurılkr) _ Fra (10) 
J „-ı2(Kro) N 

Die v-te Wurzel dieser transzendenten Gleichung soll mit b,,,j.,, bezeichnet werden. 
Für letztere gilt also die Beziehung 


Juri Purıem = by+ı/2.» 


11) 
Ju-1r2 (Butt. N 
Für die Eigenwerte der TM-Wellen können wir nun die Gleichung 
Der Dis 
Paz m alle (12) 
A Yo 
bzw 
Ir 
= ro (13) 
b, +1/2,» 
aufstellen. 


Bei der TE-Welle kann die Randbedingung in folgender Form geschrieben werden: 
Jurırz(Kro) —0. (14) 


Wird die »-te Wurzel dieser Gleichung mit e, + 1/2 bezeichnet, dann gilt zur Bestin:- 
mung der Eigenwellenlänge 


an 6, 
we 5 Br +1/2,r 
n= Ca+1/2,»? Fu ze s ’ (15) 
: 0 
woralis 
2r 
. u ro (16) 
Cn+1[2,» 


folgt. 
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Berechnen wir die Grundwellenlänge für TM-Wellen, so erhalten wir die Formel 


Any = 2,29r,. (17) 


TMgy | 
Abb. 4.97 Abb. 4.98 Abb. 4.99 


Abb. 4.97 Magnetische Grundschwingung der Kugel 

Abb. 4.98 Elektrische Grundschwingung der Kugel 

Abb. 4.99 Annäherung des im Klystron verwendeten Hohlraumresonators durch Rotations-, 
Ellipsoid- und Hyperboloidflächen 


Das entsprechende Feldlinienbild ist aus Abb. 4.97 zu ersehen. Die Grundwellenlänge 
der TE-Wellen ergibt sich zu | 


Ayn = 1,40ro. (18) 


Diese Schwingungsform ist in Abb. 4.98 dargestellt. 

Für andere Resonatorformen werden die Berechnungen immer schwieriger. Die 
Berechnung der Feldstärken verspricht nur in den Fällen einen leichten Erfolg, in 
denen es uns gelingt, ein Koordinatennetz aus senkrechten Flächen zu finden, von 
denen einige zugleich die Grenzflächen des Hohlraumes bilden. 


Abb. 4.100 Wellenlängen der gemäß Abb. 4.99 her- 
gestellten verschiedenen Gebilde 


Die Werte von x, und a können der Abb. 4.99 entnommen werden. 
Außerdem können die Formen der verschiedenen 2z,/a-Werten zu- 
geordneten, auf die gleiche Wellenlänge abgestimmten Hohlraum- 
resonatoren entnommen werden. Die Größe der gemeinsamen Wellen- 
länge wird durch den eingezeichneten Pfeilangezeigt (nach HANSEN) 
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In den bisher betrachteten Fällen war diese Bedingung jeweils erfüllt. In der Praxis 
spielt der Hohlraumresonator eine wichtige Rolle, der mehr oder weniger mit dem in 
Abb. 4.99 gezeigten System von konfokalen Ellipsoiden und Hyperboloiden an- 
genähert werden kann. Durch diese Annäherung können, obwohl nur mit lang- 
wierigen Berechnungen, die einzelnen Schwingkreisparameter ermittelt werden. Die 
Grundwellenlänge als Funktion der geometrischen Abmessungen ist in Abb. 4.100 ° 


) | N 
ehe 


dargestellt. In dieser Abbildung ist x, der äquatoriale Halbmesser des Resonators 
und o = 2x,/a, wobei a die Entfernung der Brennpunkte bedeutet. Das Diagramm 
zeigt zugleich die zum gegebenen o-Wert gehörende Ausführungsform derart, daß 
sämtliche Ausführungen dieselbe Grundwellenlänge haben. Der Neigungswinkel der 
Hyperbelasymptoten wurde dabei zu 45° gewählt. 

Die qualitative Verteilung des Feldes ist in Abb. 4.101 aufgezeichnet. 


Abb. 4.101 Qualitative Feldlinienverteilung bei einem 
Hohlraumresonator, der die in der Praxis übliche Form 
besitzt 


4.38. Der Gütefaktor und die Stromkreisparameter der Höhlraum- 
resonatoren 


Die wichtigste Kennzeichnung jedes Schwingungskreises, so auch des Hohlraum- 
resonators, ist seine Eigenfrequenz. Für prismatische, zylindrische und sphärische 
Hohlraumresonatoren haben wir diese bereits bestimmt. Nun soll noch eine- nicht 
weniger wichtige Charakteristik, nämlich der Dämpfungsfaktor bzw. der damit eng 
verknüpfte Gütefaktor, bestimmt werden. 

Wir nehmen an, das den Hohlraum ausfüllende Dielektrikunı sei ideal. Die Dämp- 
fung ergibt sich also aus der endlichen Leitfähigkeit der begrenzenden Metallfläche. 
Das Feld im Innern des Metalls ist.von Null verschieden. Jetzt könnte man auf die 
im Kapitel 4.21. besprochene allgemeinere Lösung zurückgreifen. Ist aber die Leit- 
fähigkeit sehr groß, so kann folgende Vereinfachung eingeführt werden: Zur Erregung 
von endlichen Strömen in der Hohlraumresonatorwand ist eine sehr kleine tangentiale 
Feldstärke nötig, die in erster Näherung gleich Null angenommen werden kann. So 
bleiben die Randbedingungen — und damit die Eigenfrequenz und das gesamte 
Feldlinienbild — dieselben wie in Idealfall. Der Flächenstrom kann in jedem 
Flächenpunkt aus der Beziehung | | 


K=nxH, (1) 
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mit Hilfe der Tangentialkomponente des magnetischen Feldes berechnet werden. 
Wegen der endlichen Leitfähigkeit kann man sich vorstellen, daß dieser Strom in 
einem der Eindringtiefe entsprechenden Querschnitt fließt und eine den Jouleschen 
Gesetz entsprechende Wärmewirkung hat. (Siehe auch Kap. 39.2.) 


N dIer sinddph, 


Abb. 4.102 Zur Berechnung des Gütefaktors eines 
Kugelresonators 


Die Berechnung des Dämpfungskoeffizienten soll ausführlich nur für’ den in 
Abb. 4.97 dargestellten Fall bzw. für die Grundwelle der elektrischen Wellenform 
einer Kugel durchgeführt werden. Da das Magnetfeld nur eine 9-Komponente besitzt, 
Kann ein Strom nur senkrecht zu dieser, d.h. entlang des Meridians, fließen. Die 
Stromdichte und die magnetische Feldstärke stimmen überein. Die in den flächen- 
artigen Raumelement (Abb. 4.102) in Wärme umgewandelte Leistung beträgt 


rd® 


4P,=dl/Id/*dk, = H,H}(r sin d do)? —————. 
aÖörsinddep 


(2) 
In der Zeiteinheit wird also die an der gesamten Kugelfläche in Wärme umgesetzte 
Leistung gerade 


ZT 


P, = f — H,H* sin 8. d® do (3) 
03 


Ä 


9=0 d=0 
sein. (Die Materialkonstanten des Dielektrikums sind &,, 4, die der Wand &g, Ma, O2.) 
Führen wir hier den Wert von HZ, aus der Gleichung 


&]w 


H,—=A 


r 


— hr J372(kr) sin 9 (4) 


ein, so gelangen wir zu 


2 
ai IE 4 ir krJsp(kr) sin®#sindd$ do (r=tn,). (5) 


ÖG3 
g=0 d=0 
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Um jetzt die Funktion 


9a 
jı(kr) = / J3j2(kr) (6) 

rckr 
einzuführen, formen wir Gl. (5) noch ein nn um: 

rn &0? rn 
P,= A! —. ee | At (Kro) sind sind dd dp. (7) 

.Ö0g rs 
9=0 9=0 


Die Werte der Integrale sind aus Gl. 4.7.(31) bekannt: (4/3) 2x. 
Es wird also 


2 r Dr 
pP, = 4a 10 2 29,7), da 1=22, He oen=23. (8) 
3 Ö0s Yı b 


Berechnen wir das Verhältnis der Verluste zur Gesamtenergie des Feldes. Hierzu 
soll zuerst die mittlere Feldenergie ermittelt werden: 


Ww=H [ HH*dV = 42 — 02 z = krJ2 (kr) sin? 9 7? sinddrdpd9. (9) 
ad nd T 
V 


Dies kann auch in der Form 


W=A em Si (kr) r? sin®d9 sind dr dd dp 
= name fi (kr) r? dr (10) 


geschrieben werden. Hierbei genügt es, die magnetische Feldstärke zu berechnen 
und dann das Doppelte der mittleren magnetischen Energie zu nehmen, da die 
mittlere elektrische und mittlere magnetische Energie überall gleich sind (was 
übrigens im vorliegenden Sonderfall durch einfaches Einsetzen der Größen bewiesen 
werden kann). Nach Gl. 2.19.(112) und (6) wird 


[he dr = — ie) — le) am]. (11). 


0 


Berücksichtigen wir, daß kr = (2,75/r,) r, so erhalten wir 


W= = &,A2kir?. 0,054. (12) 
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Das Verhältnis P,/W wird also durch 
Pr; 2 1 722,75) 


ee el ze (13) 
W Hıöoe To 0,054 
bestimmt. Der Verlust geht selbstverständlich auf Kosten der Feldenergie: 
en = Pr, = 1W: (14) 
öt 

Die mittlere Energie nimmt also nach dem Exponentialgesetz 
W = W, e-? (15) 
ab. 

Unter dem Gütefaktor wird der Ausdruck 

W oW 

= 2 oe 16 

=, Pr, (16) 


verstanden: Der Gütefaktor gibt uns das 2r-fache Verhältnis des Gesamtenergie- 
inhalts zur während einer Periode verlorenen Energie. Für diesen Gütefaktor erhalten 


wir unter Berücksichtigung des Wertes von 6 = V2/us0:0 folgende Beziehung: 


= 


@Mıöser, 0054 kı To 
2 32T) Me 


Aus dieser einfachen Wellenform der Kugel sehen wir zugleich, wie ein Verlust- 
widerstand definiert werden könnte. Obwohl dies willkürlich ist, soll als Kreis- 
strom jener Strom angenommen werden, der durch den mit # = n/2 gekennzeichneten 
Hauptkreis, den „Äquator“, fließt. Dieser Gesamtstrom beträgt 


(17) 


I == Io ee! = Zrr,H,(ro) et = 2rer,A Fe Yhr, Jaj2(kro) ejwt 
To 


— 2rr,Acıjwk \3 j1(2,75) ei! — jA V% k22rr0j1 (2,75) ei®!. (18) 
y #ı 


Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Konstante A durch den Äquatorialstrom 
ausdrücken. Definitionsgemäß wird von dem Selbstinduktionskoeffizienten L ge- 
fordert, daß 


I vr = > f[an*av, (19) 


ad 


d. h., daß die magnetische Energie auf demi üblichen Wege berechnet werden kann. 
In unserem Fall wird 


_ Mm | HH*aV 
00 17% 


L — 0,077 ro. (20) 
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Auf ähnliche Weise kann aus (1/2)RII* =P, der auf den Äquatorialstrom 
bezogene Verlust-Reihenwiderstand berechnet werden. Aus letzteren Werten ist 
dann auch die Parallelimpedanz bestimmbar. 

Für andere Wellenformen ergeben sich selbstverständlich andere Stromkreis- 
parameter. Bei den Hohlraumresonatoren ist weder die Schwingungszahl noch die 
Dämpfung durch die Geometrie der Anforderung und die Materialkonstanten allein 
bestimmt; beide sind auch von der Schwingungsart abhängig. Übrigens kann die 
Größenordnung des Gütefaktors einfach abgeschätzt werden. Die Verluste kommen 
nämlich dadurch zustande, daß das Feld in das Innere des Metalls in einer dem 
Skineffekt entsprechenden Tiefe eindringt und dort aus der Jouleschen Wärme: des 
entstandenen Stromes ein Verlust entsteht. Die Feldenergie ist dem gesamten Raum- 
inhalt proportional, der Verlust jedoch nur dem Rauminhaltsteil, in dem der Verlust 
entsteht. Dieses Volumen erhalten wir, wenn wir die Eindringtiefe mit der Hohlraum- 
oberfläche multiplizieren. Das Verhältnis beider (da die Wellenlänge der linearen 
Abmessung des Hohlraumes proportional ist) beträgt 


Rauminhalt = Ei 


- Fläche x Eindringtiefe Bar? 


j 
=. (21) 


Hieraus kann man ersehen, daß Q bei ähnlichen geometrischen Formen und bei 


gleicher Wellenform proportional Yı zunimmt, da die Eindringtiefe ö mit YA zunimmt. 
Wenn wir aber bei gleichen geometrischen Abmessungen A vermindern (z. B. dadurch, 


daß der Hohlraum mit Oberwellen schwingt), wird der Gütefaktor proportional 1/YA 
zunehmen, da die Oberfläche und das Volumen unverändert bleiben, die Skintiefe 


jedoch proportional zu 1/YA abnimmt (siehe auch Gl. 4.39.(35)). 

Die Hohiraumresonatoren besitzen, wie wir bereits gesehen haben, sogar bei 
kleinen Wellenlängen (in der Größenordnung einiger cm oder einiger dm) genügend 
große geometrische Abmessungen, um sie mit einer für die Praxis befriedigenden 
Genauigkeit herstellen zu können. In Abb. 4.103 sind sechs verschiedene für 50 cm 


Abb. 4.103 

Dimensionen der auf die gleiche Wellenlänge (50 cm) 
abgestimmten Schwingkreise für verschiedene Typen 

Die Schwingkreise sind der Reihe nach: Kugel, Klystron, Koaxialzylinder 


von Halbwellenlänge, Leitungsstück von Viertelwellenlänge, Topfreso- 
nator, LÜ-Schwingkreis 
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Wellenlänge abgestimmte Schwingkreise gezeigt. Wie wir sehen, sind die Linear- 
abmessungen des einfachen LÜ-Kreises sehr gering, in der Größenordnung von 5 cm. 
Ebenfalls kleine Abmessungen ergeben sich für den besser verwendbaren Topf- 
resonator.. In der Abbildung wurden die an beiden Enden bzw. an einem Ende 
abgeschlossenen Kurzleitungen von A/2 und A/4 Länge (als in Frage kommende 


Tabelle 4.6 Die Daten der einfachsten Hohlraumresonatoren 


'ö 


% 


ATM 2,297, 


ATE 1,407, 


Schwingungssysteme) ebenfalls eingezeichnet. Der bei den Klystrons verwendete 
Hohlraunıresonator ist bedeutend größer; er hat sogar für so kurze Wellen zu große 
Abmessungen. Eine auf 50 cm Wellenlänge abgestimmte Kugel hat einen Durch- 
messer von gleichfalls etwa 50 cm, d. h., sie ist unbrauchbar groß. Wird jedoch der 
Maßstab der Abbildung 1:1 gewählt, so echalten wir unmittelbar die Abmessung der 
auf etwa 5cm Wellenlänge abgestimmten Mikrowellen-Schwingkreise. Wir sehen, 
daß nun der Schwingkreis des Klystrons und die Kugel noch brauchbare Abmessungen 
liefern, während der LC-Schwingkreis oder gar der Topfresonator so kleine Abmes- 
sungen zeigen, daß ihre Herstellung mit der in der Praxis vorgeschriebenen Genauig- 
keit eine Uhrmacherarbeit erfordern würde. 


En 
u 


4.39. Allgemeine Theorie der Hohlraumresonatoren [4.12, 4.9] 

4.39.1. Die Eigenschaften der Eigenlösungen 

Es sei ein durch eine Metallfläche begrenzter Hohlraum gegeben, welcher mit einem 
Stoff mit den Stoffkonstanten eg, u gefüllt ist. Alle Stoffe seien verlustfrei: die Metall- 


fläche sei unendlich gut leitend, das Dielektrikum sei dagegen ein idealer Isolator 


55* 
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(Abb. 4.104). Wir suchen die Lösungen der Gleichungen 
rot H =ejwE, 

rot E= —ujoH, 

mit der Randbedingung nxE =. 


n 


Abb. 4.104 Hohlraumresonator allgemeiner Form. Begrenzungs- 
fläche aus einem Stoff (Metall) von unendlich guter Leitfähigkeit, 
das Dielektrikum ebenfalls verlustfrei 

nxE-0 


Wir verwenden ohne Beweis die allgemeine Behauptung der mathematischen 
Theorie, daß Lösungen nur bei bestimmten Eigenwerten 


kt —=.wleu, se WzEn, de We (1) 


möglich sind und daß sie eine diskrete Folge bilden: 
E,(r) e®t, E,(r) e®#,..., E;(r) eiet, ..., (2a) 
H,(r) ee, H;,(r) ee, ..., H;(r) ee, ... (2b) 


Einige Eigenschaften dieser Lösungen können wir beweisen. 

Die Größe k? — zuwf ist positiv, und damit wird w; reell. Aus physikalischen 
Gründen ist das klar, denn ein komplexes ®; würde eine abklingende oder an- 
wachsende Schwingung bedeuten, was unmöglich ist, da sich im Volumen V weder 
energieverzehrende, noch -erzeugende Vorgänge abspielen. Wenn wir den Beweis 
dafür hier dennoch durchführen, so einerseits, weil dieses Verfahren typisch ist, 
andererseits weil wir auf diese Weise auf einen Ausdruck stoßen, der auch bei einer 
anderen wichtigen Rechenmethode vorkommt. 

Wir gehen von den Gleichungen 


rot H} = —jo;cEf, 
rot E; = —jo;uH,; 
aus, multiplizieren die erste mit —E;, die zweite mit H} und addieren: 


H: rot E; = E; rot H* = —jo;uH;,H* + jw;cE;E?. 
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Da aber 
div(E;,xH}) =H} rot E; — E, rot HF, 
EEE} = — 4) rot H; rot H} 
eo; 
gilt, erhalten wir 
&jo; div (E;x H*) = eu@!H*H; — (rot H,) (rot H;)*, 
d. h., | 
euoz | H;|?® = |rot H;|® + ejo; div (E;, X H}). 
Durch Integration über das Volumen V ergibt sich 


[rot A; dV + ejw; [div (E;x HP) AV 
Ede rss um m u a Ve eu a en (3). 
[az av | 


v 
Es gilt aber nach dem Gaußschen Satz 

[div (E;xH})dAV = (E;XH})dA = $ (nx E;) H}dA. 

v A A 

Die rechte Seite ergibt wegen der Randbedingung den Wert Null, und so erhalten wir 
endgültig 

[rot A;?dV 


14 


fıaz av 
14 


IV 
o 


(4) 


KEN ES 
kt = eu0f = 


Das Gleichheitszeichen gilt nur für .den trivialen Fall H; = 0. Die schon erwähnte 
Wichtigkeit dieses Ausdruckes ergibt sich aus der Tatsache, daß eben dieser Aus- 
druck in der Variationsmethode minimalisiert wird. 

Eine weitere Behauptung, die hier bewiesen werden soll, besagt, daß die zu ver- 
schiedenen Eigenwerten gehörenden Lösungen orthogonal sind, d.h., bei ent- 
sprechender Normierung gelten die Sätze 


ji E;E*dV = 6,; [A:#: IV =6,. (5) 
14 V 


Wir schreiben jetzt die zwei Maxwellschen Gleichungen für die Eigenwerte w; und. 
oa, in der folgenden Form auf: 


rot H, = ju;eE; |—E}; rot H£ = — jo,eErR |—E;; (6a, b) 
rot E, = —jo;uH; |H7: rot E} = juuHT |\H;. (7a, b) 
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Nach Durchführung der angedeuteten Multiplikationen addieren wir zuerst die 
Gleichungen (6b) und (7a), dann die Gleichungen (63) und (7b). So erhalten wir 


div (E,xH}) = —jo;uH;H} + ejoE;ER, (83) 
div (Ex H,;) = jo,uH;H* — ejo;E;E*. ‘ (8b) 


Die durch den Gaußschen Satz in Flächenintegrale umgewandelten Raumintegrale 
verschwinden, und es bleiben 


— 9; ji #H;HrAV +0, [eE;ELAV=0; —o, [uH;H%AV +0; [eE,ELAV = 0. 
V V v v 
(9a, b) 


Diese Gleichungen als Bestimmungsgleichungen für f uH,H?T AV und [ eE;E7 AV 
aufgefaßt, haben nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn die Determinante Null 
ist, d. h., wenn 

0; 


= 0, — o; =, (10) 


08; 
wenn also die zwei Eigenwerte k? und X? gleich sind. Andernfalls gilt 


fdH4aV =0; [eBERdAV =0. (11a, b) 
v v 


Eine interessante Folgerung liefert: der *ziviaie Fall: Es ist X = kl, d.h.i=k, 
und somit 


f „\H;?dV/ = f elE;? AV. (12) 
V V 


Physikalisch bedeutet dies: magnetische und elektrische Energie sind (im Zeitmittel) 
gleich. 


4.39.2. Störungsrechnung 


Die analytische Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen gelingt nur in 
wenigen Fällen, bei den einfachsten geometrischen Formen. In Wirklichkeit sind auch 
dann noch Unregelmäßigkeiten (Löcher, Kopplungsschleifen usw.) vorhanden, die’ 
die Eigenfrequenzen beeinflussen. Die Beeinflussung kann auch beabsichtigt sein 
(Einbau von Schrauben u. dgl. zur Frequenzabstimmung). 

Wir nehmen jetzt an, daß wir die Lösungen in einem gegebenen Hohlraumresonator 
kennen, und versuchen, den Einfluß dieser als Störung aufgefaßten Einwirkung zu 
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berechnen. Als Beispiel behandeln wir zuerst den Fall der deformierten Resonator- 
wand (Abb. 4.105a). 

Wir schreiben die Maxwellschen Gleichungen für den ungestörten und für den 
gestörten Fall auf: 


rot H, = jweeE, |* |E; rot H = jweE |E}; (13a, b) 
rot E, = —joyuH, |* | —H; rot E = —jouH |—H). (14a, b) 


Nach Multiplikation der Gleichungen mit dem jeweils danebenstehenden Faktor, 
Addition, Umformung, Integration und Anwendung des Gaußschen Satzes erhalten 
wir 


pH xE*dA+ $ (H*x E)dA = j(w — o,) ji («EE* + „HH*%) dv. (15) 

a’ A’ y’ 

Das zweite Glied auf der linken Seite ist wegen der Randbedingung Null, da 

(HB xE)dA=—-(nxE)AH5dA=0. (16) 
\ 

Das erste Glied kann in folgender Weise umgeformt werden: 

S(HXE)AA=H(HXEN)dA— H(HXEI)dA. (17) 

A A AA 


Hier ist das erste Glied Null, da auf der Fläche Anx E, = 0 gilt. Es bleibt also 
(Abb. 4.105b) 


—-$ (Hx EI) dA = jo — oo) [ «EE5 + uHH%) AV; (18) 
AA r’ 


woraus das Resultat 


& (H x E5) dA 
0-ıy=j — ai (19) 
J (.EE} + uHH,)AV 


YV’ 


n-E-0O/y 


Abb. 4.105 a) Ursprüngliche und deformierte 
für Resonatoroberfläche. 
Q b) Zur Veranschaulichung der Gl. (17) 
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folgt. Diese Gleichung für die Verschiebung der Eigenfrequenz ist noch exakt, aber 
insofern unbrauchbar, als auf. der rechten Seite die unbekannten Funktionen E(r) 
und H(r) stehen. Eine erste und allgemein übliche Näherung besteht darin, daß wir 
E(r) und H(r) mit E,(r) und H,(r) gleichsetzen und nicht über V’, sondern über V 
integrieren. Dann lautet die Gleichung: 


® (H,x E}) dA 
AA 


wol 8BS | —-—— (20) 
JeEoEg + aH6HS) AV 
v 

Da aber nach dem Energiesatz (Kap. 1.7., Gl. (33b)) 

$(Hı x ES)dA = jo [ (eE,E* — uH,H*) AV 

AA ww 

gilt, erhalten wir für die relative Änderung der Frequenz 

an J ul? — elEu?) AV 

BE DA (21) 


© [wHsl® + elEol®) AV 
V 


Damit haben wir das Resultat vor uns. Diese Gleichung eignet sich zur numerischen 
Auswertung. Auch die qualitativen Schlüsse, die daraus gezogen werden können, 


Abb. 4.106 Eine praktische Möglichkeit zur Verände- 


rung der Frequenz 


sind wichtig. Wenn man z.B. ein Metallstück an einer Stelle hineinschraubt (Abb. 
4.106), wo die elektrische Feldstärke vorherrscht, so vermindert sich die Frequenz. 
Bei Stellen der Maxima des magnetischen Feldes erhält man dagegen eine Frequenz- 
erhöhung. 

Im zweiten Beispiel bestehe die Störung darin, daß die Resonatorwand endliche 
Leitfähigkeit besitzt (Abb. 4.107). Es soll die folgende Randbedingung gelten 


nxE=ZH,, (22) 
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wobei 


1 | 
Z= ee = owWl +Hj)=Rıl +). (23) 
V co+ Jwe 2 


Schreiben wir wieder die Maxwellschen Gleichungen für die zwei Fälle auf, so erhalten 


Eo,Ho 
Wg 
Abb. 4.107 Zur Berechnung der Frequenzänderung in- 


nxEg-0 nxE=ZH. folge der endlichen Leitfähigkeit der Wand 


wir nach der bereits oben angewandten Methode: 

$(HXE)dA+K (HE x E)dA = jo — oo) [teEE5 + „HHS) AV. (24) 
A Ä v 

Das erste Glied ist wegen der Randbedingung gleich Null. Das zweite kann umge- 
formt werden: 

gu;xEBdA=—-HMmxE)H5dA=jlo — w) | (BEE) + uH,HS)AV. (28) 
4 A 1% 


Unter Berücksichtigung der Randbedingung n x E = ZH, erhalten wir 
® ZH,H, dA 
z (26). 


Be ee, 
"  [(eEE% + „HH$) dV 

v 

Als erste Näherung nehmen wir wieder Em E, HH, und H, = H,, da aus 


nx E,= 0 auch nH, = 0 folgt: 


on] —— (27) 
J (E,E; + 4H,H,)AaV 
v 
‚Es sei jetzt 
Z=RH+jX, (28) 
so erhalten wir 
v H,H} dA & H,H, dA 
D—-=jR-—— 4 — X ll. (29) 
[teEsEg+nHHS)AV | (eEsEs +aHsH;)AV 


12 v 
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Es wird also unter Berücksichtigung von Gl. (12) 


$X LH’ dA $dRIH,?AA 
Dreeil — %o od —; D;mag — 4 ——a (30a, b) 
2 [ulHo?dV 2 [ulHuP av 
v v 
Die Zeitfunktion kann demnach in der folgenden Form geschrieben werden: 
eiwt — eilwrtialt — alwrt a-at, (31) 
Die mittlere Energie klingt also nach dem Gesetz 
Wit) = W, e”?« (32) 
ab. Die Joulesche Wärme wird 
der Gütefaktor 
= BE (34) 
TP sie 28 2% 
Unter Berücksichtigung der Gl. (30b) für & erhalten wir 
[ #IHo® ar [ar av 
2 Av y 
(35) 


= nn = 
RIHdA 6 us db |Ho?dA 
$ p 


4.39.3. Erregung der Hohlraumresonatoren 


Ein Hohlraumresonator kann durch eine lineare Antenne, eine Schleife, einen 
Elektronenstrom oder durch Schlitze erregt werden. Wir behandeln die Erregung 
allgemein, indem wir annehmen, daß der Resonator durch die gegebenen Strom- 
dichten Je(r), Jn(r) und durch die ebenfalls gegebene Tangentialkomponente E, auf 
der Verbindungsfläche erregt wird. Wir nehmen die Metallfläche A — A, als verlust- 
behaftet an. 

Wir nehmen an, daß die Eigenwerte und Eigenlösungen 


Erbin. 
H,, H.,,...., H,,... (36) 


1, Ws, ..., Dj; ...; 
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welche zur Begrenzungsfläche A mit der Randbedingung nx E, = 0 gehören, 
bekannt sind. Die Maxwellschen Gleichungen für diesen Idealfall und für den in 
Abb. 4.108 dargestellten tatsächlichen Fall lauten: 


. E,=nxE(aufA, vorgegeben) Abb. 4.108 Ein mit verlustbehafteter Metallwand 
umgebener Hohlraumresonator wird durch die Öff- 


E -ZHen/j-a, nung A, sowie durch die Stromdichten J®, Jm er- 

regt 
—E| rot H} = —jw;cE}; —E?}| rot H = jweE + J®; (37a, b) 
H| rot E} = jo,uH?; H}| rot E= —jouH — J”. (38a, b) 


Nach Multiplikation addieren wir die Gleichungen (37b), (38a) bzw. (37a), (38b) 
und erhalten nach leichter Umformung und Integration 


fie! x m) dA = -jo | eEE?dV + jo; [ „HH? AV — | EJ° AV, (39) 
4 V 14 14 

[(ExH})dA = jo, [ eEE?dV — jo [ uHH*dV — [ H’JmaV. (40) 
A Vv V V 


Wir führen unseren Gedankengang nun mit der vereinfachenden Annahme fort, 
die Metallfläche sei geschlossen und verlustfrei. Wir stellen zunächst die gesuchten 
Funktionen E(r) und H(r) durch folgende Reihen dar: 


E= VA E;; H = ZBH.. (41a, b) 
Jetzt lassen sich die Gleichungen (39), (40) wie folgt schreiben: 
—jo [ ArsE;Ef dV + jo; [| BuH;H?dV = [ EiJ° AV, (42) 
v v V 
jo; [ AeE;E} dV — jo [ B;uH;H? AV = | H}J® AV. (43) 
V V v 


Die linken Seiten sind wegen der Randbedingung, die Raumintegrale mit dem 

Integranden E,E} wegen der Orthogonalität verschwunden. Die Normierung der 

Eigenfunktionen ist durch 

[eE:E} av = [HH aV=1, (44) 

v v 

festgelegt. Wir erhalten also die folgenden Bestimmungsgleichungen für die Koeffi- 

zienten A; und B;: 

—j0A; + jo;B; = | EiJ° AV, (45) 
v 

j0;A; — joB; = | H}Jm dV. (46) 


Y 
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Das Resultat wird somit 


o [| ErJedV +0; | H}ImaV 
Au james me nn (47) 


w* — 


o; [ EJ°dV +0 [ H’JraV 
B; =) er Baer (48) 


Sind nur elektrische Ströme vorhanden, so vereinfachen sich diese Gleichungen 
noch weiter: 


o [ ErJedV 
4; N nee at (49) 
we — wi; 
o; | EiJ°dV 
Bejet u 50 
J er (00) 


Wie zu erwarten, entstehen Resonanzen bei allen Eigenfrequenzen. Auch hier erkennt 
man deutlich, wie wichtig die Nachahmung des gewünschten Feldbildes ist. 

Über diese qualitativen Aussagen hinaus kann man die Integrale bei einfachen 
Erregern exakt auswerten. 

Der Resonator werde durch ein Stromelement I/ e®! erregt, das sich im Punkt r> 
befindet. Die Erregerstromdichte-Verteilung wird also durch LJö(r, — rp) e’“' 
beschrieben. Daniit erhalten wir 


f EX(rg) Uölrg — rp) AVg = E(rp) UI, (51) 
V 


und es ergibt sich 


. ollE?(rp) 


‚E*(rp) U. 
A . ©;E}(rp) u 


bzw. B, =] 


w: — w? we — 


(52a, b) 


Dieser Gedankengang darf nur mit Vorsicht angewendet werden, da eine Ent- 
wicklung. nach (41a, b) nur bei Divergenzfreiheit von E und H möglich ist. 


4.39.4. Mikrowellen-n-Tore 


In der Praxis werden aus den bisher behandelten oder erwähnten Bauelementen Netzwerke 
gebaut, deren Behandlung durch die Einführung der Netzwerkparameter beträchtlich er- 
leichtert wird. Da die. einzelnen Moden in einem Hohlleiter zu Leitungswellen in Analogie 
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gesetzt werden können, stellen wir uns ein n-Tor (Abb. 4.109) vor, das (unabhängige) Fern- 
leitungen als Eingang besitzt. Die elektrischen Verhältnisse am k-ten Eingangsklemmenpaar 


(n) 
\ Abb. 4.109 Ein Mikrowellen-n-Tor. Die Zugangslei- 
y tungen können die Ersatzleitungen eines Hohlleiters sein 


y 
2 s 


(7) 
werden durch die Größen U, und I, beschrieben. Physikalisch gesehen sind aber die hin- und 


rücklaufenden Spannungs- (oder Strom-) Wellen viel bedeutungsvoller. Diese hängen mit 
U,, I, wie folgt zusammen: 


U, = Un er# + Ugerre—= Ur + Ur, (1) 
n ER zZ 

1 er oma U one IE _ U (2) 
Zok 0k Zok Zok 


oder, wenn wir nach Kap. 3.2.6. die (auf Z,) normierten Größen U; fl VZ, bzw. I «VZo einführen, 
u_U,% 
zu Vu Va 


„Vz = —& (4) 


Zu 77 


Wir können die normierten hin- und rücklaufenden Wellen durch die normierten Strom- 
und Spannungswerte ausdrücken: 


(3) 


ut ı[ v, zer 

Ba + YZol. |, 5 
7 [me +9] - 
u 1[U Ya : 
ee ie ) 
Vz al = 


Diese Gleichungen entsprechen den Beziehungen 3.2.6.(54) und (55). Jetzt erweist sich die 
Zweckmäßigkeit und der Sinn der Einführung der Begriffe von V; und V.. 

Der Zustand des n-Tores wird jetzt durch die einspaltigen Matrizen Ut und U- charak- 
terisiert. (Diese Größen sind schon als normiert angenommen!) Man beachte, daß sie von der 
Koordinate z oder, anders ausgedrückt, von der Lage des Bezugsquerschnittes abhängen. Man 
kann diese in verschiedenen Querschnitten gemessenen Größen zueinander in Verbindung 
bringen. | 

Der Zusammenhang zwischen U- und U*+ wird durch die Streumatrix geliefert: 


U- = SU+ (7) 
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oder, ausführlich geschrieben, 


U = 8.101 + Salz Ar SinÜr» 
U =8,0i +820; ++ SgnÜn; (8) 


U, = Sn101 EE Sn2Ü} Hr SnnÜr- 


Den Koeffizienten $;, kann der folgende physikalische Sinn gegeben werden. Es sei U; + 0, 
aber U =0(k + i). Das kann verwirklicht werden, indem das i-te Klemmenpaar erregt wird, 
die anderen Klemmenpaare aber durch angepaßte Impedanzen (am Eingang) abgeschlossen 
werden. Dann gilt 


8, = U;lU; (9) 
bzw. 
Su = UrlU; (Gr). (10) 


Es gelten einfache und interessante Gesetze für die soeben eingeführte Streumatrix bzw. für 
ihre Komponenten. Für reziproke Netzwerte ist S symmetrisch. Da nach 3.2.6. 2) die vom 
n-Tor aufgenommene Leistung 


P = Re (U+*HU+ — U-*#U-) = Re [U+*(1 — S*S) U-] (11) 
ist, gilt für ein verlustfreies (d. h. reaktives) »-Tor: 

1 — S*S = 0, (12) 
d.h., | 
SstS = 1 (13) 


oder für reziproke Netzwerke, wo St —=$ ist, 
SYS 1. (14) 


Wie aus diesen Eigenschaften vermittels Symmetriebetrachtungen die Koeffizienten 
der Streumatrix gefunden werden können, sei an Hand einer einfachen Anordnung nach 
Abb. 4.110 gezeigt. 


29 Zo | 
=> Abb. 4.110 Zur Bestimmung der Streumatrix 
N eines symmetrischen Dreitores 


Wegen der Symmetrie der Anordnung [Sj, = Sa = SI; Sa = Sy = I = Sn = Sa 
3] hat S die folgende Form 


p I t 
S=lt » t|. (15\ 


4.39. Allgemeine Theorie der Hohlraumresonatoren . 879 


Nach Gl. (9) ist p der Reflexionskoeffizient z. B. des ersten Klemmenpaares, wenn (2) und (3) 
durch Z, abgeschlossen sind. Die parallelgeschalteten Zweige (2) und (3) bedeuten für (1) 
einen Verbraucher mit der Impedanz Z,/2. Dann wird aber 


p= Zul — Zu er u e (16) 
Zi + 3 
Aus Gl. (14) folgt: 
ee +l+le=1; pr+pttir=0, (17) 
und so wird t = 2/3. 
Für $S erhalten wir also 
1 2 23 
s-- 2-1 2]. (18) 


2 2 —1i 


G. Allgemeine Strahlungsprobleme 


4.40. Das vektorielle Huygenssche Prinzip 
4.40.1. Berechnung des Feldes aus den Quellen und aus Oberflächenangaben 


Im folgenden beschreiben wir die Gedanken von STRATTON und CHv, nach denen der 
elektrische bzw. magnetische Feldstärkevektor in einem Raumpunkt mit Hilfe der 
an einer Fläche angenommenen Werte dieser Feldstärken bestimmt werden kann. Das 
Ergebnis ist einfach zu deuten und kann für wichtige praktische Fälle benutzt werden. 


Abb. 4.111 Zur Ableitung des vektoriellen 
Huygensschen Prinzips 


Unsere Aufgabe ist also: In einem gegebenen Volumen seien in beliebiger Anzahl 
Schwingungserreger verteilt. Es wird gefragt, welcher Zusammenhang zwischen dem 
in einem beliebigen Raumpunkt meßbaren Wert von E und H sowie den an der 
Grenzfläche angenommenen Feldstärkewerten besteht, wenn die Zeitabhängigkeit 
mit e’®! angegeben werden kann (Abb. 4.111). 

Im Bereich V befriedigen also E und H die Gleichungen 


rt H=J+ jweE, dvH=0, 


rot E= —jwuH, divE=-+. 
€ 
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Durch Bildung der Rotation beider Gleichungen gelangen wir zu den nachstehenden, 
später. noch brauchbaren Beziehungen 


rot rot H — ®H = rot, (2) 
rotret E— ®E = —joud, 
wobei k= wYeu. 


Das Problem soll nun mit Hilfe des Greenschen Satzes 1.14.(33) gelöst werden. Wir 
bestimmen die dort auftretenden Vektoren ® und ı auf folgende Weise: 


S 
I 
S 


u= a= ya. (3) 


Tr 


Dabei bedeutet @ einen beliebigen konstanten Vektor. Da u im Punkte ? singulär ist, 
wird dieser Punkt in der bekannten Weise durch eine Kugel mit dem Radius r, 
eliminiert. Wenden wir den Greenschen Satz an, so wird 


[ | arot rot E — Erot rot «) d/ 
r r 
V-G, 


em Ex rot a — 


ax rot 5) dA. (4) 


Tr 
AytAs+As+ 4 


Hier haben wir die zum Innern zeigende Richtung positiv gewählt. 

Mit dieser Gleichung wollen wir folgendes erreichen: Zuerst sollen mit Hilfe der 
Gleichungen (1), (2) die Werte von J und o ins Volumenintegral an Stelle der Feld- 
stärke E eingeführt werden; dann soll der willkürliche Vektor @ eliminiert werden, 
und zuletzt soll die Kugel um den Punkt P auf diesen Punkt zusammenschrumpfen 
und der Grenzwert des Flächenintegrals berechnet werden. Da 


rot rot ya = grad div (ya) — A(ya), (5) 
a konstant und 

Ay+ky=0; Ay = —k2y (6) 
ist, erhalten wir 

rot rot ya = grad (a grad y) — a Av = grad (agrady) + köya.: (7) 
Beachten wir noch die Beziehung 

rotrot E= —jvou) + RE, (8) 


56 Simonyi 
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so hat das Raumintegral die Form 


1 (ya rot rot E — E rot rot va)dV = [ la(—jwuJ) y — E grad (a grad y)] dv. 


V-6% V-6 
| (9) 
Nun ist aber 
E grad (a grad y) = div [E(a grad y)] — (div E) (a grad y) 
— div [E(a grad y)] — La grad vy. (10) 
€ 


Durch Einführung dieser Identität in Gl. (9) erhalten wir für das mit (—1) multi- 
plizierte Volumenintegral den Ausdruck 


| (ion er grad v) da’ + [ av [E(a grad w)]dV. (11) 
€ 
v-6, v-6, 
Das zweite Glied kann mit Hilfe des Gaußschen Satzes sofort in ein Flächenintegral 
umgewandelt werden: 
f div [E(agrady)]dV = — ir (agrady) EdA = —a f grad y(E dA). (12) 
V-6, ’ Art Ast Ast ArtAstAs+A 


Dieses Flächenintegral setzen wir in die rechte Seite der Gl. (4) zu den übrigen 
Flächenintegralen ein. . 

. Bisher haben wir erreicht, daß auf der linken Seite der Gl. (4) ein die Quellen ent- 
haltendes Integral steht und der beliebige Vektor @ als gemeinsamer Multiplikator 
wirkt. Jetzt können die in den Flächenintegralen auftretenden Größen anders dar- 
gestellt werden: 


(EX rot ya) dA =[EX (grad yXxa)]JdA = [(dAX E)x grad y]la. (13) 
Es ist ferner 

ylax rot E)dA = —jouylax H)dA = joup(dA x H)a.. (14) 
‚Auf diese Weise tritt a überall als Multiplikator auf: 

a [ (jones — 2 grad v) dv 

v6, “ 


—a f [-jvuy(n x H) + (nxE) x grady + (nE)grady]dA4; dAA=ndA. 
AıtArtAstäo | 
(15) 
Da a ein beliebiger Vektor ist, muß sein Faktor auf der rechten Seite und auf der 
linken Seite identisch sein. Wenn wir das Flächenintegral über die Kugeloberfläche A, 
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von den übrigen trennen, so erhalten wir 


[ I-ijouptn xH) + (nx E)xgrady + (mE) grad y] dA 


A 


- ioees - Z grad v) dv 
e | 
V-6 


— [ I-ioupin xH) + (nx E)x grad y + (mE) grad y] dA. (16) 


Aı+As+As 


Es werde nun untersucht, wie sich das über die Kugelfläche erstreckte Integral 
verhält, wenn die Kugel auf den Punkt P zusammenschrumpft. 
An der Kugelfläche beträgt, da r? = n ist, 


—jkr 1 —jkr, 
grad ( = -(# + En z n. (17) 
r r=r 


u) u) 


Setzen wir diesen Ausdruck in die Flächenintegrale ein und nehmen an Stelle von dA 
den Wert r5 d2, wobei d2 der Raumwinkel ist, so wird 


[ I-ijoupn x H) + (nx E)x grad y + (mE) grad y] dA 


Av 


= je” [[oumxH) + kmx E)xn + kinE)n] da 
Q 
— ern [ [mx E)xn + (mE)n]d2. (18) 
2 


Verwenden wir die sich aus 

nxE)xn= (nn)E— (nE)n (19) 
ergebende Beziehung 

E=(nxE),xn er (nE) n, (20) 


so kann das obige Integral mit Hilfe des Mittelwertsatzes in folgender Form dar- 
gestellt werden: r | 


[ T-ioryin xH) + (mx E) x grad y + (mE) grad y] dA 


Av 
—= —jAnr, er) (vun XH + kEymitteı — Ir ET" E mitte (21). 


Die einzelnen Größen müssen dabei mit ihrem auf die Kugelfläche bezogenen Mittel- 
wert eingesetzt werden. Strebt r, gegen Null, so hat das erste Glied.den Grenzwert 


56* 
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Null, das zweite Glied aber liefert den im Punkt P angenommenen Feldstärkewert. 
Das Endergebnis lautet also nach (21) und (16): 


1 5 jtut—kr) jtot—kr) 
E= | [jew s — 2 grad \ar 
T Tr 
J 


E Tr 


1. 
+ |-ien nxH) 
dr ; r . 


AıtAstAs 


+(nx E)x grad 


+ (nE) grad 


‚oitwt—kr) Hwt—kr) 
e e” 


Auf ähnliche Weise erhalten wir den Vektor H: 


1 f eilwt— kr) 1 eilot-kr) 
= — Jx grad dV/ + — jwein x E) 
ru Ar r 
v 


rT 


Aıt+Ast+As 


+ (nxH)x grad + (nH) grad 


jtot— kr) j(wt— kr) 
e e | (23) 


4.40.2. Veranschaulichung des Ergebnisses mit Hilfe elektrischer 
„und magnetischer Flächenstromdichten 


Wenn wir die obigen Beziehungen betrachten, sehen wir, daß in den Formeln für E 
und H das elektrische bzw. magnetische Feld des im Flächenintegral auftretenden 
Vektors (n x H) dA ebenso berechnet wird wie das Feld des Vektors J dV. Dies kann 
so gedeutet werden, als ob Flächenströme der Größe (nxH)=K, in der Fläche 
flössen. Wird das Feld außerhalb des Volumens V gleich Null angenommen, dann 
realisiert an der mit der Grenzfläche von Y zusammenfallenden Fläche die durch 
an xH) = K, bestimmte Flächenstromdichte den Sprung der Tangentialkomponente 
des Magnetfeldes von 0 bis zum vorgeschriebenen Wert H,. 

Der Vektor (n x E) dA dagegen liefert ein elektrisches Feld, das dem Magnetfeld 
des Vektors JJ dV entspricht. Das magnetische Feld von (ax E) dA wird ähnlich 
berechnet wie das elektrische Feld von JdV. Wenn magnetische Flächenströme 
existieren könnten, würden sie ein derartiges Feld erzeugen. Durch Einführung einer 
„magnetischen Flächenstromdichte“ (ax E) = —K,„ kann somit ein Glied des 
Flächenintegrals als die Feldstärke bestimmt werden, die das elektrische Feld der auf 
der Fläche verteilten strahlenden Magnetstromelemente charakterisiert. Die Größen 
(nE) dA bzw. (nH) dA werden wegen ihrer Analogie zu oe dV als elektrische bzw 
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magnetische Flächenladungen (o./e) dA bzw. (om/#) dA gedeutet. So können also die 
außerhalb des Volumens V liegenden Quellen durch die an der Grenzfläche gedachten 
fiktiven Flächenstromdichten bzw. Ladungsdichten | 


K,=nxH; Kn=-nxE; 0. = e(nE); Om = ulnH) (24) 


ersetzt werden. 


4.40.3. Die Ausstrahlungsbedingung 


Um den gesamten Raum in die Betrachtungen einzubeziehen, schieben wir die 
äußere Begrenzungsfläche in Form einer Kugelfläche ins Unendliche hinaus. Die 
äußere Normale wird —n = r°. Das auf diese Fläche genommene Flächenintegral im 
Ausdruck für-E (Gl. (22)) kann jetzt folgendermaßen geschrieben werden: 

ejtwt-kr) 5 eitet—kr) 


1 
— - jou -(nxH) + (nxE)x grad 
Ar r 


As: 


iwt—kr) 
+ (nE) grad = | dA= 2. ® font xH) 
r Ar 
ds 


ejlwt—kr) 


Tr 


1 ER jtot— kr) 
hen mar | +el - eh (25) 
As 


Dieses Integral verschwindet für r — oo jedenfalls dann, wenn 


- (ie + = [r? x. (0° x E) — (mE) 2 
r. 


lim rE endlich 


T>% 


und 


lim r & xH+ V- | = 0 (26) 
T>% u 


ist, d.h., E geht wie 1/r gegen Null; außerdem müssen die Feldstärken der Aus- 
strahlungsbedingung genügen: 


"xu+]/ur>0 
: u 
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also 


B+-/# ("xH). (27) 
€ 


Entsprechend muß für H aus Gl. (23) gelten: 
H- V: ("x E). (28) 
| u 


Diese Bedingung besagt, daß sich die Feldstärken in sehr großer Entfernung von 
allen Strahlungsquellen wie sich ausbreitende ebene Wellen verhalten müssen. 

Sind nun in einem Raum, der nur von der ins Unendliche entfernten Fläche A, 
begrenzt ist, räumliche Strahlungsquellen gegeben, so verbleibt von den Gleichungen 
‚(22) und (23) jeweils das Volumenintegral: 


= jkr 
E= — — le5 _— — = grad - = dv; (29) 


1 Rn 
H = = [”* grad dV. (30) 
‚4r 


Die erste Gleichung ist mit 
0A 
E = —u — — grad 

u Pr grad 


identisch, wenn die Ausdrücke für A und p in Kap. 4.5. und die Vorzeichendifferenz 
der Gradientbildung nach ? bzw. Q berücksichtigt werden. Die zweite ist mit 
H = rot A gleichbedeutend, wenn 4.5.(25) berücksichtigt wird. Aus (30) folgt 
übrigens auch 4.7.(10). 

Mit Hilfe der Beziehung div J = —jwe kann die Ladungsdichte eliminiert werden: 


J ejkr e-ikr 
E= 3 = + (div J) grad | dAV. (31) 
r r 


Arwe: 
V 


Diese Gleichung kann in die folgende Form umgeschrieben werden: 


| if Br 
Es TagraaT 7 4 27 av. (32) 
Tr 


Are ' 
172 


Um dies zu beweisen, wenden wir die adäquateste Symbolik an (ein Vektor v wird 
durch seine Komponente »; symbolisiert; außerdem bedeuten zwei gleiche Indizes 
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automatisch eine Summation): 


— jkr — jkr z — jkr 2 —jkr 
(div J) grad ° (2) (2° )-( ne ) 4 


r 0x Jon, r 0%, 0%  r 02; 0% T 


Bei Integration über den ganzen Raum verschwindet das erste Glied, da es in ein 
Flächenintegral umgeschrieben werden kann; das zweite Glied ergibt das gewünschte 
Resultat, da 


02 ejkr ekr 
:J, a re J. 
0%; 0% r 


Wenn wir jetzt alle im Endlichen liegenden Strahlungsquellen mit einer Fläche 
umhüllen, können die Feldstärken außerhalb dieser Fläche durch die Werte an der 
Fläche selbst ausgedrückt werden: 


eilot- kr) 


. 1 ellwt—kr) 
E e®! = — ® EZ nxH + (nxE)x grad 
4r r 
A 


ilwt— kr)” 
+ (nE) grad . | d4; 
r 
| (33) 


ejlwt— kr) 


H ei"! — 


1 eilwt-kr) | | 
® jocon xE) + (nxH)x grad 
r 


T ©. 


Jwt— kr) 
+ (nH) grad = | dA 


Damit haben wir das Huygenssche Prinzip mathematisch formuliert und die Lösung 
des vektoriellen Beugungsproblems angegeben. 

Jetzt wollen wir noch einen Ausdruck für die Feldstärken in großer Entfernung 
von allen Erregern bzw. von der die Erregung ersetzenden Fläche A finden. In 
großer Entfernung gilt |r| = |rp — ro| * |rp|. Im Nenner rechnen wir also mit 
diesem Wert. Die Phase kann sich dagegen stark verändern. Wir schreiben also 
e-ikt _ e-ikrr eikro, Wenn man den Vektor k = kr? einführt, wo r? = (r, — ry)/ 
|rp —rg| %& Tr ist, so lassen sich die Gleichungen (29) und (30) wie folgt schreiben: 


E = _ JUL Se [J = (Jr®) r0] eikror® AV 
Arrp v j 
= —) aan e-jkrr f y! X (J X r?) ejkror’ AP; (34) 
4rtrp j v 


= —e 
Arrp 


H=-% e-ierr f y“ (I x rd) eifre QY;k = kr?, 1? = r/|r]. 
€ 
V 
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Der Beweis ist elementar, aber etwas umständlich. Man kann nämlich das erste Glied des 
Integranden in Gl. (32) folgendermaßen umschreiben: 


e-ikr —jkr - jkr 
[7 oe )=4 7) (-*-)° a or 08 . 
Tr f 


aa. dx; r 0x, r 0%; r 0%, 0% r 
_(„_ [act Ho a] era 
& r]) lo: 0 0 r 0, r 00 0%; r 00%, 0m r 


EI RA en 2 NE 
_ 3 r rd 


Diese letzte Gleichung gilt auch, wenn der Index i durch / ersetzt wird. Beachtet man dies 
sowie den Zusammenhang 


und streicht man alle Glieder von höherer Ordnung als 1/r, so erhält man 


' . Jn =® 
02,00 r OX; r r 


(Jırt) ri. 


Diese Gleichung bedeutet aber in der gewöhnlichen Vektorschreibweise 


e-jkr 
L2 


(Jr?) r®. 
r 


Die Gleichungen (33) nehmen für große Entfernung die Form an: 


j —jkrp RR 
E="— [[-iou(n x H) + ikin x E)X 7? + jkinE)r?] eitre' dA, 
Arrp Ä 
il.-a-jkrp PS 
a Ln [ mx E) x: + (nE) r? — y* (n x m| eitro dAg. 
Arcrp € 
A R 
—jkrp : 
H = — [oem x E) + (mx H)x jkr? + (nH) jkr?] ee" dAg 
Arrp Ä 
jkemikre ( ee ®; ling 
_- (nXxH)xr®+.(nH)r + |/— (nx E)| e”" dAg. 
Arrp u 


Man sieht leicht ein, daß beide Formeln solche zusammengehörenden Werte ergeben, 
die der Ausstrahlungsbedingung genügen, also tatsächlich sich ausbreitende ebene 
Wellen darstellen. 
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4.40.4.: Das Streuungsproblem 


Das Problem der Streuung kann im Fall von unendlich gut leitenden Körpern 
beliebiger Gestalt auf eine Integralgleichung zurückgeführt werden. Diese Integral- 
gleichung ergibt die Flächenstromdichte. In Kenntnis der Flächenströme kann dann 
das Streufeld bestimmt werden. Wir schreiben das magnetische Feld als Summe des 
einfallenden Feldes und des Streufeldes (Abb. 4.112): 


1 f er 

H=H:ı H=—-Hi+ = K.x grado = = dAAo- (35) 
A 
Er 
N = 
—l) (SC) Abb. 4.112 Zur Aufstellung der Integralgleichung 
— =  fürdie Bestimmung der Flächenströme und daraus 
—— a des Streufeldes bzw. des Gesamtfeldes 
“ \ 
Im Innern des Streukörpers V wird das Gesamtfeld Null 
1 enikr 1 e-ikr 
H, +. — Ko x grad, dAg == Hr —— Ko x gradp dA, = 0 
4r r 4n r 
A A 

(d auf A, Pauf A). (36) 


Die Gleichung wird etwas komplizierter, wenn wir auch den Punkt P auf der Fläche A 
wählen. Beim Durchgang durch die Fläche in Richtung der Normalen tritt dann 
nänlich für den Ausdruck 


EraEz bd Ko x grad, dAo 
4r r 
4A 


ein Sprung von der Größe 


—Kp Xn 
auf. An der Fläche selbst ergibt der obige Ausdruck den Mittelwert des äußeren und 


inneren Wertes. Das Feld im Innern ergibt sich, wenn wir (-K,x.n,) (1/2) von dem 
Integralausdruck abziehen: 


1 . 
Hi, — = ® Ko x grad? 
Ar : 


e- 


jkr 1 
dAo + 2 Kr m = ®. (37) 
r S 
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Wenn wir diese Gleichung mit n» von links vektoriell multiplizieren und die Be- 
ziehung 


np X [Kr x np] = (npn,) Kr — (Koınp)n, = K, 


benutzen, erhalten wir unser Endresultat: 


1 1 —ijkr 
> Br + Dex [Ro x era, — \d4o = nr x Mi. (38) 


Damit haben wir eine Integralgleichung für die Bestimmung von K vor uns. 

Man kann eine Integralgleichung für die unbekannte Flächenstromdichte auch 
durch die Randbedingung für E aufstellen. Das Streufeld E* läßt sich mit Hilfe 
von K nach GI. (32) wie folgt ausdrücken: 


j e-Jkr. e-jkr 
Er = — f Tim  K+12K | dA. 


Are r 


Die Randbedingung wirdnxE=nx (Ei + E*) =0,d.h., 


1 e-ikr —jkr 
nXx E' = —n\X E’ — J fr X [ram T K — IK S | dAo- (39a) 


Arwe T 


Damit haben wir wieder eine Integralgleichung vor uns. 


‚Auf eine. Integralgleichung kann kuch das Problem der Streuung an einem Körper aus 
isolierendem Material zurückgeführt werden. Schreiben wir nämlich die erste Maxwellsche 
Gleichung in der Form 


rot H = jweE = jwe,E + jw(e — &,) E = jws,E + Jp, 


so kann Jp = jw(e — &,) E als eine eingeprägte Stromstärke betrachtet werden. Die Lösung 
nach Gl. (32) lautet dann 


SC ] - v} El : d gerad a 
E = rer /(® Jp 7 + Tar r Ir) av. 
0 


Y 


Es gilt somit für das Gesamtfeld 


e-ikrre er 


+ (er, — 1) Tor r E(r,) AV. 


Eirp) = Eile) + f Bee, — 1) Ein) 


Y 
(39b) 
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4.40.5. Das Beugungsproblem - 


Auf Grund unserer bisherigen Untersuchungen betrachten wir das Diffraktions- 
problem in folgender einfacher Formulierung: Es sei eine unendliche Ebene und in 
dieser eine Öffnung gegeben, in der das Feld als bekannt angenommen wird. .Nun 
wollen wir mit Hilfe der Beziehungen 


1 ejtot-kr) 
Eeivt — 4 I=ion ee (nxH)-+(nxE)x grad 
A 


eitwt —- kr) 
E d aA 
+ (mE) grad | en 


ellot- kr) ejtwt-kr) 


1 
H ei! = = or xE) - + (nxH)xgrad — 
Arc | r 
A 


Y 


eilwt—kr) 
+ (nH) grad | dA 
r 
das Feld berechnen. Unsere Beziehungen für E und H können nicht ohne weiteres für 
diesen Fall angewendet werden. Die elektrischen und magnetischen Ersatzstrom- 
dichten müssen die Kontinuitätsgleichung befriedigen. Die die Öffnung begrenzende 


Abb. 4.113 Zur Bestimmung der elektrischen 
und magnetischen Linienladungen 


Kurve muß nach KoTLe£r mit einer elektrischen und einer magnetischen Linienladung 
an den Stellen versehen werden, wo die Stromdichtelinien ausgehen bzw. münden. 

Die Begrenzungslinie der Öffnung sei durch die in Abb. 4.113 dargestellte Kurve 
bestimmt. Die von einem beliebigen Punkt dieser Kurve ausgehenden bzw. dort 
mündenden elektrischen oder magnetischen Flächenstromdichtelinien verursachen 
eine Änderung der Ladung. Diese ist gegeben zu | 


EN: ö 
n,(R.ı = K.;) rn Er = )]@0e; | 
(41) 
0 . 
N, (Kaı — ma) = — Zr — )]0gn; | 
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wobei g, und q„ die auf die Längeneinheit bezogenen Ladungen sind. Da im Innern 
der Öffnung die Magnetstromdichte n x E, und die elektrische Stromdichte n x H, 
beträgt, das Feld aber und damit auch die Stromdichte außerhalb der Öffnung nach 
Voraussetzung Null wird, kann die elektrische bzw. magnetische Linienladung durch 


1 1 1 1 
—4. = — NKı = —nınxH) = — (nXn)H, = — Hl (42) 
Io Io Jo Jo 


Im = — El (43) 


bestimmt werden. Mit Hilfe dieser Beziehungen wird die elektrische bzw. magne- 
tische Feldstärke durch folgende Zusatzglieder erweitert: 


B=- ® — (H, dl) grad °—, 
Arejw r 
L 
i mr (44) 
H, = ® ER (E, di) grad . 
Irjou r 
L 


Das Strahlungsfeld dieser Linienladung muß noch berücksichtigt werden. Es kann 
bewiesen werden, daß letzteres in Richtungen, die zur Öffnung nahezu senkrecht 
verlaufen, vernachlässigt werden kann, so daß wir nun mit dem Strahlungsfeld der 
durch die Gleichungen 


K,=nxH,; Kn=—nxE (45) 
bestimmten elektrischen und maghetischen Flächenstromdichten rechnen können. 
Im folgenden wollen wir mit Hilfe dieser Näherung zwei Fälle berechnen: das 


Strahlungsfeld eines Koaxialkabelendes und das Strahlungsfeld einer Huygensschen 
Quelle. | | 


4.40.6. Ausstrahlung eines Koaxialkabelendes 


In der ringförmigen Öffnung (s. Abb. 4.114) wird das Feld in erster Näherung als dem 
Felde des offenen, unbelasteten Kabelendes gleich angenommen. Mit einem magne- 
tischen Feld wird also nicht gerechnet. Die elektrische Feldstärke beträgt 


U 
2a 


1 
BE, = —. (46) 
Q 
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Ihr entspricht auf Grund der Gl. (45) eine gleich große, jedoch in der Richtung 
verlaufende magnetische Stromdichte. 
Der magnetische Hertzsche Vektor wird nach Abb. 4.114 


eikr 
uf f cos 9’K ode do’. (47) 
— imdru | 


g=0 0=p 


Abb. 4.114 Zur Berechnung der Aus- 
strahlung eines Kabelendes 


Uns interessiert nur das Fernfeld. Dafür gilt die schon oft benutzte Beziehung 
r=R-— oesind cos. (48) 
Wir nehmen weiter an, daß ko <£ 1. Es wird also 


COS OR p ea0 o do ek R- esindcosp’) dp’ 
In & aa R 


Im = — — 


SITBIER U - 1 e-jkR f [ COS o eikesindcosp’ do do’ 
In jw4ruR Bi 
Pi 
U ee | 
= — Br y- fa + jko sin 9 cos 9’) cos p’ do dp’. (49) 
In a Fr BE 
Pi 


Hier haben wir-auch die Näherungsformel 


eikesindcosp 1 + jko sin 9 cos o 


benutzt. 
So ergibt sich als Endformel 
1 jkR f 
In =—-- 2 | je er sin ® (02 — 05); (50) 
> ee a 


L4E 
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woraus die elektrische Feldstärke E durch die Beziehung 
E = — ujo rot I (51) 
folgt. Es wird also 


1 2 el U 1 | 
Es; = ujw —— (Rsin dII)) = —kuo V: — (0? — 0?) — sin # e”*R, 


Rsin® OR da. © R 
Pi (52) 
Die Komponente H, ergibt sich einfach durch die Beziehung H, = Yeln Es: 
-jkR 
H,= 2 — (&— od) sins® (3) 
In — 
Bi 


Die ausgestrahlte Leistung ergibt sich jetzt in bekannter Weise durch Integration 
des Poyntingschen Vektors: 


j 2772 2 

pP mul A (54) 
360 (22 Inoujeı 

wobei 


A=r(lo — 05) 
die Größe der strahlenden Fläche bedeutet. 


4.40.7. Ausstrahlung einer Huygensschen Quelle 


Als zweites Beispiel möge ein aus einer ebenen Welle ausgeschnittenes Flächen- 
‚element, eine sogenannte Huygenssche Quelle, untersucht werden (Abb. 4.115). 


Abb. 4.115 Elementare Huygenssche 
Strahlungsquelle 


4.40. Das vektorielle Huygenssche Prinzip 895 


In diesem Fall muß mit dem Strahlungsfeld eines elektrischen Stromelementes 
K., dedy = —H°dedy = —E! \- dx dy (55) 
u 


und eines magnetischen Stromelementes 
Kn, dedy = — El de dy (86) 


gerechnet werden. Das Feld muß also aus folgendem elektrischen bzw. magnetischen 
Hertzschen Vektor nach Gl. 4.9.(20a, b) abgeleitet werden: 


1 1 K.,.dedy er 1 1 Kar de dy, 


IL = R. JM —= — FIRE, (57) 
Are )jw. R z Aru jo R 
Es ergibt sich also das resultierende Fernfeld zu 
Ei dxd 

B=] e)kR (cos p cos ® + 08), | 

0 R Da) 

Y ik 

5, = EEE (ing + sing cos d). | 


Die entsprechenden magnetischen Komponenten erhalten wir nach Division durch 
Yule. Das resultierende elektrische Feld wird in der Ebene g =0 


E2 dx dy u 
IE) = IR [1 + cos]; E,=0. (59) 
Für %=0, d.h. in der Fortpflanzungsrichtung, erhalten wir den größten Wert 
E, = E®. dx dy/AR. In Gegenrichtung ist das Feld Null. 

Der elektrische Flächenstrom strahlt, für sich betrachtet, nach beiden Richtungen. 
Aus dem zueinander senkrechten elektrischen und magnetischen Strom ergibt sich 
aber eine Strahlung nur nach einer einzigen Richtung. Das Feld von größeren 
Öffnungen mit bekannter Feldverteilung kann in solche elementaren Huygensschen 
Strahlungsquellen aufgeteilt werden. Auf diese Weise kann auch das Feld einer in 
eine endliche Öffnung einfallenden ebenen Welle oder eines Hornstrahlers berechnet 
werden. 

Bei einer endlichen Huygensschen Quelle mit den Abmessungen a, b sei die Lage der 


Elementarfläche dx’ dy’ durch den Punkt Q(R’,9 = r/2, 9) charakterisiert. Für das Fernfeld 
kommt nur der Phasenunterschied der Elementarflächen zur Geltung, d.h., 


nl) 
E,=j nn e-kR (cosp cos® + cos) 2 ekRoR, A, (60) 
wo R, den zum Punkt P zeigenden Einheitsvektor bedeutet. Es wird aber 
RoR, = (R’ cosp’e, + R’sing’e,) (sind cospe,—+ sind singe, + cosd#e,) 


= R cos’ sind cosp + R sing’ sin®sing=r’sindcosp + y’ sind sing. (61) 
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Es wird also . 


+aj2 +bj | 
[eikz’sindcosg giky’sindsing] da’ dy’ = ab sin [(ka/2) sin 9 cos 9] sin [(kb/2) sin 9 sin @] 

“  (ka/2) sind cos (kb/2) sin ® sin 
—al2 —b/2 


d.h. 


. Ed ab e-)kR sin [(ka/2) sin # cos 9] sin [(kb/2) sin 9 sin 9] 
Le EN See EN RN ID AR, 
a EIERN mare Wand 


(62) 


Wenn man die Ausstrahlung der offenen Enden eines Wellenleiters berechnen will, so muß 
man beachten, daß die einzelnen Flächenelemente der Feldstärkeverteilung entsprechend unter- 
schiedliche elektrische bzw. magnetische Stromdichte besitzen. Außerdem muß man mit einer 
Reflexion rechnen; eine Annahme der ‚„‚Leerlaufverteilung‘‘ würde nämlich im allgemeinen zu 
recht ungenauen Ergebnissen führen. Für die Transversalkomponenten gelten die Gleichungen 


Er=(1+PVEi; Hr=(l-pH; Hi=Ze,xEi. (63) 
Aus diesen Gleichungen folgt sofort 


p 
e,X Er. (64) 
I+p . 


Das Flächenelement dx’ dy’ im Punkt Q(R’, 9 = r/2, p°) ist mit der elektrischen Stromdichte 
e,X<Hr(R,) und der magnetischen Stromdichte —e, x E7(R,) versehen, deren Wirkung im 
“Punkt R,(R,d,o) mit dem Phasenfaktor eikReR, zur Geltung kommt. Die Ausführung ist 
elementar, aber umständlich. 

In Tabelle 4.7 sind die Ergebnisse dieses Kapitels zusammengestellt. 


belle 4.7 Zusammenstellung der Wellenfelder der wichtigsten Strahlungsquellen 
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5. Abschließende Übersicht 


In der einleitenden Übersicht haben wir die. Elektrodynamik in 
Teile zerlegt, und diese Teile wurden tatsächlich im ganzen 
Buch getrennt behandelt. In diesem letzten Teil möchten wir 
ihren Zusammenhang, ihre Einheit hervorheben und die iden- 
tische mathematische und physikalische Betrachtungsweise 
zeigen. 

Mit der relativistischen Elektrodynamik erreicht die klas- 
sische Elektrodynamik ihren Höhepunkt: Abgeschlossenheit 
und Vollkommenheit. | 

Die in die Formelsprache der Mechanik übersetzten Max- 
wellschen Gleichungen führen uns in die den klassischen 
Rahmen sprengende Quantenelektrodynamik hinüber. 


5.1. Die Einheit der Maxwellschen Elektrodynamik 
5.1.1. Die physikalische Einheit 


Die Bedingung der Quasistationarität. Im bisherigen haben wir die statischen, 
stationären, quasistationären und Wellenfelder getrennt behandelt. Die. statischen 
und stationären Felder können einfach und eindeutig von den anderen Feldern abge- 
grenzt werden: Man nimmt alle zeitlichen Änderungen zu Null an. Die quasi- 
stationären Felder wurden dadurch von den Wellenfeldern abgegrenzt, daß die:Ver- 
schiebungsstromdichte in der ersten Maxwellschen Gleichung vernachlässigt, da- 
gegen die Änderung des Induktionsvektors in der zweiten Maxwellschen Gleichung 
berücksichtigt wurde. Bei dieser Trennung wurden die geometrischen Abmessungen 
nicht in Betracht gezogen. Tatsächlich aber spielen die geometrischen Abmessungen 
eine entscheidende Rolle, was sowohl aus den einfachsten physikalischen Betrach- 
tungen als auch aus den quantitativen Resultaten der Antennentheorie folgt. Wir 
haben z. B. das Resultat erhalten, daß der Strahlungswiderstand einer Halbwellen- 
antenne unabhängig vom Absolutbetrag der Wellenlänge immer gleich 73,2 02 ist. 
Daraus folgt, daß mit einer geeigneten Antenne ein Strahlungsfeld beliebig kleiner 
Frequenz realisiert werden kann. 

Im folgenden untersuchen wir den Einfluß. der Geometrie; wir wollen feststellen, 
unter welchen Voraussetzungen die Formeln für die konzentrierten quasistationären 
Parameter noch gültig sind und wie diese zu den genauen Formeln für die Strahlungs- 
widerstände führen. Wir wollen also die Netzwerkparameter mit den Strahlungs- 
widerständen in Verbindung bringen [1.18]. 

Wir gehen von dem allgemeinen Ausdruck des Skalar- bzw. Vektorpotentials aus: 


p(rp) ei"! 2, so Kat=in Po, (1) 
0 

A, | ee lern dVo. (2) 
V 


Hier bedeutet r den Abstand zwischen dem Laufpunkt Q und dem Aufpunkt P. Wir 
haben dabei die Zeitfunktion sinusförmig, angenommen; bei einer gegebenen Geo- 
metrie hat nämlich die Frage, ob wir es mit quasistationären Feldern oder mit Wellen- 
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feldern zu tun haben, nur bei einer bestimmten Frequenz einen Sinn. Entwickeln wir 
den exponentiellen Ausdruck in eine Reihe, dann erhalten wir für das Skalar- bzw. 
Meer 


Are, T 
V 


en (3) 
TEI 
V 


J(E,n,. 1k | 
Aw) = / zu dv. ji IEn0dV 
V 


1% 


1.2 
u [sen Drdot-. (@ 


T 
14 


Die ersten Glieder der Entwicklungen stellen offensichtlich die statischen bzw. 
stationären Potentiale dar. Die zweiten Glieder ergeben nach der Integration einen 
konstanten Wert, der also bei der Gradient- bzw. Rotationsbildung herausfällt. 
Entsprechend dem Ausdruck | 


E = —-gradp — jwA (5) 


für die elektrische Feldstärke spielt zwar auch eine konstante Größe eine Rolle. 
Wenn man aber die Größenordnung untersucht, so sieht man, daß hier der Faktor 


Yoho = uch? = y& k?2 au k? (6) 


€ 


vorkommt, der der Größenordnung des dritten Gliedes entspricht. Für das dritte 
Glied in (3) kann folgende Beziehung aufgestellt werden: 


er (z) o(&,n,Ö) dv,|< v= ) 1 Ferne Aare o(d,n, Ya ar). (7) 
Are, A r j2 Are, r | 
v 5 | 


Wir sehen also, daß das dritte Glied im Verhältnis zum ersten vernachlässigt werden 
kann, wenn r„.x & A, d. h., wenn der maximale Abstand des Aufpunktes von einem 
Ladungs- bzw. Stromelement klein im Verhältnis zur Wellenlänge ist. Damit haben 
wir die Bedingung für die Anwendbarkeit der quasistationären Auffassung fest- 
gestellt. | 

Vom Transformator zur Sendeantenne. Untersuchen wir jetzt bei einem einfachen 
Stromkreis (Abb. 5.1) die physikalische Bedeutung der weiteren Glieder der Reihen-. 
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entwicklung in den Gleichungen (3) und (4). Bei Gleichstrom treibt der Generator 
einen konstanten Strom durch den Kreis, dessen magnetisches Feld entsprechend dem 
Biot-Savartschen Gesetz zu berechnen ist. Im quasistationären Fall stellt diese 


dd, 2 
Us I Abb. 5.1 Zur Veranschaulichung des Über- 
N22 ganges ‚‚Transformator — .Sendeantenne— 
Empfangsantenne“ [5.1.] 
d % dl; 


Schaltung einen Transformator dar. Untersuchen wir jetzt auch quantitativ, wie 
dieser Transformator in eine Anordnung ‚Sendeantenne— Empfangsantenne‘“ über- 
geht. Dazu gehen wir von der V. Maxwellschen Gleichung aus: 


J=yE+B); E=2-E. (8) 
Y 
Nach Gl. (5) wird: 
J 
E. =— +gradp + jwA. (9) 
y 


Wir integrieren beide Seiten längs des Kreises (1) bzw. des Kreises (2): 
J j | 
Veh dh +0 +io hAdh, (10) 
1 * 1 

[ J | 

O-DZ dato tiv Ach, 11) 
14 
2 2 


Hier muß man natürlich die retardierten Potentiale einsetzen. Das Linienintegral 
entlang einer geschlossenen Linie eines Gradienten wird auch jetzt Null. Die Linien- 
integrale der Vektorpotentiale werden der Reihe nach 


p4 dZ, ea P [6% Iahı(s Iahılsi) , e-ikru “ di, 
rıı 
+ d P& Ioofa(se) 9) e-ieris u di, (12) 
r12 
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A dl, = Mo Inf (1) e-ikra di, dl, 
Arc Yoı 
+ 4 Is. Ko Tgafz( Iofa(s2) e-ikra “| dl,. | (13) 
Ta 


Wir haben diese Gleichungen ganz allgemein geschrieben. Es wurde keine spezielle 
Stromverteilung angenommen. Die Verteilung wird durch die Ausdrücke 


Tah(sı); Igefz(s2) (14) 


beschrieben. Hier bedeuten s, und s, die Abstände von einem beliebig angenommenen 
"Nullpunkt entlang der ersten bzw. der zweiten Linie. Führen wir jetzt die folgenden 
Beziehungen ein: 


ler fı(sı) du, + "$ 16% Bo his hlsı) e-ikru “| dl, = 2; (15) 
Ar rı 
1 
pe f2(s2) dl, t jo $ fr Mo fl) iur " Al, = Zu, (16) 
Asy Ar upr) 
2 2 2 


Jong ® k f2(s2) e-jkrıa “| di, = Zi, (17) 


Ar Yıa 
1 


wen -$ Kicı fı(s1) (S}) e-Jkra | di, => Zu; (18) 
"51 


‚so können wir mit den hierdurch definierten Impedanzen die Grundgleichungen 
in der folgenden einfachen Form schreiben: 


ÜUc= IgıZıı + IaZı2; (19) 
0 = IyZaı + Inden. (20) 


Wir betrachten jetzt nur den Kreis (1) und sehen von der Anwesenheit des 
Kreises (2) ab. Einfachheitshalber nehmen wir die Stromverteilung als konstant an. 
Gleichung (19) kann dann in folgender Form geschrieben werden: 


CE ET X Feier ara) (21) 
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Entwickeln wir wieder den exponentiellen Ausdruck in eine Reihe und trennen die 
reellen und die imaginären Glieder voneinander, so erhalten wir 


Ho ei" kir2 Kir 
_ ard= le ee ea 
re dhe-|: ETABFT ri 
here — + \® di. (22) 


Mit Hilfe des reellen Teils kann eine Induktivität definiert werden, die zu einer 
wattlosen Leistung führt. Der imaginäre Teil ergibt aber, mit jo multipliziert, einen 
reellen Wert, was zu einer effektiven Leistung führt. Dadurch kann der Strah- 
lungswiderstand definiert werden: 


ker?  Kör® a f 
Rstranlung = ® Or Fee a kr Tr —=H 77 +: | di!’ dl, (23) 
ws = 
Rgtrahlung = ze 05 der 3108 r® + S16s rt: — “) di!’ dl. (24) 


Hier haben wir die Tatsache berücksichtigt, daß das erste Glied der Reihenentwick- 
lung herausfällt, da das Linienintegral von dl!’ auf einer geschlossenen Linie Null 
wird; außerdem haben wir die Relation k = w/c benutzt. 


al 


Abb. 5.2 Zur Berechnung des Strahlungswvider- 
standes eines kreisförmigen Leiters [1.18] 


Wenn wir die Verhältnisse weiter dadurch vereinfachen, daß wir den Stromkreis (1) 
kreisförmig annehmen, kann der Strahlungswiderstand einfach berechnet werden 


(Abb. 5.2): 


Rgtrahlung = er 0 =d® rd! d= De -[ di fe: sin? — FT cos ode, (25) 


Ir 
Eistrahlung > 20r? Es ; (26) 
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da 

d’ di!=r,dpdlcosp, (27) 
r— %r, sin 2 (28) 
gilt. 


Das Endresultat (26) ist mit dem Strahlungswiderstand der Rahmenantenne 
identisch (4.9.(17)). 


Einführung der Netzwerkparameter im allgemeinsten Fall. In der Praxis des 
Ingenieurs ist das Bestreben festzustellen, möglichst alle Feldprobleme auf Netzwerk- 
probleme zurückzuführen. Das hat zwei Ursachen: Erstens sind die Netzwerk- 
probleme für uns anschaulicher; zweitens ist die mathematische Theorie der Netz- 
werke ausführlich ausgearbeitet. Diese Zurückführung ist oft nur formal: Die Netz- 
werkströme und Spannungen sind in der Realität nirgends zu finden. 

Wir haben schon im Abschnitt ‚Einleitende Übersicht‘“ betont, daß der Träger der 
Energie bzw. der Leistung das elektromagnetische Feld ist und die exakte Lösung 
eines Problems nur durch Bestimmung des Feldes mit geeigneten Randbedingungen 
gefunden werden kann. In der elementaren Theorie der Netzwerke ist diese Methode 
wegen der Kompliziertheit der einzelnen Elemente kaum möglich, aber auch nicht 
nötig. In solchen Fällen sind die uns interessierenden Größen, die Spannungen und 
Ströme, durch einfache, von den geometrischen Abmessungen und von einfachen 
Stoffkonstanten abhängende Relationen verknüpft. 

Im weiteren wollen wir zeigen (nach Proxsey und Corı [1.11]), daß ein noch so 
kompliziertes physikalisches System (Abb. 5.3), wenn es ein (zugängliches) Klemmen- 
paar besitzt, durch geeignete konzentrierte Parameter ersetzt werden kann. Wir 
betonen, daß der Zweipol ein kompliziertes Systen sein kann, das aus beliebigen 
konzentrierten oder verteilten Parametern bestehen kann. 


2(Pyerlust* Pstrahlung) 
R = I I %* En 


Abh. 5.3 Zur Berechnung der Netz- 
I cl 3 werkparameter eines beliebig kompli- 


w?Wa zierten physikalischen Systems [1.11] 
4Wm 
ei 


Die Energie des Systenis setzt sich aus der elektrischen und der magnetischen 
Energie zusanımen. Dies sind. 


Ww.= 7 EE*dV, (29) 


V 
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Wı= 7 [ HH*dV. (30) 
v 


Die effektive Leistung ist nach 1.7. (34a) und (34b) 


: 1: ( JJ* w 
P verlust Tr Pstrahlung = Hr dV + e ( EE* + „HH*) dV 
4 Vv 


tree x H*)dA. (31) 
A 


Schreiben wir jetzt Gl. 1.7.(34a) für die Fläche A, + A, in Abb. 5.3. Dabei berück- 
sichtigen wir, daß das System passiv: ist, d. h. überall E, = 0 gilt, und nehmen die 
nach innen zeigende Normale als positiv an. Wir erhalten 


n ® (ExH*)dA=-;j a (.EE* — ,HH*) dV 
A Vv 


+2 f (EE* 4 HR) dv 4 — [ av, (32) 
v v 4 
1 : 
— ' (EX H*) dA = 2jw(Wn — We) + Pyeriust- (33) 
4 


Die linke Seite kann folgendermaßen in zwei Teile zerlegt werden: in die Leistung 
durch die Fläche A, entlang der Eingangsleitung und die durch die Fläche A, aus- 
gestrahlte Leistung 


1 ; 1 
ef (Ex H*)dA = 2ju(W m — We) + Pvertust — gi (Ex H*)dA 
Av Aı 
= 2j0(Wm — We) + Prertust + Pstrahlung (34) 


Wenn die Eingangsleistung durch den Strom und: die Spannung der Eingangs- 
klemme ausgedrückt werden soll, muß man sicher sein, daß die Spannung zwischen, 
den Klemmen eindeutig definiert werden kann. Da 


ER er (35) 


"ist, kann die Spannung dann eindeutig bestimmt werden, wenn A vernachlässigbar 
ist oder wenn A wenigstens keine in der Ebene A, liegende Komponente hat. In 
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diesem Fall kann man schreiben: 


fiE x H*) dA = — [Itgrad $) x H*]dA 
Av Ao 
— IKK: rot H*) dA — [rot oH*)dA 
4o Av 


» [p9(J* — joD*) dA» [gI* dA. (36) 
Av Av 


Bei dem letzten Schritt haben wir die Wirkung der Verschiebungsstromdichte ver- 
nachlässigt. Im Leiter gilt das weitgehend, im Isolator ist D angenähert senkrecht zu 
dA. Das zweite Glied der mittleren Gleichung wurde durch den Stokesschen Satz 
umgeformt | 


[ rot pH* dA = f oH* dl. (37) 
Lo 


4o 


Wir haben noch angenommen, daß das Produkt »H* auf der Linie L, genügend stark 
gegen Null geht, so daß das Integral vernachlässigbar ist. 
Bei den angegebenen Bedingungen gilt also: 


1 . 

— ExH*dAaz- ee ee (38). 
2 2 2 2 

As As 
Führen wir jetzt die Netzwerkparameter L, C, R mit den folgenden Definitionen ein: 
L=4 Im (39) 
II* 
(= IB: LEE (40) 
4w2W, 
Re 2(P Verlust + P Strahlung) : ( 41) 


II*® 


Bei Berücksichtigung dieser Zusammenhänge (s. Kap. 3.12.5.) und der Gl. (38) kann 
(34) in folgender Form geschrieben werden: 


1 


B %* , 
I vr = 2 2 1 _ a + — RII* (42) 
3 4 4u2C 2 | 


oder einfacher: 


RE (43) 
| jwC 
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Es kann also die Eingangsimpedanz definiert werden: 


De 


1 
— =R+joL+ —. 44 
7 + jo u; (44) 


Die hier angegebenen Netzwerkparameter hängen natürlich im allgemeinen stark 
von der Frequenz ab. 


5.1.2. Die Einheit der mathematischen Methode [1.12,. 1.22] 


In den verschiedenen Teilen dieses Buches wurden die Lösungen der Laplaceschen 
Gleichung 


AU =0, (45) 


der Laplace-Poissonschen Gleichung 


AU=—L, (46) 


€) 


der homogenen Wellengleichung 


1 0% | 1A . r 
Ao — — — =0(; 4a — — — =0; A kin — 0 47 
Ta e c? 02 u: en 
und endlich der inhomogenen Wellengleichung 
1 0% ‘0 1 04 
dp — u = ——; d4A— — — = —udJ 48 


bei gegebenen Randbedingungen gesucht. Wir sehen, daß diese Gleichungen jeweils 
als ein spezieller Fall der Gleichung 


=] (49) 


betrachtet werden können, wo 2 ein linearer Differentialoperator ist, der im all- 
gemeinsten Fall die ersten und zweiten Differentialquotienten nach x, y, z und t und 
eine Konstante enthält: 


0 
9= 2 Au +2 B:— +60, 
ick 0%; 0% ; x; 
d.h., | 
Dy=L Ar = 23,83 Co. (50) 
ik 0x; 0% R 0%; 
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Hier steht x; an Stelle der Veränderlichen x, y, z und t. Auch im folgenden werden wir 
diese Bezeichnungen benutzen. Die Gesamtheit der vier Koordinaten nennen wir &, 
d.h. 


tw=r,;t. (51) 
Im folgenden spielt die homogene Form 


eine große Rolle. Aus der Form der Differentialgleichung (49) oder (52) können wir 
schon einige wichtige Schlüsse ziehen. So können wir sagen, daß im Fall der homo- 
genen Gleichung das Superpositionsprinzip gilt. Es sei nämlich | 


dann ist 
Zioıyı + &Kaypr) = 1 Dyı + u 2yr = 0. (54) 


Analog sei y(&, &) eine Lösung der homogenen Gleichung, wo « ein beliebiger, von & 
unabhängiger Parameter ist, dann ist 


Ste) vie, &) da (55) 


bei beliebigem f(x) ebenfalls eine Lösung. 
. Für die inhomogene Gleichung gilt das Superpositionsprinzip nicht. Wenn aber 
y, und », Lösungen der inhomogenen Gleichung sind, dann befriedigt die Funktion 


yarmı-vy (56) 
die homogene Gleichung. Es ist nämlich 
Dymhı pt Ip —Yy) =. (57) 


Daraus folgt sofort, daß sich die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung aus 
der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung und einer partikulären Lösung der 
inhomogenen Gleichung zusammensetzt, da die Differenz zweier beliebiger Lösungen 
der inhomogenen Differentialgleichung immer eine Lösung der homogenen Differen- 
tialgleichung ergibt. | 

Es wird also: 


vie — yalle 4 „part, (58) 


Bezüglich der Randbedingungen können wir folgendes bemerken. Eine Rand- 
bedingung wird homogen genannt, wenn eine lineare Kombination der die Rand- 
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bedingung befriedigenden Funktionen y, und y, wieder den Randbedingungen genügt, 
d. h., wenn auch die Funktion a,yı + @sy, den Randbedingungen genügt. 
Unter Randbedingungen verstehen wir im allgemeinen Bedingungen von der Form: 
v=r; 2-6, w+B=H, (89) 
on 
wo F, @, H auf der begrenzenden Fläche gegebene Funktionen bedeuten. Dies sind 
inhomogene Randbedingungen. Ist aber 


F=0; e=0; H= 0, (60) 


dann sind es homogene Randbedingungen. 

Ein Problem mit inhomogenen Randbedingungen kann immer auf ein Problem 
mit homogenen Randbedingungen zurückgeführt werden: Es sei y eine die in- 
homogene Randbedingung befriedigende Lösung der inhomogenen Differential- 
gleichung, die Funktion u dagegen eine die inhomogerie Randbedingung befriedigende, 
sonst, aber beliebige Funktion. Dann wird die. Funktion y — u eine Lösung der 
Differentialgleichung 


Dv - Qu=f—- Qu, Zy—-u=f— Qu, (61) 


welche die homogene Randbedingung befriedigt. 

Im folgenden werden wir einige allgemeine Lösungsmethoden für die inhomo- 
genen bzw. homogenen Gleichungen untersuchen. 

Die Methode der Greenschen Funktion. Bei der Methode der Greenschen Funktion 
nehmen wir an, daß die Lösung der inhomogenen Gleichung 


=} | (62) 


bekannt ist, wenn die Funktion f mit der Dirac-Funktion ö( — &') identisch ist. 
Wir nehmen weiter an, daß durch diese Lösung auch die als homogen angenommene 
Randbedingung befriedigt wird. Für die Greensche Funktion gilt also folgende 
Definitionsgleichung: 


DEE) = öE — E). (63) 


Wenn diese Funktion @(#, &’) bekannt ist, können wir auch die Lösung für eine 
beliebige Funktion f angeben. Multiplizieren wir nämlich Gl. (63) mit f(x’) und 
integrieren über das betreffende Gebiet, so erhalten wir folgende Gleichung: 


[ Ka’) 2G(@,&)dV' = fH), BVZ —= d’r’ dt. (64) 
v 


Da der Differentialoperator 2 nur auf die Veränderliche & wirkt, kann er vor das 
Integralzeichen gezogen werden: 


9 |fi®') Gi@, x’) AV’ = fie). (65) 
V 
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Das bedeutet aber, daß wir die Lösung der Gleichung Zy = f mit Hilfe der Green- 
schen Funktion folgendermaßen darstellen können: 


vie) = [ Fa) Gla, a’) AV”. (66) 
V 


Diese Beziehung kann als eine Anwendung des Superpositionsprinzips betrachtet 
werden. | 

Im vorhergehenden haben wir schon einige Probleme mit Hilfe der Greenschen 
Funktion berechnet. Im Falle des Laplace-Poissonschen Gleichung 


1) 


ee (67) 


1 | 
y-——=1 (68) 


wird mit Hilfe der folgenden Greenschen Funktion dargestellt: 


ee, 
| 1 ? ee 
Gr,r,tt)= DE era (69) 


Es wird nämlich in diesem Fall: 


ver, t) = [Gr,r,t,d) fa’, td) dv’ 
: | | 


Ye a) 
EI E. 0e x Kr’, ) ddr’ di’ 


dr r — r'| 
V 
r <r'| 
r Ir, — —— 
Ze ran nr ae (70) 
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Wenn man in dieser Gleichung den Zusammenhang f = —.o/e, einsetzt, erhält man 
den bekannten Ausdruck für das skalare retardierte Potential. 

Die Methode der Integralgleichung. Nehmen wir an, der Differentialoperator in der 
homogenen Differentialgleichung Zy = 0 habe folgende Form: 


Dy=Dy-+ up, (71) 
dann erhalten wir die Differentialgleichung 


worin wieder 2 statt 2, und A statt —a geschrieben wurde. Eine typische Differen- 
tialgleichung von dieser Form ist die skalare Wellengleichung 


Ay + Kay =0, (73) 


Die Randbedingungen können im allgemeinen nur bei bestimmten A-Werten, den 
sogenannten Eigenwerten, befriedigt werden. Die zu diesen A-Werten gehörenden 
Lösungen heißen Eigenlösungen. | 

Bevor wir die Eigenschaften der Eigenfunktionen untersuchen, wollen wir zeigen, 
wie das Auffinden der Eigenlösungen auf die Lösung einer Integralgleichung zurück- 
geführt werden kann. Dazu bestimmen wir die Greensche Funktion, welche zum 
Differentialoperator in der Gleichung 2y = Ay gehört, d. h., wir suchen die Lösung 
der Gleichung 


De, 2) =öE — €). 


Angenommen, diese Lösung sei bekannt. Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem 
Ausdruck /y(x&’) und integrieren danach nach &’ über das ganze betreffende Gebiet, 
so erhalten wir für die Eigenfunktion folgende Gleichung: 


24 [yi@') Gia, x’) AV’ = Ayla) (74) 
V 
oder 
A [vie') Ge, x’) AV’ = yie). 
V 
Es wird also endlich: 


vr) — A : vie) a, c)dV' —=0. (75) 
J | 


Die Eigenfunktion genügt also einer Integralgleichung, und zwar in unserem Fall 
einer Integralgleichung vom Fredholmschen Typ. 
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Die Lösung einer Integralgleichung steht in unmittelbarem Zusammenhang mit 
der Bestimmung der Eigenwerte unendlicher Matrizen. Wir nehmen an, daß das 
Eigenwertproblem der dreidimensionalen Matrizen bekannt ist. Dieses lautet 


Tu = Au (76) 
oder, ausführlicher geschrieben, 


(T,ı —. 7) Ur + T au, Tr T zu; 0, 
Tau: + (Tag — A) u, + Tzu, =, (77) 
Tu, + Tau, + Ts -)uw,=0. 


Um die Integralgleichung auch in eine ähnliche Form überführen zu können, nehmen 
wir der Einfachheit halber an, daß die Funktion y in Gl. (75) nur von einer einzigen 
Veränderlichen abhängt. Nun teilen wir das eindimensionale Gebiet in Elemente 
von der Länge. dl! auf. Die Funktion y(x) soll durch die Folge der Werte y,, ya, ..., 
Yi, ... ersetzt werden, die die Funktion y(x) in den Punkten a +.dl,a + 2dl,..., 
a + idl annimmt. Die Greensche Funktion kann ebenso durch eine unendliche 
Matrix ersetzt werden. Die Integralgleichung (75) kann also näherungsweise in der. 
folgenden Form geschrieben werden: 


vv — AdlGıyı + ey ++ 77 +.)=0, 
Ya — dKGzıyr + Gog%Yr +..4+ Gorypr +.)=0, 


(78) 
zn — AdKEayı + Anaya + + An +) = 0. 
Durch Umordnen erhalten wir 

m-A)yı t@apt=ß, 
arpı + (a -NM)pt-=0, (79) 
Euyı + pet + m Mat =0. 


Hier bedeutet A’ = 1/4 dl. Dieses Gleichungssystem hat aber, ebenso wie das System 
(77), nur für bestimmte A-Werte eine nichttriviale Lösung. Diese Werte können aus 
der Gleichung 


det (G — 71) = 0 (80) 


bestimmt werden. . 
Eigenwerte und Eigenfunktionen. Kehren wir jetzt wieder zu den Eigenwerten und 
Eigenfunktionen zurück. Wir definieren das Skalarprodukt zweier Funktionen 
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y, und %, folgendermaßen: 
(Yu, 9) = [vıyi dV = (pi, yi). (81) 
v 


Im weiteren nehmen wir an, daß der Differentialoperator selbstadjungiert ist, d. h., 
(Zu,v) = (u, 2v). (82) 


Für solche Differentialoperatoren gilt der Satz: Jeder Eigenwert ist reell. Der Beweis 
ist sehr einfach. Wenn wir nämlich die Funktionen u = y,,v® = y, in Gl. (82) ein- 
setzen, erhalten wir nach (72) und (81) die Beziehung 


( — 7%) (w,Y,) = 0. (83) 
Nehmen wir an, daß die Eigenfunktionen normiert sind, d. h., daß 


ist, so folgt aus Gl. (83) A = 4*, d. h., A ist reell. 

Für die Eigenfunktionen gilt der folgende Satz: Die zu verschiedenen. Eigenwerten 
gehörenden Eigenfunktionen sind orthogonal zueinander. Setzen wir e jetzt die Funk- 
tionen v=y,,v= y, in Gl. (82) ein, so erhalten wir 


(A, vw A,) (Yu; Y,) — 0, (85) 
und da A, + 4, ist, wird 
(Yu Y,) ==: 0, (86) 


was definitionsgemäß die Orthogonalität der zwei Funktionen bedeutet. 

Wenn zu einem: einzigen Eigenwert mehrere Eigenfunktionen gehören, sprechen 
wir von Entartung. Die Entartung hat die Ordnung r, wenn zu dem gegebenen 
Eigenwert r linear unabhängige Eigenfunktionen gehören. Aus r linear unabhängigen 
Funktionen können immer r solche Funktionen zusammengesetzt werden, die paar- 
weise orthogonal sind und natürlich auch normiert werden können. Demnach können 
wir ganz allgemein sagen, daß das System der Eigenfunktionen ein orthonormiertes 
System darstellt. Wir können hier nicht den Beweis für den wichtigsten Satz führen: 
Jede den Randbedingungen genügende Funktion (mit gewissen mathematischen Ein- 
schränkungen) kann mit Hilfe dieser Eigenfunktionen in der Form | 


y=2a,y, (87) 


dargestellt werden. Die Koeffizienten können wir einfach mit Hilfe der Orthogonalitäts- 
relationen bestimmen: Multiplizieren wir diese Gleichung skalar mit y, und berück- 
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sichtigen, daß 


Yo y) = On (88) 


ist, so folgt 


a, = (y, Y,). (89) 


Die Bestimmung der Eigenfunktion als. Variationsproblem. Das Problem der Be- 
stimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen kann auch auf ein Variations- 
problem zurückgeführt werden. Wir wissen, daß im Dreidimensionalen der kleinste 
Eigenwert der Gleichung 


Tu = Au 


dadurch erhalten wurde, daß der Minimalwert des quadratischen Ausdrucks 


uTu (90) 


auf der Einheitskugel bestimmt wurde [1.1], d. h. mit der Bedingung uu = 1. In ähn- 
licher Weise wird jetzt die Funktion gesucht, die den Wert des Ausdrucks 


(y Dy) 91) 
(9, Y) 


zum Minimum macht, bzw. es wird dieser Minimalwert selbst gesucht. Das Eigen- 
wertproblem wird also für den kleinsten Eigenwert auf das Variationsproblem 


[vi2y)* av 
un 


Vin ennseih (92) 
|yy* dV 
V 


zurückgeführt. Damit haben wir den minimalen Eigenwert und die zugehörige Eigen- 
funktion gefunden. Die weiteren Eigenfunktionen erhält man bei Berücksichtigung 
der Zusatzbedingungen 


(p, Yı) — 0; (Y, %2) =(0; 


Im folgenden werden wir in aller Kürze nur soviel beweisen, daß im Fall der 
skalaren Wellengleichung 


Aytky=0 (93) 
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die Lösung, die das Variationsproblem befriedigt, auch die obige Gleichung erfüllt. 
Es wird nämlich nach (93) 


fp 4vav 
v 


V 


(94) 


Wir nehmen im folgenden y als reell an. Mit Hilfe des Greenschen Satzes kann diese 
Gleichung umgeformt werden: 


| (grad y)?dV 
L2 — 14 (95) 
fw ar 
v 
bzw. 
12 [yedV = [(grad p)?dV. (96) 
v V 
Durch Variation beider Seiten erhalten wir 
ök2 [yEdV + k25 [y®dV —6 [(grady)?dV. (97) 
v v v 
Da wir für k2 einen Minimalwert verlangen, muß 6k2 = 0 sein. Es wird also 
2k2 [vöy dV — 2 (grad yögradydV =, (98) 
v v 


Benutzen wir wieder den Greenschen Satz und die Beziehung ö grad y = grad öy, 
so erhalten wir 


1) 
[rer + Ay) dV — ® = oydA=d. (99) 
n 
A 

Das Flächenintegral wird Null, da die Funktion » entweder die Randbedingung 
öw/ön = 0 oder die Randbedingung y = 0 befriedigen muß; es wird also | 
foyikey + Ay) dV = 0. (100) 
” 


Bei beliebiger Variation öy kann diese Gleichung nur dann bestehen, wenn 
kay + Ay = 0 ist, wenn also » der Wellengleichung genügt. 

Untersuchen wir noch, ob der hier vorkommende Differentialoperator selbst- 
adjungiert ist. Wenden wir den Greenschen Satz an, so erhalten wir: 


[eo -»war- Blur) AA. (101) 
m on 
v A 
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Die rechte Seite verschwindet wegen der Randbedingungen u = 0; v = 0 oder wegen 
der Randbedingungen du/ön = 0; öv/ön = 0, d.h., der Operator 9 = A ist wirk- 
lich selbstadjungiert. 


Bei der Untersuchung der Wellenfelder haben wir gesehen, daß das harmonische elektrische. 
Feld folgende Gleichung befriedigt (4.3.(4)): 


rotrot E=8KE. (102) 
In diesem Falle wird also 

2 = rotrot. (103) 
Für Vektorfelder gilt der Greensche Satz (s. Kap. 1.14.) in folgender Form: 


fu rot rot® — vrIot rot u) dV = & (v xrotu — uxrotv) dA. (104) 


Da entsprechend den Randbedingungen das elektrische Feld senkrecht zur begrenzenden 
Fläche steht, wird der Differentialoperator 2 = rot rot selbstadjungiert. Die oben angeführten 
Sätze können also angewendet werden. So kann z.B. das Feld im Innern eines Hohlraum- 
resonators mit Hilfe der Eigenlösungen in folgender Form dargestellt werden: 


E= 5 «EHE, (105) 
wobei 
A — [es dr -a[E rotrotE,dV. (106) 


Das magnetische Feld kann mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen bestimmt werden: 


H = joe, 3 == rot E,. (107) 


v 


Der kleinste Eigenwert kann mit Hilfe des folgenden Variationsproblems bestimmt werden: 


(E, DE) _ 
(E, E) 


ökt — (108) 


Der Hülbertsche Raum. Die bisher behandelten mathematischen Methoden werden 
natürlich auch in anderen Gebieten der Physik angewendet. Insbesondere spielt das 
Eigenwertproblen in der Quantenmechanik eine entscheidende Rolle. 

Die exakt lösbaren Fälle sind außerordentlich selten. Zumeist müssen wir uns mit 
verschiedenen Näherungsmethoden begnügen. Die Störungsrechnung hat als solche 
z. B. in der Theorie der Hohlraumresonatoren und in der Quantentheorie sehr große 
Bedeutung. In der Theorie der Hohlraunıresonatoren kann das ungestörte Problen 

auf mannigfache Weise gestört werden: Die Materialkonstanten können sich ändern. 
ferner die Raumbedingungen und endlich auch die Begrenzungsflächen. 


5.1. Die Einheit der Maxwellschen Elektrodynainik | 917 


In Abschnitt 4.39.2. haben wir die verschiedenen Störungsarten tatsächlich in 
unterschiedlicher Weise behandelt. | 

Die Formulierung und Lösung aller hier erwähnten Probleme ist in allgemeiner 
Weise durch Einführung des abstrakten Hilbertschen Raums möglich. Unter dem 
Hilbertschen Raum verstehen wir die Gesamtheit der Elemente f, g, h, ..., welche die 
folgenden Eigenschaften aufweisen: 

1. Der Hilbertsche Raum ist linear, d. h., bei Addition und Multiplikation mit 
komplexen Zahlen gelten die Rechenregeln der Vektoralgebra: 


I+9=yH+h, 
/+Hw+rkl=V+N+h 
.+bf=a/+bf, 
(+ya=af+tag, 


wobei f, g, h die Elemente des Hilbertschen Raumes, « und b dagegen komplexe 
Zahlen sind. 

2. Es existiert ein Skalarprodukt zweier Elemente (f,g) mit den folgenden Eigen- 
schaften: 


(109) 


a) (af,g) = alf, g); 

b h) = (f,h h 

) (/+gbh)=(h,h)+ (Äh), 110) 
C Y,)=(N*; 

dy (,N>0, wenn /=+=0; ,=0, wenn f=0. 


Die positiv reelle Größe (f, f)!!? = |f| definiert die Norm, die Größe ||f — g|| dagegen 
den Abstand zwischen den Elementen fundg. 

3. Der Hilbertsche Raum ist vollständig, d. h., wenn für die Folge der Elemente 
> far ---> In; -.. die Relation 


m —hll>0; mn © (111) 


gilt, dann existiert ein Element g, für das die Relation 
In —-gl—>0; no (112) 


besteht. 
Für die Norm und für den Abstand gelten folgende Relationen: 
die Schwarzsche Ungleichung 


Al = |fl- Il; (113) 
die Dreiecksungleichung 


hi Rls Ih FRl+ Ihe — Pl; (114) 
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die Minkewskische Ungleichung 
+ sl Il + Igl- (115) 


Im Hilbertschen Raum kann ein linearer Operator 5f definiert werden, der einem 
Element des Raumes ein anderes Element des Raumes in der Weise zuordnet, daß 
die Relation 


# (afı + Arfı) = N +%#h (116) 
gilt. | 

Der durch die Gleichung‘ 
EA) (117) 


definierte Operator 5£! wird zum Operator #/ adjungiert genannt. 
Wenn # =#! ist, sprechen wir von einem selbstadjungierten oder hermiteschen 
- Operator. In’diesem Fall gilt also 


AN HN. (118) 


Die Selbstadjungiertheit bedeutet für Matrizen 7, = T%,, also Symmetrie für reelle 
Matrizen. 
Das Eigenwertproblem, im Hilbertschen Raum also die Lösung der Gleichung 


H#1=ıf, (119) 


kann als eine Verallgemeinerung des früher behandelten Problems betrachtet werden. 


5.2. Die Grundgleichungen der relativistischen Elektrodynamik 
5.2.1. Die Lorentz-Transformation 


Die Grundgleichungen der Mechanik 


2 2 2 
dr _ > may ee m I: — = 
di? | 


sind so gebaut, daß die Form der Gleichungen erhalten bleibt, wenn die Bewegung 
in-einem anderen Koordinatensystem beschrieben wird, das relativ zu dem bis- 
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herigen System eine gleichförmige Translationsbewegung ausführt. Mit anderen 
Worten: die Grundgleichungen der Mechanik sind Inyarıan! gegen die folgende 
Raum —Zeit-Transformation: 


even, Ve Zen (1) 


Diese Transformation wird Galilei-Transformation genannt. Bei der Herleitung dieser 
Gleichungen haben wir angenommen, daß sich das neue System K’ entlang der 
x-Achse des Systems K mit der konstanten Geschwindigkeit v bewegt. In der klassi- 
schen Mechanik wird als natürlich angenommen, daß die Zeit nicht transformiert 
wird, also = t. Mit Hilfe eines mechanischen Experiments kann also keines der 
sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Koordinatensysteme ausgezeichnet 
und als absolut ruhend betrachtet werden. 
Wenn wir aber die Wellengleichung 


at (2) 


oder ihre einfachste Lösung 


P=Amal-“) 
c 


betrachten, so stellen wir fest, daß diese keineswegs invariant gegenüber der Galilei- 
Transformation sind. Selbst MAxweELL wies schon darauf hin, daß durch diese Glei- 
chung ein ruhendes Koordinatensystem bevorzugt werden kann, nämlich dasjenige, 
in dem die Geschwindigkeit des Lichtes in allen Richtungen identisch gleich c ist. 
Eine Reihe der experimentellen Untersuchungen — dazu gehört der berühmte Michel- 
sonsche Versuch — haben aber bewiesen, daß die Geschwindigkeit des Lichtes nicht 
von dem Bewegungszustand des Beobachters abhängt, d. h., das Licht bewegt sich 
in jedem Koordinatensystem in jeder Richtung mit der gleichen Geschwindigkeit c. 
Diese experimentellen Ergebnisse wurden von EınsTEin in dem folgenden Grund- 
prinzip verallgemeinert: Es ist unmöglich, mit irgendeinem Experiment ein. bevor- 
zugtes ruhendes Koordinatensystem zu finden. Die Gesetze der Physik behalten ihre 
Form, wenn wir von einem Koordinatensystem in ein anderes Koordinätensystem 
übergehen, wenn sich diese relativ gegeneinander mit einer konstanten Geschwindig- 
keit bewegen. Es muß also an Stelle der Galilei-Transformation eine solche Trans- 
formation gefunden werden, die dieser Forderung Genüge tut, die also z. B. die Form 
der Wellengleichung unverändert läßt. Diese gesuchte Transformation heißt Lorentz- 
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Transformation: 
| 1 
X = ——— vu], y=y, DR, 1-3] (3) 
N = je N-aal © 
oder umgekehrt 
1 1 
= —— [r +vf], y=y, ?2=?r, 1 |! +2] (4) 
yı — v2/c2 yı — v2]c2 C 


Der wichtigste Unterschied gegenüber der Galilei-Transformation besteht darin, daß 
auch die Zeit transformiert wird. Hier können wir uns nicht mit den interessanten 
und weitreichenden Folgerungen dieser Tatsache beschäftigen, wir betonen nur, daß 
dieses so ungewöhnliche, unanschauliche Resultat eine unumgängliche Folge zwin- 
gender Tatsachen ist. | 

Wie schon erwähnt wurde, kann man zur Lorentz-Transformation gelangen, in- 
dem man diejenige Transformation aufsucht, welche die Fornı der Wellengleichung 
unverändert läßt. Wir schlagen hier einen einfacheren Weg ein. Wir nehmen die 
Lorentz-Transformation (3) als gegeben an und beweisen, daß.diese Transformation 
tatsächlich der grundsätzlichen Forderung genügt, d. h. die Form der Wellengleichung 
invariant läßt. 

Die Gleichung einer Kugelwelle, die im Zeitpunkt t=0 aus dem Ursprung des 
K.oordinatensystems K ausgeht, ist 


par —=0. (5) 


Das Koordinatensystem X’ falle im Zeitpunkt t = 0 mit dem Koordinatensystem K 
Susammen. K’ bewege sich entlang der x-Achse mit der konstanten Geschwindig- 
zeit v. Die Gleichung der Lichtwellen erhalten wir in diesem neuen System, wenn an 
ktelle der Größen x, y,.2, t die Größen x’, y’,z’, t' entsprechend der Lorentz-Trans- 
formation (3) eingesetzt werden. Nach einer einfacheren Rechnung erhalten wir die 
Gleichung 


rt A=0, (6) 
die besagt, daß auch ein Beobachter in Koordinatensystem K’. eine Kugelwelle mit 
der Geschwindigkeit c beobachtet. 

Es kann auch sehr leicht bewiesen werden, daß, wenn «(x, t) der Gleichung 
a Br 


genügt, auch o(x’, !') der Gleichung 


AB EEE LEER, (7) 
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genügt. Es ist nämlich 


ap 0% 1 op ver po,  v2je® 
2 ı— v2/c? rl — ve 91 — ve 


(8) 


und da weiterhin die Gleichung 


0? 62 u. 02 ® 02 1 
te ee Ye (9) 
ot? 06x21 — v2le? oc — ve 1 — ve? 


gilt, ist sofort ersichtlich, daß 


0° 1 0% _p 1 9 2 


d. h., die Funktion o(x’, t') befriedigt tatsächlich die Wellengleichung. 


5.2.2. Die Maxwellschen Gleichungen und die Lorentz-Transformation 


Soeben haben wir gesehen, daß die aus den Maxwellschen Gleichungen herleitbare 
Wellengleichung ihre Form behält, d.h. kovariant gegenüber der Lorentz-Trans- 
formation ist. Untersuchen wir jetzt, wie sich die Maxwellschen Gleichungen selbst 
gegenüber der Lörentz-Transformation verhalten. Unsere Methode wird die folgende 
sein. Zuerst werden wir die Maxwellschen Gleichungen in kartesischen Koordinaten 
aufschreiben; diese sind nämlich durch die Lorentz-Transformation unmittelbar mit- 
einander verknüpft. Dann können wir die Ableitungen nach den neuen Koordinaten 
einführen. So werden wir ein Gleichungssystem erhalten, das einen von dem ur- 
sprünglichen abweichenden Aufbau hat. Die Gleichungen dieses Gleichungssystiems 
werden dann so kombiniert, daß wir wieder die alte Form der Maxwellschen Glei- 
chungen, aber in den neuen Koordinaten erhalten. So gelangen wir zu den Trans- 
formationsformeln der elektromagnetischen Größen. 

Zur Realisierung dieses Programms schreiben wir zuerst die Maxwellschen Glei- 
chungen in kartesischen Koordinaten: | | 


oB, o©B, OE, 
Fa = ME TI 
ey 02 ot 

oB, 0B. u dE, 

02 oa Te’ 
OB, oB, oE. 
ar == Lo 0 ’ 
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oE, oE, OB, } 

oy Fu öt” 

oE oE, oB 

= u DE z = | = 
cE, GE, OB, 

27 0y a 


0, III 


0x oy 02 


— 1 —=I0. IV 


Zwischen den Ableitungen nach den neuen und nach den alten Koordinaten be- : 
stehen die folgenden Beziehungen: 


Eee Bu} er Bu v ö 1 

Fr re | TE ED vn) 
a wa wer | Yı-ola) MU \yı— ve 

0 08 nn u 1 ö ve? ö (13) 
0 Or on Ho Yon Vi orjer 

und 


ö ö CL 
u u nr 


Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen können die Gleichungen I, 2 und I, 3 in 
folgender Form geschrieben werden: 


0x |'B. — En E, 
1 öx(E, — vB,) oB, 0? 


a De... So (13) 
c? ot 02’ 0x 
v 
oa |B,+—E.: 
1 öuE.+vB) N 2 oB, (1a) 
c? ot z ox’ dy' ’ 


wobei zur Abkürzung 
1 1 


Yi= a yi-p 


x = 


eingeführt wurde. Die Beziehungen (13) und (14) haben die gleiche Form wie die 
Ausgangsgleichungen I, 2 und: I, 3. Die Gleichungen I, 1 und IV verändern dagegen 
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ihre Form in dem neuen Koordinatensystem: 


1 öE, 10E, .0B, 0ßB, 
HU == — vv = 
c? 0x ce dt oy' 02 


OE, oE, v dE, , @E, 


% x 
0x ot cc? oy' 02’ 
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(15) 


(16) 


In der ersten Gleichung tritt zusätzlich das Glied mit 2E,/öx’ auf, in der zweiten 
entsprechend das mit 2E ‚/öt’. Diese Glieder können auf folgende Weise eliminiert wer- 
den. Wirmultiplizieren die zweite Gleichung mit v/c?2 und addieren diese zur ersten ;dann 
multiplizieren wir die erste mit v und addieren sie zur zweiten. Wenn dieses Ver- 
fahren auch mit den Gleichungen II und III durchgeführt wird, erhalten wir die 


Maxwellschen Gleichungen im neuen Koordinatensystem: 


(u : ® 
0% (B: = c® 5, 0% (B + r R.) 1 oE, 


oy' 02’ c2 at 


dx’ öoy ot “ 


OB, , GulE, — vB.) | MB, + uB,) _ 
0% oy z 
Or(E,+vB,) @BulE,—tB) _ _2B, 
Oy' 772 a 
| 3 (B, + 8 
y,4 — 12, 
OE, WE, +oB) | eh 


02’ 0x 0 


’ 


Be E,) 
0x(E, — vB,) dE, c? 
ox' oy' a 


Ön (B Er E.) dx (#. Ber h,) 
c? en ec? 


FOREN. ANPRERNESESFERRRN: | —=d: 
0x ay' 02’ 


IV’ 


Ir 


II!’ 
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Dieses Gleichungssystem hat denselben Aufbau wie das Ausgangssystem I—IV. 
Damit haben wir auch die Transformationsregeln der elektromagnetischen. Größen 
erhalten: 


E, = E,;; E, =rE,— vB); E=xrE,+ vB,); 


; ; ) \ = ® 
B, = B,; ‚=r(B+ZE.); B=(B.-5H,) (17) 


Unsere bisherigen Resultate können wie folgt zusammengefaßt werden. Die in den 
kartesischen Koordinaten aufgeschriebenen Maxwellschen Gleichungen haben die 
gleiche Form in allen Koordinatensystemen, die relativ zueinander eine gleich- 
förmige Translationsbewegung ausführen. Die Beobachter in den verschiedenen 
gleichberechtigten Koordinatensystemen finden unterschiedliche elektromagnetische 
Feldgrößen, die durch das Gleichungssystem (17) miteinander verbunden sind. Diese 
Zusammenhänge sind uns teilweise schon bekannt. Sie gehen nämlich bei kleinen 
Geschwindigkeiten in die wohlbekannten Gleichungen 


E=-E+vxB, H=H-vxD 


über. 

Das Gleichungssystem (17) deutet darauf hin, daß die Zerlegung des elektro- 
magnetischen Feldes in elektrisches und magnetisches Feld nur in bezug auf ein be- 
stimmtes Koordinatensystem einen Sinn hat. Wenn wir zu einem anderen Koordi- 
natensystem übergehen, werden z.B. die hier beobachtbaren elektrischen Größen 
durch die Gesamtheit der elektrischen und magnetischen Größen im alten Koordi- 
natensystem bestimmt. Der Zustand des elektromagnetischen Feldes kann also 
durch eine Größe höheren Grades charakterisiert werden, deren Elemente in einem 
bestimmten System für die Messungen als elektrische bzw. magnetische Felder er- 
scheinen. Im weiteren wollen wir eben diese einheitliche Größe des elektromagne- 
tischen Feldes kennenlernen. 


5.2.3. Die kovariante Formulierung der Maxwellschen Gleichungen 


Der Minkowskische Raum. Der Weg, den wir zur Ableitung der Transformations- 
formeln der elektromagnetischen Feldgrößen eingeschlagen hatten, ist unübersicht- 
lich und trägt den Charakter einer ad-hoc-Methode. Es ist MINKOWSKI gelungen, 
die Grundzusammenhänge der Relativitätstheorie in solcher Weise zu formulieren, 
‚daß die gegenüber der Lorentz-Transformation kovarianten Eigenschaften klar her- 
vortreten. Der Gedankengang, der zu dieser. Formulierung führt, ist folgender. 
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Die Tatsache, daß sich das Licht in allen Koordinatensystemen in der Form einer 
Kugelwelle ausbreitet, kann nach (5) und (6) folgendermaßen ausgedrückt werden: 


+2 +? —- =? +? +7? — ey =, (18) 
Führen wir die Bezeichnungen 

seh: Veen) 23; Men (19) 
ein, so nimmt Gl. (18) die Form 

tat ti +++ =0 (20) 


an. Diese Gleichung läßt folgende geometrische Deutung zu. Fassen wir die Ko- 
ordinaten &,, Xg, Xa, X, als einen Punkt im vierdimensionalen Raum auf, so bedeutet 
x2?+23+23 + x das Quadrat des Abstandes zwischen dem betreffenden Punkt 
und dem Ursprung des Koordinatensystems. Dieser Ausdruck hat eine ähnliche Form 
wie der des Abstandes im dreidimensionalen Euklidischen Raum. Da in unserem jetzt 
eingeführten vierdimensionalen Raum eine Koordinate imaginär ist, wird er pseudo- 
Euklidischer Raum genannt. Die Lorentz-Transformation läßt nach Gl. (20) diesen 
Ausdruck unverändert. Sie kann also als eine Transformation des vierdimensionalen 
Raunes betrachtet werden, die den Ursprung des Koordinatensystems und den Ab- 
stand invariant läßt. Sehen wir von der Spiegelung ab, so bleibt im dreidimensionalen 
Raum die Drehung als Transformation, die diesen Forderungen genügt. Die Lorentz- 
Transformation entspricht also einer Drehung des vierdimensionalen Koordinaten- 
systems K’(x/, 25, x4,x)) gegenüber dem vierdimensionalen Koordinatensystem 
K(z1, %, %3, %). Diese Drehung kann nach dent Gleichungssystem (3), (4) durch 
folgende Matrix charakterisiert werden. | 


I ge, u ee 
yı-Pp yı-ß 
N) 10 0 | i 
()) = iE — N Iyrr. 21 
( x) 0 0) 1 0 T; 2 kXk ( ) 
BIER IR 00 A 
yı-p yı-p 


Wir bemerken nebenbei, daß die Drehungsmatrix im allgemeinen Fall, wenn sich 
das System K’ mit der konstanten Geschwindigkeit ®(%,, v3, v3) bewegt, fulgende 
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Form haben wird: 


1 au v 2, vd ’ 993 ' J%ı 
v2 v2 v2 cy1 — 
Vılg ' 1 2» vo ge’ Vavz , 102 
| | v2 „2 22 e yı —_ B2 
(ir) = i . (22). 
Vdz „! Vavz _, 1 dz Be v3 
v* v2 22 cy1 — 2 
J%ı J®z JUs 1 


Hier bedeutet 
1 


x" — 1. 


NR 


Im dreidimensionalen Raunı wurde die gegenüber einer Drehung des Koordinaten- 
systems invariante Form der physikalischen Gesetze dadurch gesichert, daß die 
physikalischen Größen entweder durch eine skalare, eine vektorielle oder eine ten- 
sorielle Größe charakterisiert wurden. Der Skalar- bzw. Vektor- bzw. Tensorcharakter 
einer Größe wurde eben durch die Transformationseigenschaften bestimmt. Wir 
schlagen genau denselben Weg bei der Bestimmung des Charakters einer physika- 
lischen Größe ein.- 

Die Gesamtheit von vier skalaren Größen u,, us, üs, u, wird ein Vektor im vier- 
dimensionalen Raum oder Vierervektor genannt, wenn diese Größen beim Übergang 
in das System X’ in folgender Weise transformiert werden: 


u; = Il (23) 


Diese Transformationsregel ist übrigens mit der Transformationsregel der Koordi- 
naten %,, %a, X, %, identisch. Tatsächlich ergibt die Transformation 


ee (24) 


genau die Lorentz-Transformation. Wir haben in den Gleichungen (23), (24) die sehr 
verbreitete Vereinbarung benutzt, daß das Vorkommen zweier gleicher Indizes eine 
Summation über alle Werte dieses gemeinsamen Index bedeutet. Es können natür- 
lich andere Regeln zur Bestimmung des Vektorcharakters aus der dreidimensionalen 
Vektoralgebra übernommen werden. Solch eine Regel ist z.B. die folgende. Die 
Größe u; stellt einen Vierervektor dar, wenn das Produkt u;v; (Skalarprodukt) 
invariant gegenüber einer Lorentz-Transformation.ist. Hier bedeutet v; einen Vierer- 
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vektor. In solcher Weise kann auch bewiesen werden, daß der vierdimensionale 
Nabla-Operator, d. h.:0/0x;, als ein Vierervektor aufgefaßt werden kann. 

Ein Naturgesetz muß sich immer als eine Verknüpfung zwischen Tensoren ver- 
schiedenen Ranges schreiben lassen. Somit ist seine Forminvarianz in verschiedenen 
Koordinatensystemen gesichert. Im folgenden wollen wir heuristisch einige Vierer- 
vektoren suchen, um die Maxwellschen Gleiehungen in Lorentz-invarianter Formu- 
lierung aufschreiben zu können. 

Die Vierergeschwindigkeit. Die drei kartesischen Komponenten.v,, vs, vd; sind nicht 
geeignet für die ersten drei Komponenten eines Vierervektors, da in d«;/dt auch dt 
transformiert werden muß. Führen wir aber die Eigenzeit r oder das Eigenzeit- 
intervall 


dr = y1 — B?dt 


ein, so haben wir eine invariante Größe. Dies ist nämlich die Zeit, die durch einen mit-. 
bewegten Beobachter gemessen wird. 
Die Größen 


KV, KUg, %Vg, ]XC; (# = Yyı- £) 


können also als Komponenten eines Vierervektors aufgefaßt werden. 
Die Viererstromdichte. Wir gehen von der Kontinuitätsgleichung 


0 

divo+@=0 (25) 
et 

aus. Diese kann folgendermaßen umgeformt werden: 


ö oO dev dov 
0] + 0Vz . oU3 ae OU a 0. (26) 
0x, OXg OXg 02 


Daraus folgt sofort, daß die vier Größen 
0%, 0%, Pi, (u jec (27) 


als Komponenten eines Vierervektors betrachtet werden können, da ihr Skalar- 
produkt mit dem vierdimensionalen Nabla-Vektor zu einer invarianten Größe führt. 
Der Vierervektor, dessen Komponenten durch Gl. (27) gegeben sind, heißt Vierer- 
stromdichte und wird mit J; bezeichnet. 

Da die Ladungsdichte o eine Komponente eines Vierervektors darstellt, ist sie 
natürlich keine Invariante. Sie wird nach der allgemeinen Regel transformiert 
e' a == |e = |. 

je je C 
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Als eine interessante Folge bemerken wir, daß. man im bewegten System auch dann 
eine Ladungsdichte findet, wenn g. — 0 ist (im Ruhsystem), aber ein Strom fließt. 

Das Viererpotential. Es ist jetzt leicht einzusehen, daß die Bestimmungsgleichungen 
für das Vektorpotential und für das Skalarpotential 


1 2A Ä 
= m = Tee: n 
1 op. 
Ap — a —ol/&o (29) 


zu einer einzigen vierdimensionalen Vektorgleichung zusammengefaßt werden 
können: 


02 


0%; Ox; 


D, = — J,ug: (30) 
Hier bedeuten 

_ e ,» 9 
®, —= As; O8, —= A,, D; — As, d, =— (31) 


die Komponenten des Vierervektorpotentials ®,. Der Vektorcharakter dieses 
Potentials wird dadurch bewiesen, daß sein Produkt mit der invarianten Skalargröße 
02/0x, öx; zu einem Vierervektor, der Viererstromdichte, führt. 

Mit Hilfe der Vierervektoren können Größen von höherer Ordnung, d. h. Tensor- 
größen, konstruiert werden. So ist z. B. die Größe 
= (32) 
0x, 
als ein Produkt aus zwei Vektoren eine Tensorgröße, welche entsprechend der Formel 


U = Uimlkntmn (33) 


‚transformiert wird. In der relativistischen Elektrodynamik spielt der antisymme- 
trische Anteil dieses Tensors, d. h. der Tensor 


Fı=—-— mit ük=1,2,3,4, (34) 


eine entscheidende Rolle. Die Elemente dieses Tensors stehen in unmittelbarem Zu- 
sammenhang mit den elektrischen bzw. magnetischen Feldkomponenten. Schreiben 
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wir nämlich die bekannten Zusammenhänge 


B=1r06A, (35) 
E= —gradp — = (36) 
ö 


auf, berücksichtigen wir weiter die Relation (34) zwischen dem Viererpotential ®, 
und F;,, so erhalten wir die folgenden grundlegenden Relationen: 


_ 30, _ 8, 2, (2 2 
: OXg Oz ö 0x 0x4, ’ 
. OXz 0x” . ÖX 0)’ 

Ba _m 5 _ [09 _ 
0x 0x, . 0% Mm 


Daraus folgt, daß der Tensor F;, unter Berücksichtigung der G]. (34) durch die 
‚elektromagnetischen Feldgrößen folgendermaßen ausgedrückt werden kann: 


0 B; =B, IR. 
C 
-B 0 DB, SSR 
F= 0 (38) 
B, —B, 0 ZI, 
C 
Le m IE, 0 
C C C 


Damit. haben wir die physikalische Größe gefunden, die das elektrische und das 
magnetische Feld in einer höheren Einheit zusammenfaßt: den elektromagnetischen 
Feldtensor F. Es ist also durchaus nicht verwunderlich, daß der Wert eines Elementes 
dieses Tensors in dem einen Koordinatensystem — was eine ganz bestimmte elek- 
trische oder magnetische Feldstärke bedeutet — durch alle Elemente des Feldtensors 
im alten Koordinatensystem, also durch alle elektrischen und magnetischen Größen, 
beeinflußt wird. Wollen wir z. B. die Komponente E/,, d. h. die y-Komponente der 
elektrischen Feldstärke in dem bewegten Koordinatensystem, ausrechnen, dann 
haben wir die transformierte Tensorkomponente 


Fy=--E, 
C 


59 Simonyi 
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zu bestimmen. Nehmen wir an, daß sich das System K’ mit der Geschwindigkeit v 
in der Richtung der x-Achse bewegt, dann können wir die einfache Lorentz-Trans- 
formation (21) anwenden. Es wird also 
Fr, = Igmlan mn = lalıfıı ar IzılaeF'ı2 + IgıbasFıs + laılaafıa 
Fr lol F ai I Igoluo a2 + IgalasF'as + boolgaF 2a 
+ bgzlgıFzı + Iaslaof aa + Iaslasfzs + Iaslaufzı 
+ IpalgıFaı + Iaalaafıa + IalusfF a + loaluaf ar 
| Mn - 
— lan + alu = 1 we Bee ee r,) 
yı-ß er 


he We DIR u Bl= 


c = 1— 
Wir haben also wieder die Transformationsformel (17) erhalten. Entsprechend er- 
halten wir für die z-Komponente des Induktionsvektors: 


1 ® 
B, = Fr: = limlanf' ma = yI-R® (#: — pr r,) , (39) 


was wieder mit Gl. (17) identisch ist. 
Mit Hilfe des Feldtensors 7, können die Maxwellschen Gleichungen — wie durch 


unmittelbares Einsetzen sofort beweisbar ist — in folgender Form geschrieben 
werden: 
1 :°E 
_ — öF | 
a ar BF an ce? ct - =), ’ u = l; 2.0, 4, (40) 
j OL, 
dvE=o/s 
und 
oB 
ee Be. +4 Zu =, ),wv=1,2,3,4. (41) 
divB = 0 u Zu 


5.2.4. Einige Resultate der relativistischen. Elektrodynamik 


Es würde über den Rahmen dieses Buches hinausgehen, wenn wir die Ergebnisse 
der relativistischen Elektrodynamik ausführlich behandeln wollten. Hier seien nur 
in aller Kürze diejenigen Sätze genannt, die entweder prinzipielle Bedeutung haben 
oder zu praktischen Konsequenzen führen. j 
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Die Kraftdichte läßt sich folgendermaßen als Viererkraftdichte verallgemeinern. 
Wie man ohne weiteres erkennt, stellt der Ausdruck | 


,=F,J, mt »ua=123 (42) 


unmittelbar die dreidimensionale Kraftdichte dar. Es ist 


h =eE, + JaBs — JB); fh=oE, + WB, - JıBs); 
ls = oEz; = (JıB:; — JB); 

d. h., 

[=cE+JxB. 


Die vierte Komponente 


h=FuJı = — EJ (43) 


steht mit der elektrischen Leistungsdichte in unmittelbarem Zusammenhang. 

Wir wollen auch diese Viererkraftdichte als Divergenz eines Tensors, darstellen, 
wie wir es in Kap. 1.8. für den dreidimensionalen Fall gemacht haben, d.h., wir 
suchen einen Tensor 7',,; für den 
OT x 


fi = (44) 


0X 
gilt. Mit Hilfe des elektromagnetischen Tensors F',, kann tatsächlich ein symme- 
trischer Tensor aufgebaut werden, der dieser Bedingung genügt, und zwar 
1 1 3, 
ie Zr Fur, az 4 IR U DE | (45) 


Ko 


Ausführlich geschrieben lautet er: 


Tıı Tız Tıa (—j/e) 8, 
T En Tzı i Ta: T 53 (—j/e) S; s (46) 
Tzı Ta T 33 (—j/e) 83 


(-jfe)Sı (-ife)S3 (je)  w 
Der hier vorkommende dreidimensionale Tensor 
T rliecıaa =T 


ist uns schon bekannt: Er ist mit dem in Kap. 1.8. eingeführten Tensor T iden- 
tisch. 8; (© = 1, 2,3) sind die Komponenten des Poyntingschen Vektors, ww ist die 


59* 
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Energiedichte 
1 1- 
w= Pr &? ae KH”. 


Jetzt lauten die Komponenten der dreidimensionalen Kraftdichte 


IT. 3 oT 
ee a en et oe Bee (47) 
0 jr 0% 0% c? dt 
d.h., es ist 
1 08 1 0S 
—divT’ —— —; + — — = divT. 
] . 2 It c? ot 


:f bedeutet also hier die dreidiniensionale Kraftdichte. 
Wir integrieren beide Seiten in einem beliebigen Raum: 


freo+z zer hra (48) 
V V A 


J ist verantwortlich für die Änderung der mechanischen Impulsdichte: 


== OG mech 
I= dt 


Es wird also 


or S 
V 


A 
oder 
d | , 
a Omen + Gar) = PT’ 44. (49) 


A 


Hier ist S/e? als Strahlungsimpulsdichte, Gyneen PZW. Gyr der gesanıte mechanische 
bzw. Strahlungsimpuls. Wenn die Begrenzungsfläche so weit hinausgeschoben wird, 
daß das Flächenintegral verschwindet, erhalten wir 


d 


dt (Grmech u. Gt) =o0; Grnech zu Gtr = const. (50) 
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Es ist interessant, die vierte Komponente der Viererkraftdichte zu untersuchen: 


h=- I EJ = „ur u ae 
c 1 0%; 0% C ot 


d.h., 


dw 
—— = divS+ EJ. 
Fr VS-+ 


Dies ist eben die Energiegleichung. 
Die Impulsdichte 8/c? des elektromagnetischen Feldes kann als das Produkt einer 
Massendichte und der Geschwindigkeit des Lichtes ausgedrückt werden: 


— ML. 
Ss 
ec? 


Unter Berücksichtigung des Zusammenhanges $S = wc gelangen wir zu folgender 
grundlegenden Gleichung 


w—= ms}. (51) 


Diese Gleichung zeigt die Äquivalenz der Energiedichte und der Massendichte im 
elektromagnetischen Feld. Die Verallgemeinerung dieser Beziehung führt zum 
fundamentalen Prinzip der Äquivalenz von Energie und Masse: 


W= Me. (52) 


Diese Gleichung drückt das Einsteinsche Äquivalenzprinzip aus. 

Hier sei auch noch die Formel der ausgestrahlten Leistung eines bewegten Elek- 
trons bei großer Geschwindigkeit angeführt. In Kap. 4.8. hatten wir folgende Glei- 
chung erhalten: | 


2 
SEE A (53) 
dt Örtegc? 


Bei Geschwindigkeiten, die im Verhältnis zur Lichtgeschwindigkeit nicht vernach- 
lässigbar sind, erhalten wir dagegen 


2 
®—|Ixo 
dw _ e? C (54) 


de br (1 98 


Diese Beziehung erhielten wir, indenı wir zuerst die ausgestrahlte Leistung in einem 
Koordinatensystem berechneten, das sich in dem betreffenden Zeitpunkt mit der 
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Geschwindigkeit v mit dem Elektron mitbewegt. Die so erhaltenen Resultate werden 
dann mit Hilfe der Lorentz-Transformation in das ruhende System transformiert. 

Für uns sind auch die konstitutiven Relationen — also die Relationen, die die 
Feldgrößen in Anwesenheit der eventuell sich bewegenden Materie miteinander oder 
mit den Polarisationsgrößen in Verbindung bringen — wichtig. Wir wollen also die 
Lorentz-invariante Form der Gleichungen 


H-{BıM (56) 
Mo 


herleiten. Die zweite Gleichung haben wir hier in einer von der bisher gebrauchten 
Form abweichenden Weise geschrieben, um die elektrischen und magnetischen 
irößen völlig analog untersuchen zu können (M? = —ı,M, wo B= wH + M?°). 

Wir kennen schon den elektromagnetischen Feldtensor F, der E und B in sich 
vereinigt. 

Wir müssen also noch einen Tensor, der aus D und H, und einen weiteren, der 
aus P und M aufgebaut ist, konstruieren. Wir nennen den ersteren G und den 
zweiten M. (Natürlich könnten wir diesen letzteren ebensogut mit’ P bezeichnen.) 
Die Beziehung zwischen diesen drei Tensoren lautet 


G-LFIM (57) 
Ho 


oder, in ausführlicher Schreibweise, 


0 H, —H, -IieD: 0 B; —B, (—j/e) E, 
—H, 9 H, —jeD, oh —B, 0 B, (—j/e) E, 
H, -H, 9 -—eD; Ko B, —B, 0 (—j/c) E.; 
jeD;, jeD, jeD, 0 GleE, üleE, GleoE, 0 
0 M. —M, —jeP, |] 
+ —M. . M, —jeP, (58) 
M, —M, 0 —jeP. 
jeP, jeP, Je: 0 


Wir bemerken, daß die Komponentengleichungen tatsächlich die Ausgangszusam- 
‚menhänge (55) und (56) wiedergeben. So entsprechen z. B. den Gleichungen 


1 1 
Gy = — Fa + Mas; G4=—Fu+ Mu 


Mo (to 
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die folgenden Gleichungen: 


Be Bshr De it Die, 


Ko Cuo 
da | 
1 EREER 


ist. Wir haben also eine Tensorgleichung und nehmen diese für jedes Bezugssystem 
als gültig an. 

Die Transformationsregeln ergeben die (dreidimensionalen) Polarisationsgrößen, 
die durch einen Beobachter gemessen werden, der sich relativ zu dem System, in 
welchem P und M bekannt sind, mit der Geschwindigkeit (m, 0,0) bewegt: 


P,=P,; M,= M,; 


P,=x (? — = ") M,=x»M,+vP.,): (59) 
Pi =» (P: +7 “,) Mı = (M, — vP,). 


Für die Feldgrößen gilt: 
D,=D,; H,=H,; 


D, = % (2. Z— zn): H, =x(H,+vD,); (60) 
D=% (P. +7 A) H,=x«(H,— vD,). 


Unsere nächste Frage ist, wie die Polarisationsgrößen mit den Feldgrößen im Ruh- 
system zusammenhängen, wenn der Stoff sich bewegt, was also den Relationen 


P=.%4E;.M= En XnB (61) 
Ko 


entspricht. (Mit der etwas ungewöhnlichen Form der Zusammenhänge H = B/u, +M 
und M = »„B/u, statt B= wH + M° und M = ur, H haben wir jetzt die Re- 
lation x = (1/u,) —1 statt #2 = u, — 1 erhalten. Der bekannte Zusammenhang 
% = & — 1 bleibt auch in dieser Schreibweise gültig.) Wir suchen also einen anti- 
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symmetrischen Tensor, der in den Feldkomponenten F,;, linear ist und von der Ge- 
schwindigkeit in solcher Weise abhängt, daß sich im Fall v=0 eben die Glei- 
chungen (61) in Tensorform ergeben. Wir schreiben wieder den gesuchten Tensor auf 
und zeigen, daß er tatsächlich der Forderung genügt: 


Ke m yx (Fu). (62) 


Hoc? 


M=-F+ 
Ho 


Hier bedeutet u x (Fu) das Vektorprodukt der Vierervektoren u und Fa. (Unter 
dem Vektorprodukt der Vierervektoren @ und b verstehen wir einen Tensor, dessen 
Komponente T';,. = a;b, — a,b; ist.) 

Tatsächlich erhalten wir zum Beispiel für z = (0, 0, 0, je) 


He — 


i  [ar(Fu), — ulFu)ı]- (63) 
0 


My = mn. + 


Ko 


Da u, = 0 ist, brauchen wir nur (Fu), auszurechnen: 


(Fu), = Fi + F2dz + Fiss + Fu = Zu E,j6; 


(Fu), = je (-) a 
C 


nd 2 


Es wird also 


Km u 3 3 
Mu=— _. E; ar - (-Jc#,) —= —jeegeeB, = —jeP;. 
u c ‚u 


oe? 


Wir haben also tatsächlich den erwarteten Wert erhalten und nehmen Gl. (62) als 
allgemeingültig an. So haben wir — ausführlich ausgeschrieben — die folgenden Re- 
lationen, die die Feldgrößen mit den Polarisationsgrößen im Ruhsystem bei be- 
wegten [% = (tv, 0, 0, jc)] magnetischen und dielektrischen Stoffen verbinden: 


Pr: — EgteEr; 


v 
P, = &0*? (x = cz ) E, + (#m — %e) oB.|; 
(64) 
P;,= Eor? (r mr Gm) E. — (#m — #e) | 


c2 


M,=— *nB:; 
| Ko 
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2 Fr + ee ux Fu. (65) 


D, = &&&;; 
v@ 1 1 
D, = Eg*® ((- ur -) E, z 5 m = -) oB.| 3 (66) 
r ce” Hr Kr 
a | 1 
D, = £9%° ((- — = -) E, = - as; -) oB,|; 
C* Hr Kr 
H, = ne B;; 
Kokr 


1 1 be 1 
H,=—n: (--5°)3-(e-.)28.|; 
Ho Mr 0? Mr) €? 

1 1 2 1\ © 
H.—= — x: Zee B,+ = BAR 2 N 
Ko Hr: € | A) 


‚\2 
- . . . . . . . Ü . ° E 
Die Gleichungen vereinfachen sich, wenn die Glieder mit (2) vernachlässigt werden 
können: x. 


P= el#.E — (km — #)vVXB], 
vxE (67) 
ce? 


1 AR 
M=— vB — (Km — %e) 
Ko 
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oder 


P=ol& -P)[IE+vxB + ( — .) vxB, 
Hr 


| 1 E 
= wM=(t- (#-7 )- (& — 1) 
Kı\. e? 

Ein bewegter magnetisierbarer Stoff bedeutet also eine äquivalente elektrische 

Polarisation: 


vxE 
ce 


| 1 
Pau = & ( -)exB, 


Kr) 
ein bewegter Isolierstoff bedeutet dagegen 
M;au = —(& —— 1) UX E. 
Es gilt weiter 


fr 
-.|z® Erllr -oxE|. 
Ho | Ar rc? | 


Zum Schluß sei bemerkt, daß das Ohmsche Gesetz folgendermaßen geschrieben 
werden kann: 


J= yx[E +vxB]j = yYxE. 


5.3. Die Übersetzung der Maxwellschen Gleichungen 
in die Formelsprache der Mechanik 


5.3.1. Die Grundgleichungen der Punktmechanik 


Zur Behandlung mechanischer Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden geht man 
"meist von den Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art oder von den Hamiltonschen 
Gleichungen aus. Diese sind den Newtonschen Bewegungsgleichungen äquivalent, 
aber zur Behandlung gewisser Probleme geeigneter und stehen in. einfachen Zu- 
sammenhängen mit den Variationsprinzipien der Mechanik. Wir fassen jetzt kurz 
die Grundgesetze für konservative Systeme zusammen. 
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Es sei ein System von f Freiheitsgraden gegeben. Die Lage des Systems ist also 
durch die Angaben der verallgemeinerten Koordinaten q,, 9, -.., 9, eindeutig ge- 
geben. Schreiben wir zuerst die potentielle Energie als Funktion der Lagekoordinaten 
auf: 


W, = wg; Ga, ++» q,)- . (1) 


Die kinetische Energie wird im allgemeinen eine Funktion der verallgemeinerten Ge- 
schwindigkeitskoordinaten und der Lagekoordinaten sein: 


W. — W.(q; ..., Ip In; “oo, gy)- (2) 


Der Unterschied zwischen der kinetischen und der potentiellen Energie wird La- 
grange-Funktion genannt: 


L(g,, ...,4p di; “oo, g,) ki W. 22; W.. (3) 


Diese Lagrange-Funktion spielt im folgenden eine große Rolle. Die Bewegungs- 
gleichungen werden durch die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art 


L oL 

arg, v=4, 2,57 (4) 
ög; di ög; 

gegeben. 


Diese Lagrange-Gleichungen sind dem Hamiltonschen Variationsprinzip äqui- 
valent. Dieses besagt folgendes: Bestimmen wir den Wert des Integrals 


[va (5) 
tı 


für verschiedene mögliche Zeitfunktionen g;(t), so wird der tatsächliche Ablauf durch 
diejenigen Funktionen g;(t) beschrieben, die zu einem minimalen Wert des Integrals (5) 
führen. Diese Tatsache wird kurz folgendermaßen ausgedrückt: 


tz 
s/(Lk=0, (6) 
’ 


d. h., die Variation des Integrals der Lagrange-Funktion ist Null. Das Aufsuchen 
jener Funktionen, die den Wert eines bestimmten Integrals zu einem Extremwert 
machen, ist die Aufgabe der Variationsrechnung. Nach einem Grundsatz der Va- 
riationsrechnung kann eine Funktion g;(t), die zum Extremwert führt; durch Lösung 
der Eulerschen Gleichung der Variationsrechnung erhalten werden. Diese Euler- 
schen Gleichungen sind in unserem Fall mit den Lagrangeschen Gleichungen zweiter 
Art (4) identisch.’ 
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Führen wir die verallgemeinerten Impulskoordinaten ein. Diese sind durch fol- 
gende Gleichungen definiert: 


&L_ WW. —W) _eW: 


ee ve 2s (7) 
06; og; eG; 


Pi 


Diese Impulskoordinaten p; werden als zu den Lagekoordinaten g; kanonisch- 
konjugierte Impulskoordinaten bezeichnet. 

Da zwischen den Impulskoordinaten p; und den verallgemeinerten Geschwindig- 
keitskoordinaten d; ein linearer Zusammenhang besteht — da W,, in g; quadratisch 
angenommen werden darf —, können die g; durch die 9; und umgekehrt leicht aus- 
gedrückt werden. Schreiben wir jetzt die Energie des Systems mit Hilfe der Lage- 
koordinaten und der kanonisch-konjugierten Impulskoordinaten auf: 


H(pr, u) = Wu + W;- (8a) 


Diese Funktion wird Hamilton-Funktion genannt. Nebenbei sei bemerkt, daß im 
allgemeinen (nicht konservativen) Fall die Hamilton-Funktion folgende Form be- 
sitzt: 


f 
H=2p4 —L. (8b) 
ı=1 


Das erste Glied der rechten Seite bedeutet im konservativen Fall die doppelte 
kinetische Energie, das zweite Glied, d. h. die Lagrange-Funktion, gibt den Unter- 
schied der kinetischen und der potentiellen Energie an. Es wird also 


H=2M, - (M-W)=W.+W,. 


Die Bewegungsgleichungen können auch mit Hilfe der Hamilton-Funktion' auf- 
geschrieben werden: 


_  dHW.Q) „ _ @H(p.,g;) 
Pi So tir B) 1.07 De 
Pi 


24; (9) 


Dies sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. 

Es bedeute F(p;, g;) eine beliebige Funktion der Veränderlichen 9; und g;. Die 
Funktion F(p;, q;) hängt natürlich letzten Endes von der Zeit ab, da p; und g; von 
der Zeit abhängen. Die zeitliche Änderung dieser Größe kann einfach berechnet 
werden. Es ist nämlich 


dF Lordg : OF dp; 
= ER ar 


eh (10) 
di i=1 0g; di i=1 op; dt 
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Unter Berücksichtigung der Hamiltonschen Gleichungen (9) kann diese in der fol- 
genden Form geschrieben werden: 


dr £ (& oH ©H a 


dt 1 \09; 0p; 24; Op; 


Der Ausdruck auf der rechten Seite heißt Poisson-Jacobischer Klammerausdruck 
oder kurz Poisson-Klammer und wird mit [F, H] bezeichnet. Die zeitliche Änderung 
der Funktion F'(»;, g;) wird also: 


dF Ä 
FT [F, H]. (12) 


11) 


5.3.2. Analogie zwischen mechanischen Punktsystemen 
und elektrischen Netzwerken 


Es ist üblich, auch schon bei einer elementaren Behandlung darauf hinzuweisen, daß 
eine Analogie zwischen einem elektrischen und einem mechanischen Schwingkreis 
besteht. Es können aber auch kompliziertere mechanische Systeme durch elek- 
trische Netzwerke modelliert werden. Die Betrachtungen über die Analogie haben 
also neben ihrer prinzipiellen Bedeutung einen praktischen Zweck. Einfachheits- 
halber werden nur verlustfreie passive Netzwerke behandelt. Die Netzwerkelemente 
bestehen also aus Induktivitäten und Kapazitäten. 
Der elektrische Zustand des Netzwerkes sei durch die f Maschenströme 


jı ja; ja» nr Jr 


charakterisiert. Das Netzwerk kann also als ein System mit f Freiheitsgraden be- 
trachtet werden. Das Problem: ist somit gelöst, wenn die. Zeitfunktionen j;(t) bekannt 
sind. Der Zustand des Systems kann auch mit Hilfe der „Maschenladungen“ 


91: 925 - ++; gr 
beschrieben werden. Diese sind durch die Gleichungen 
de = ik; N 


definiert. Die ‚Maschenladungen‘ können als verallgemeinerte Lagekoordinaten, die 
Maschenströme dagegen als verallgemeinerte Geschwindigkeiten betrachtet werden. 
Wir drücken jetzt die „kinetische“ “Energie, d.h. die magnetische Energie, durch 
die „‚Geschwindigkeiten‘“ aus 


1 = : 
Winsen = Win Bug 2, P2 Lidir- (13) 
“ u K 
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Die potentielle Energie wird 


Wei Wo = Fo 52 > un 


Die Lagrange-Funktion wird also 
1 2 
L= Win — W por = 3 2 Like — — 2 Eo- 1:9. (14) 


Um die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen aufschreiben zu können, bestimmen 
wir die folgenden Ausdrücke: 


un % u 


Lade: 
09; kr Oi 84: 2 de 


Es wird also 


A we 20 Mi. Mpor, 5 Li Sy =D; TEL 2,., fe) 
di 06; 0g; di 06; og; k CO; 


Dies sind die Kirchhoffschen Maschengleichungen. Wir haben damit bewiesen, daß 
die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen mit Hilfe der geeignet definierten kine- 
tischen und magnetischen Energie zu den Grundgleichungen der Netzwerktheorie, 
d. h. zu den Kirchhoffschen Gleichungen, führen. 

Es ist bemerkenswert, daß den zu den Lagekoordinaten g; kanonisch konjugierten 
„Impulsen‘ eine einfache physikalische Bedeutung zukommt: 


pi = —E = —# - So =®.. (16) 
k 
Die kanonisch konjugierten Impulse sind mit den Induktionsflüssen der betreffenden 


Maschen identisch. 
Die Hamiltonsche Bewegungsgleichung lautet nun: 


= -— = -I-. (17) 


Hier haben wir wieder die Kirchhoffschen Gleichungen als eine spezielle Form der 
Faradayschen Induktionsgleichung. 
Im allgemeinen Fall bilden wir die: folgenden Funktionen: 


1 ” 1,1 „1 = 
Win = 3 Lulihk; Wo = — FRI TE Gn; F= 5 & Rudiik; 
2 j.k ik Oik 23% 
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Die Lagrange-Gleichungen (15) haben jetzt die folgende Form: 


2 Min N por = an tu; t=L2.uf. 
di ©; og; 9; 


Diese Gleichungen führen sofort zu den Maschengleichungen 


ER Li Fri N = Ugis el, 2:8581. 


5.3.3. Die Grundgleichungen bei kontinuierlichen Systemen 


Da die Netzwerke mit konzentrierten Parametern mit den mechanischen Punkt- 
systemen in Analogie stehen, ist zu erwarten, daß eine Analogie zwischen den Grund- 
gleichungen des elektromagnetischen Feldes,und den Grundgleichungen der kon- 
tinuierlichen Systeme besteht. Um zu diesen Grundgleichungen zu gelangen, gehen 
wir von einem System mit endlich vielen Freiheitsgraden aus. Wir vergrößern die 
Anzahl der Freiheitsgrade, bis wir zu kontinuierlichen Systemen mit unendlich 


X=0 x Ax x+Äx Xel 


Abb. 5.4 Zur Veranschaulichung des Überganges 
„diskretes System — kontinuierliches System“ 


vielen Freiheitsgraden kommen. Das Verfahren wird sofort an einem elektrischen 
Beispiel gezeigt: Das Netzwerk in Abb. 5.4 ist, wie man erkennt, ein Ausschnitt aus 
einer Lecher-Leitung. 

Die Lagrange-Funktion kann hier in der folgenden Form geschrieben werden: 


a L#j? 
1-25 nn wi 


(kr — a . (18) 


Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, d.h. die Kirchhoffschen Gleichungen, 
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lauten: 


d Iesı — ı. IK — %-ı 
— L* Zr us = #1 _.0, k=1,2,..,N. 19 
Ta re (19) 


Um zu der Leitung mit verteilten Parametern zu gelangen, formen wir Gl. (18) auf 
folgende Weise um: 


1 1 _ (ale + 42) — ge)\? „, 
1-2|37 j*(x) A rt Ta ) ae). 


Hier wird die Lage der einzelnen Elemente durch die Koordinate x an Stelle der 
Elementnummer %k charakterisiert. Führen wir jetzt die Kapazität und Induktivität 
pro Längeneinheit durch die Gleichungen 

L> C* 

Ar 


ein und bilden dann den Grenzübergang 


lim ge + Az) z g(«) re <q 
4x0 Ax 0x 


’ 


so gelangen wir zur Lagrangeschen Funktion 


S ze Lite) — I 2) dr. (20) 


Wir sehen, daß man die Lagrange-Funktion durch Integration einer bestimmten 
Funktion nach den Lagekoordinaten erhalten kann. Der Integrand selbst wird also 
mit Recht Lagrange-Dichtefunktion genannt. Diese läßt sich in unserem Fall wie 
folgt schreiben: 


2 1 /da\2 
2 A EL (21) 
ot 0X 2 17, 20 \0x 
Das Variationsprinzip kann jetzt in folgender Form geschrieben werden: 
ta I 
ö Lded=0. (22) 
i) J 


Diese Gleichung besagt folgendes. Zur Lösung des Problems haben wir diejenige 
Funktion g(x; t) aufzusuchen, die folgende Eigenschaft hat: Wenn man die Dichte- 
funktion (21) bildet und sie nach der Lagekoordinate integriert, ergibt das so er- 
haltene Integral — jetzt als Integral nach der Zeit betrachtet — einen minimalen 
Wert. Nach dem Formalismus der Variationsrechnung sucht man diese Funktion 
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“unter den Lösungen der Differentialgleichüng 

Be ja |. 0 or (23) 
og 0x | o(ög/ox) ot | Oldg/ett) 

Diese eine Differentialgleichung ersetzt jetzt das Gleichungssystem 

oL doL 


für Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden. Es ist sofort ersichtlich, daß die 
Lagrange-Dichte (21), in die Gl. (23) eingesetzt, zu den bekannten Wellengleichungen. 


py. 92 ” 22: 2, 
0x  LC 02 0x2 LO 82 


der Lecherleitung führt. 

Unsere bisherigen Ergebnisse können leicht für drei Raumkoordinaten verall- 
gemeinert werden. Die gesuchte Funktion sei n(r, t). Die Lagrange-Dichtefunktion 
hängt im allgemeinen von den Größen n, grad n, On/öt ab. Es ist also 


$£ = £(n, grad n, On[öt). (25) 
Mit Hilfe dieser Dichtefunktion kann die Lagrange-Funktion nach der Definitions- 
gleichung 

L = N LA (26) 


berechnet werden. Den Eulerschen Gleichungen entspricht die partielle Differential- 
gleichung 


Fe ek, (27) 
en x=1 0% | Olonfor) | dt LKom/öt) 


Hier bedeuten x,, &, &; die drei kartesischen Koordinaten. 
Es können weitere Dichtefunktionen definiert werden. So wird z. B. die Impuls- 
dichte in Analogie zu Gl. (7) folgendermaßen definiert: 
n-°. (28) 
on 


Auch die Hamilton-Dichte kann entsprechend a. (8b) eingeführt werden: 


H# =lUn- 2. (29) 

Damit wird die Hamilton-Funktion: 

H=/[#aV. (30) 
r 


62* 


946 5. Abschließende Übersicht: 


Die ursprüngliche Form der Eulerschen Gleichungen kann man formal dadurch 
erhalten, daß der Begriff der Funktionalableitung durch die Definition 


3 > 
2 aler m 
ön on 110% (22) 


eingeführt wird. Dann kann nämlich Gl. (27) in der folgenden einfachen Form ge- 
schrieben werden: 


Did 


— _— —I—|1=0. (32) 
ön ot \ on 


Der Aufbau dieser Gleichung ist mit dem der Gl. (2) identisch. Mit Hilfe der Funk- 
tionalableitung können die Hamilton-Gleichungen in folgender Form geschrieben 
werden: 


I=-—, 9=—. (33) 


Die totale zeitliche Änderung einer Funktion F, die durch die Dichte 7 bestimmt 
werden kann, wird folgendermaßen berechnet: 


r | 

ER | Bo 4 = ![7,#]qV. (34) 

di on 6II ön. OII | 
Y 


5.3.4. Die Dichtefunktionen.der Elektrodynamik 


und die Maxwellschen Gleichungen 
Zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes sollen auch jetzt, wie schon oft, 
das Skalar- und das Vektorpotential dienen, die mit den elektromagnetischen Größen 
durch die Gleichungen 
E = — gradg, B=rotA. (35) 


verknüpft sind. Wie man leicht erkennt, lautet die Lagrange-Dichte des elektro- 
magnetischen Feldes 


1/04 2 1 " 
L£ = 2 17) = + grad ) = Dun (rot A). (36) 
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Um dies einzusehen, setzen wir diese Dichtefunktion in Gl. (27) ein. und berück- 
sichtigen, daß an die Stelle der Funktion „(r,t) der Reihe nach die Funktionen 
A,, A,, As, A, = jple treten. Die ersten drei Gleichungen, nämlich 


ur 
est er en, Ge (37) 
0A,  i=ı 0% | 9(0A,/0%;) öt | 0(2A,/öt) | 
können zu einer einzigen Vektorgleichung zusammengefaßt werden: 


A | 0A 
rot rot — —  — i e@; — grad e) —r (38) 
Mo ot öl 


Diese Gleichung ist mit der ersten Maxwellschen Gleichung 


rt H =. — Zi 
ot 

identisch. Die Gleichung 

3 | | 
oL BR oo 0L£ 2, o| 82 En, (39) 
Dzur- 0x; | 2(0p/0x;) e(0p/ 2) 
führt zu 
div = + grad ) =, (40) 
was mit 
dvE=0 


äquivalent ist. Die Gleichungen 


dvB=0 und ee 
ot 
sind nach der Einführung der Potentiale durch die Gleichungen (35) automatisch 
erfüllt. 
Betrachten wir jetzt die Größen A, A,, A, jpj/c als Lagekoordinaten, d.h. 
n = (A, 4,, A, jp/c)..Mit Hilfe der Gl. (28) können die Impulse bestimmt werden: 


" a 


“TO, dt oe)’ 2, Tate) 
(41) 
d ö d 
22 _ B, vn Pr. m iR 


una, a al 
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Mit Hilfe von Gi: (29) kann jetzt auch die Hamilton-Dichte angegeben werden: 


ot 
„2 
— gi HI — grad yp — 2 er — 23 (rot A)? 
&) 2 &) 240 
T2 
— er + en (rot A)? — IIgradp. (42) 
777) 


Hier kann von dem letzten Glied der rechten Seite abgesehen werden. Es kann 
nämlich in die Form div @/7 — o div IT umgeschrieben werden. Bei Integration 
über den gesamten Raum geht | div o/TdV in ein Flächenintegral über, das gegen 
Null geht. Auch das zweite Glied liefert keinen Beitrag, denn im leeren Raum ist 


podvT =pdivsE=ß0. 


Auf Grund dieser Überlegungen können wir die Hamilton-Funktion also folgender- 
maßen schreiben: 
m 1 
H=/|#dV = — + — (rot A)?|aV. (43) 
A. | 28 20 
v v 


Das obige Gleichungssystem (41) kann auch in der folgenden Form geschrieben 
werden: 


Me — ef; a=%,y,2. (44) 


Wir erhalten also das interessante Resultat, daß zur Lagekoordinate A, die kanonisch 
"konjugierte Impulskoordinate —e,#, gehört. Man sieht auch sofort, daß die Hamilton- 
Dichte: | 


#=— + I (rot A)? — — u (45) 


nichts anderes als die in kanonisch konjugierten Koordinaten aufgeschriebene 
Energiedichte ist. 


Wir werden jetzt eine Darstellung kennenlernen, die die Analogie zwischen einem elektro- 
magnetischen: Wellenfeld und einem mechanischen Schwingungssystem noch deutlicher zeigt 
und in einer für die Quantenmechanik charakteristischen Weise hervortreten läßt. Es sei ein 
würfelförmiger Raumteil von der Seitenlänge L’gegeben. Das magnetische Feld soll mit Hilfe 
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eines orthonormierten Systems ebener Wellen 


1 
Un = Tor Orr eikr (46) 


dargestellt werden. Hier bedeuten k& den. Fortpflanzungsvektor,'e,; zwei zueinander und zu k 
orthogonale Einheitsvektoren, die die Richtung der Polarisationsebene angeben. L3!? ist ein 
Normierungsfaktor. Mit Hilfe dieser Wellen wird 


Ar, = Vo Zunılr) ul), (47) 
0) = Vo 2 nr) Pr), (8) 


wobei über die Werte A = 1,2 und über alle k-Werte, die den Randbedingungen genügen, zu 
summieren ist. Die Randbedingungen beschränken k auf die Werte 


2 
k= 7 (la + my + nzo); (49) 


wobei !, m, n ganze Zahlen und &,, Yo, %, die Koordinateneinheitsvektoren sind. Die Größen gq 
und pin den Gleichungen (47) und (48) sind natürlich Funktionen der Zeit, die mit Hilfe der 
Bewegungsgleichungen explizit bestimmt werden können. Mit dieser Bestimmung beschäftigen 
wir uns aber nicht. Wir berechnen nun die Hamilton-Funktion mit Hilfe der hier eingeführten 
Größen. Bei der Berechnung benutzen wir die Orthogonalitätsrelation 


J Urt; AV = Öyprörr 
2? ' 


und die Relation 


1 1. a ' k 
rot %,.ı = or rot e,, eikr = ep grad eikrxe,, =jkx Tr &., eK = jk x u. = Ikuys- 
(50) 

Da A und IT reelle Größen sind, gelten die folgenden Beziehungen: 
Uamus Merfis «ler (51) 
Mit den hier angeführten Relationen erhalten wir: 
nm 1 (Vo) SR | 1 Ä 

eg Ve) RB u,:(r) Pr] | Zur.(r) Pr) = — 2 WUR,PraPper- (52) 

&9 2 5 Ir ki 2 ihn. 


rot A = rot Yo 2 [ug ©) geil) + Ugalr) Aealt)] = Vo 2 [gxı(t) rot u, + geo(t) rot %%0] 


— Vin E [akıl!) Dhrtya — Gral!) Dhnseı]. (63) 
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Es wird also 


a (rot A) (rot A)* 
2Ug 


1 
we [2 [ke ugsgrı(t) — Stage] [2 [-jkutsgtilt) + ku gt ol 
1 
= 2; Fr "ler uhr. (54) 


Wir erhalten also nach der Integration 


H- Ser (rob. A) (rot A) (rot A)* 


1 ” 1 
%e, 2u, ar 2 2 (PraPrs + Kgrıgkı) = Fr (Pr? + %°] 9u4|®) 


k,A 
(55) 


Wir wissen aber, daß für die Summe der kinetischen und potentiellen Energie eines linearen 
Oszillators mit der Masse m und mit der Kraftkonstante a folgende Gleichung gilt: 


Wk + W = — mi? + — ax?. (56) 


Durch Einführung der kanonischen Variablen 

= q, p = 0W,/dk = mi 

kommen wir zur un 

Hp,)=— + (57) 


Wenn wir dieses Ergebnis mit Gl. (55) vergleichen, so sehen wir, daß die Hamilton-Funktion 
des klassischen elektromagnetischen Feldes als eine Summe .der Hamilton-Funktionen be- 
stimmter harmonischer ÖOszillatoren betrachtet werden kann. 


5.4. Die Elemente der Quantenelektrodynamik 
5.4.1. Der Matrix-Formalismus der Quantenmechanik 


‚Im vorigen Kapitel haben wir die Maxwellschen Gleichungen in die Formelsprache 
der Mechanik übersetzt. Jetzt gehen wir von der klassischen Mechanik zur Quanten- 
mechanik über. Dann können wir nämlich analog von den in die mechanische Formel- 
sprache übersetzten Maxwellschen Gleichungen zur Quantenelektrodynamik über- 
gehen. Wir fassen jetzt in aller Kürze die Grundgesetze der Quantenmechanik in der 
Form der Heisenbergschen Matrizenmechanik zusammen. In der Matrizenmechanik 
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entspricht jeder physikalischen Größe eine Matrix 


Mıı Mıa ...o NMyın ..o 


TE My Map Man a) 
von der Dimension Unendlich. Die Matrizen sind selbstadjungiert, d. h., 
Mi = Mpi- (2) 


Wenn die Matrix reell ist, ist sie also auch symmetrisch. Der Lageköordinate g 
entspricht die Lagematrix q, der Impulskoordinate entspricht die Impulsmatrix p. 

Ein mechanisches Problem kann jetzt auf folgende Weise mit Hilfe der Matrizen- 
mechanik behandelt werden. Zuerst betrachten wir das Problem als ein klassisches 
Problem; wir schreiben also die Hamiltonsche Funktion mit den entsprechend 
gewählten kanonisch konjugierten Veränderlichen 9;, g; hin, dann ‚bilden wir die 
Hamiltonschen Gleichungen: | 


Diese Gleichungen gelten auch für die Größen q und p, die angedeuteten Differen- 
tiationen müssen aber irgendwie definiert werden. Die zeitliche Differentiation ergibt 
sich aus der Tatsache, daß dem klassischen Poisson-Jacobischen Klammerausdruck 
in der Quantenmechanik der folgende Ausdruck zugeordnet werden kann 


= u 
0) > 1 (F6 - 6GB = zu IF.GI, (3) 


wobei h = 6,62 - 10-% Ws? die Plancksche Konstante ist. Die zeitliche Änderung 
"kann also entsprechend der Gl. 5.3.(12) folgendermaßen geschrieben werden: 


=) (HF— FH). (3a) 
Die Hamiltonschen Gleichungen können also wie folgt geschrieben werden: 


Se 
: Rn — (Hq: — q;H), (4) 


Imi 
P; = = (Hp; — p; MH). (5) 
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Die quantenmechanischen Matrizen ‚gehorchen im allgemeinen nicht dem kommu- 
tativen Gesetz. Besondere Bedeutung kommt den Matrizen zu, die mit einer anderen 
Matrix, z.B. mit der Energiematrix, vertauschbar sind. Aus Gl. (3a) folgt sofort, 
.daß solche Matrizen Konstanten der Bewegung sind. 

Die diskreten Werte der Energie eines physikalischen Systems können folgender- 
maßen bestimmt werden: 


1. Wir schreiben die Hamiltonsche Funktion H(p;, 9;) des als klassisch betrachteten 
Problems mit den kanonisch konjugierten Größen auf., 


. Wir bestimmen die selbstadjungierten Matrizen g,, Pi; welche der Verkauskhungs; 


h 
relation für die kanonisch konjugierten Größen genügen: P:4ı. — Pi; = — 16. 


3. Außerdem seien die Größen p und q so beschaffen, daß sie die Hamiltonsche 
Matrix zu einer Diagonalmatrix machen, d. h., 


wm 0 00.-0. 
0m 00:.-.0- 

HPp=| oo 0 | 0-.-0-. (6). 
():5% 


N 0 0 W,--- 


Es kann bewiesen werden, daß die Matrizen p, q, wenn zu den Matrixelementen g;- 
auch noch der Zeitfaktor 


2rj 
er W-Wt (7) 
hinzugefügt wird, die Bewegungsgleichung befriedigen. Die Werte, die auf der 
‚Diagonale der Matrix stehen, d.h. die Diagonalelemente, geben der Reihe'nach die 
möglichen Energiewerte des betreffenden Systems an. 

Die angedeutete Methode wird am Beispiel des linearen harmonischen ÖOszillators 
erläutert. 

Die klassische Hamiltonsche Funktion wird nach 5.3.(57) in diesem Fall: 


. 9% a 
Hp,dg))=—+—g 
(P, q) 5 + 5? 
Man muß also solche Matrizen p und q suchen, welche die Vertauschungsrelation 


h 
pq — qp = —— 1 (8) 
| Er 
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befriedigen und die Hamilton-Matrix 


zu einer Diagonalniatrix machen. Es ist sofort einzusehen, daß die Lagematrix 
o 1 0 0 09.. 
Iyıo 2 0 2-.. 
4, oRo RR 2-. (10a) 
0 0% oo YA -- 


und die Impulsmatrix 


o yı oo 0: 
zu o RE 0 0- = 
P= Zn ı 0 y2 0 y3 0 ‚ wobei r a Z, (10b) 
2rj Y 2hv N“ j = 2r fm 
0 0 -B 0 Ye--- 


allen diesen Bedingungen genügen. Sie sind selbstadjungiert, da die Matrix q reell 
und symmetrisch ist und die Matrix p der Bedingung 7;,. = p}; genügt. Es ist 
nämlich z. B. | 


fe yz ( er R) 
Io = — — /Z2 =1I1 —-—— I/ — [23 . 
n 2rj Y 2hr 2) Y 2hr 
Die Vertauschungsrelation ist auch befriedigt. Wenden wir nämlich die Regel 
(pq)« Fr PB PimImk 
m 


für die Multiplikation der Matrizen an, so wird 


1 0 2 00 

- 0 1 0 Ye 0 
pq = ruX _y2 0 1 0 fi... (11a) 

0 -% 0.10 


0 0 -Yz2z 0 ı 


‚954 
bzw 
—1 0 2. 00 
0-1 0 % 0 
_h == = 
IP=7, —y2 0° -1 0 12 -- 
0-6 0-1 0 
0 0 -f2 0 —1 
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(11b) 


(12) 


Endlich ist die Hamiltonsche Matrix eine Diagonalmatrix, da 


-1 0% 0-.. 


0-3 0 KB 
p? div Bo 
a 0-5 0-.. 
0% 0 7... 
und 
1 o»%2 0. 
0 3-0 %-- 
S@-"[wo 50 
re WE 
oye 07 


(13) 
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Die Eigenwerte des quantenmechanischen Oszillators, d. h. die möglichen Energie- 


werte, werden durch die Diagonalelemente geliefert: 


B, = (im +1) =nlr + — in, n—=0,1,2,.... (14) 


Wir sehen also, daß die Energieniveaus im Abstand hv voneinander liegen. Das 
unterste Niveau, dessen Größe hv/2 ist, wird Nullpunktsenergie genannt. 


5.4.2. Die Grundzusammenhänge der Quantenelektrodynamik 


Nach dem bisherigen können wir die Grundgleichungen der klassischen Elektro- 
dynamik in den Quantenformalismus überführen. Die Quantisierung kann in der 
Mechanik folgendermaßen symbolisiert werden: 


Klassische Mechanik Quantenmechanik 


9, 9, H(P;, q;) q, p selbstadjungiert 
h 
P:4« — %Pi => 15; 
r) 


Hamiltonsche Gleichungen H(p,q) diagonal. 


Wir haben schon die Grundgleichungen der klassischen Elektrodynamik in die 
Formelsprache der Mechanik übersetzt. Wir können also das angeführte Schema für 
die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes anwenden. 


Klassische Elektrodynanik Quantenelektrodynamik 
A,T A,II selbstadjungiert 
IT: t A)? | h 

TER rennen, ILA,— AT, = —-6,ö(r— r)1 

\280 2uo 27] 

2 t 2 
Maxwellsche Gleichungen “ H= | nn + en 2 .dV 
J\2% PITIN 
diagonal. 


Das: Auftreten der- Funktion ö(r — r’) kann folgendermaßen plausibel gemacht 
werden: Anstelle der diskreten Lagekoordinaten g,,9,,....,9, treten jetzt konti- 
nuierliche Größen wie A,, A,. A-, jp/e auf. Der diskreten Mannigfaltigkeit der 
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Indizes entspricht jetzt die kontinuierliche Veränderliche r. So bedeutet z.B. 
„gleicher Index‘ nunmehr ‚am gleichen Ort“ in der Vertauschungsrelation. Das 
wird eben durch ö(r — r’) berücksichtigt. | 

Die Operatoren A und II (der Index entfällt) sind natürlich Funktionen von r und 
it. Wir gelangen zu konstanten Matrizen, wenn A und IL durch ebene Wellen dar- 
gestellt werden: | 


ES he? j 2 
A Lee 2 li - la, red al, er en]: (15) 
ki T% 


Hier haben wir die Gleichung 5.3.(48) in die Form 
& (Upageı + Urdan) 
‚umgeschrieben und sind dann zur Matrixsprache übergegangen. 


Die Normierung wurde in einer Form gewählt, die sich später als zweckmäßig 
erweisen wird. Das zweite Glied in der eckigen Klammer wurde so gewählt, daß 
dadurch A hermitesch wird. Es gilt nämlich in diesem Fall A = A’. 


Wenn A bekannt ist, kann II bestimmt werden: 
oA au Yu zy he 


. ot = ° sl2 k,i Arcoyy 


e&l—jwa,, elkre + jvat, eritkr-at)], 


Die Matrizen müssen gewissen Vertauschungsrelationen genügen, da A und II 
solche befriedigen. Um diese zu finden, schreiben wir AII explizit: 


AI =K | 3 e,(a,, er + al, u) & era. er Hal, en) 


k,A KM 


en i(k k'’r —ikr— kr 
— Rz Eier rl — arıapr ei‘ ag al a, e x 7 r') 


ae a,.al,, eilkr—k’r) al,al,, e-itkr+K’r’)], 
In dem Ausdruck AII — IIA kommen die folgenden Matrizenausdrücke vor: 
(3,32%, + 2,.72,,) ertRN); 
(ala. + a,..al,) ee): 
(a,.at,,, — al, ,a,,) ekr-k); 
(al,al, — al,,al,) eerten, 
A und II werden der Vertauschungsrelation sicher Genüge tun, wenn 


[a,-,-; a,:] = [al,,., at] = 0; [a;-»-, at] == [a,., al,,.] Eu —ÖpkrÖrzr 1. 
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Dann ist nämlich 


+ (a,.,al, — ala.) ei(k’r’ —kr)] 


-_ ne 
= 2K 2 Eriepr(aıal,,, — al, ‚a,:) eilkr— k'r‘) 
KAk’ı 


— —2K 1 eike-n), 
k 
In den obigen Formeln hat K den folgenden Wert: 


no een 


— 


9 (L3R) Arco I 4" 232 Ai 
(LU) ) 


Für große L gilt näherungsweise 


und da 


1 j 
Fe Ka d/„=ä(r — r‘) 


k 


die Fourier-Darstellung der ö-Funktion ist, erhalten wir endgültig 
| A: 
HA — Al = — 1ö(r — r). 
Zr] 


Über die Probleme, die bei diesem Gedankengang auftreten, findet nıan Näheres 
in [5.5]. 

Mit Hilfe der Matrizen a, a’ kann die Hamiltonsche Matrix in folgender Form 
geschrieben werden 


hc \ 1 
H = vu Z|kl [al,a,. +: a,..al,] = hr (at Ah 23 ) . (16) 
k,A | 


re w\ y 
Unsere weitere Aufgabe besteht darin, daß wir solche Matrizen aufsuchen, die der 
Vertauschungsrelation genügen und die Matrix H zu einer Diagonalmatrix machen. 


Ein ähnliches, aber nicht identisches Problem haben wir bei der Behandlung des 
harmonischen Oszillators gelöst. Die Matrizen a, a! sind jetzt nicht hermitesch, die 
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Vertauschungsrelationen sind auch nicht die gleichen, und die Form der Matrix H 
ist nicht mit der der Matrix H des Oszillators identisch. 

Um die dort erhaltenen Resultate anwenden zu können, führen wir die folgenden 
zwei Matrizen ein: 


1 
we 5 -Y [at, + a,.], (17) 


l. 2 
Par = Sr; Ym,lat, — al. (18) 


Man sieht sofort, daß-diese hermitesch sind und der Vertauschungsrelation 


2 h R 
PraGer — Gra-Pra = — 1 Önaörr (19) 
2r) 


genügen. Die Matrix H nimmt folgende Forni an: 


1 
H =) hu, (mat +; ee ') - =) — (Pk; au 039r)- (20) 


kr ki 2 


Das Problem ist jetzt mit dem Problem des Oszillators identisch. Wir können also 
‚die Resultate übernehmen. Nach Gl. (14) sind die möglichen Energiewerte: 


i i Ä 1 . 1 
W. = hr (mu +n2+ 27 = 3) hun. +2). 
Die elektromagnetische Energie wird also: 
„= W = 2 mm +). (21) 
k k 
Die Zahl rn, kann mit der Anzahl der Photonen identifiziert werden. Somit haben wir 
ihre Existenz bewiesen. 
Es kann weiter die Momentmatrix 
G=2m [EXHdV = —- [IMxrot AdV (22) 
v v 


definiert werden. Die ausführliche Berechnung der Eigenwerte dieser Matrix ergibt: 


h 
TE 


k 
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Es kann also jedem Photon ein Impuls von der Größe 


h h 
2- Ik| = (24) 


zugeordnet werden. 


5.4.3. Qualitative Betrachtungen über einige Resultate 
der Quantenelektrodynamik 


Die bisherigen Resultate können folgendermaßen zusammengefaßt werden. Eine 
Messung der Energie des elektromagnetischen Feldes — abgesehen von der Null- 
punktsenergie — kann nur-zu folgendem Ergebnis führen: 


Nıhv, + Nahvz + ..s + N.hvy. . 


Eine Impulsmessung ergibt als Resultat: 


wobei k% ein Einheitsvektor ist. Als erste Näherung können diese Gleichungen so 
gedeutet werden, daß das elektromagnetische Feld aus einer Anzahl Photonen 
besteht und jedes Photon die Energie hv und den Impuls h/A besitzt. Das elektro- 
magnetische Feld wird deswegen häufig als Photonenfeld bezeichnet. 

Der experimentelle Nachweis der Existenz des Photons ist schon älter als die 
Quantenelektrodynamik. Solche Erscheinungen, die zwangsläufig zur Photonen- 
auffassung führten, sind der Photoeffekt und die Compton-Streuung; theoretisch 
‚wurden sie jedoch erst durch die Quantenelektrodynamik gedeutet. Die Quanten- 
elektrodynamik zeigt aber auch neue Seiten des Photonenfeldes. Für den Fall eines 
‚reinen, d. h. materiefreien Photonenfeldes werden wir näher untersuchen, inwieweit 
die Quantenelektrodynamik mehr enthält als die klassische Photonenkonzeption. 

Wir wissen schon, daß den einzelnen elektromagnetischen Feldgrößen verschiedene 
Operatoren entsprechen, die entweder untereinander vertauschbar oder nicht ver- 
tauschbar sind. Solche nichtvertauschbaren Operatoren sind z. B. E und A oder auch 
E und B. Aus der Unvertauschbarkeit dieser Größen kann man weitgehend Schlüsse 
ziehen. Aus den allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik folgt nämlich, daß 
diejenigen physikalischen Größen, denen nichtvertauschbare Operatoren zugeordnet 
sind, nicht gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit gemessen werden können: Für die 
Meßgenauigkeit gilt die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation: Es ist unmöglich, 
das elektrische Feld E und das magnetische Feld B gleichzeitig mit beliebiger Genauig- 
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keit zu messen, ebenso wie die gleichzeitige Angabe des exakten Wertes der Lage- 
koordinate q und der Impulskoordinate p keinen physikalischen Sinn hat. Der Zu- 
stand E=0 und B=0 ist also unmöglich, d.h. im photonen- und materiefreien 
Raum existiert ein schwankendes Nullfeld: die Vakuumfluktuation. Die Mittelwerte 
von E und von B sind, natürlich Null; der quadratische Mittelwert, der mit der 
Energie zusammenhängt, ist aber keineswegs Null. Die Situation ist ähnlich wie bei 
den festen. Körpern, die auch beim absoluten Nullpunkt eine Energie, die Null- 
punktsenergie, besitzen. Die Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes kann 
mit der Debyeschen Theorie der festen Körper in Analogie gesetzt werden. Die 
angeregten Zustände werden in den festen Körpern durch die Anwesenheit der 
-Phononen beschrieben. Entsprechend sind die angeregten Zustände des elektro- 
magnetischen Feldes mit der Existenz der Photonen verknüpft. 

Aber welche Realität kann. der Nullpunktsenergie des Vakuums zugeschrieben 
werden? In welchen Messungen wird ihr Einfluß sich bemerkbar machen? Um diese 
Frage zu beantworten, setzen wir ein Probeelektron ins Vakuum. In diesem Fall 
wirkt das Nullfeld auf das Elektron und zwingt es zu einer schwankenden Bewegung, 
zu einer Art Brownscher Bewegung. Das Elektron wird also eine gewisse mittlere 
kinetische Energie besitzen. Diese Energie kommt aber bei jedem Versuch vor, kann 
also in die Ruhmasse des Elektrons miteinbezogen werden. Hier müssen wir einen 
Mangel der Quantenelektrodynamik erwähnen, der darin besteht, daß ihre End- 
resultate zumeist divergierende Reihen enthalten. So ergibt sich auch für die Null- 
punktsenergie des Elektrons Unendlich. Das ist an sich nicht verwunderlich, da die 
Nullpunktsenergie des elektromagnetischen Feldes, wie aus Gl. (21) ersichtlich, 
ebenfalls unendlich ist. Die Quantenelektrodynamik umgeht diese Schwierigkeiten 
mit der sogenannten Renormierungsmethode; diese besteht darin, daß der diver- 
gierende Faktor in eine Konstante, z. B. in die Ruhmasse, hineingedacht wird. 

Wenn das Elektron sich im elektrostatischen Feld eines Atonıkerns befindet, kann 
seine kinetische Energie ebenf>.ls in die Ruhmasse hineingedacht werden. Im Aus- 
‚druck der potentiellen Energie erscheint jedoch ein neues Glied als Folge der schwan- 
kenden Bewegung des Elektrons. Das ist leicht einzusehen, wenn man das nichtlineare 
Verhalten des elektrostatischen Potentials berücksichtigt. Die Energieniveaus des 
Atoms verschieben sich etwas, wodurch die Theorie der Messung zugänglich wird. 
Die experimentelle Technik der Radiospektroskopie ermöglicht, die Messung einer 
derart kleinen Linienverschiebung. Die zwei Linien des Wasserstoffatoms, welche 
die spektroskopischen Bezeichnungen 28,,, und 2P,,. tragen und nach der relati- 
vistischen Diracschen Gleichung noch zusammenfallen, sind auf Grund experimenteller 
Angaben um den kleinen Energiebetrag hv relativ zueinander verschoben, wobei 
» = 1060 MHz ist. Die ausgestrahlte Welle liegt also im Gebiet der Mikrowellen. 
Berücksichtigt man die Vakuutmilnktuntion. so erhält man theoretisch einen Wert, 
der dem oben angegebenen gemessenen Wert sehr nahe kommt. 

Wir haben bisher die Quantenelektrodynamik des reinen elektromagnetischen 
Feldes besprochen; das Elektron spielte bisher nur die Rolle eines Meßgerätes. Inı 
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allgemeinen müssen wir eine Wechselwirkung zwischen den Photonen und den 
geladenen Teilchen, z. B. den Elektronen, annehmen; genauer gesagt, wir müssen 
die Wechselwirkung zwischen dem Photonenfeld und dem Elektronenfeld unter- 
suchen. Was wir unter einem Photonenfeld verstehen, ist aus dem bisher Gesagten 
klar: Es ist das quantisierte elektromagnetische Feld, dessen Quanten die Photonen 
sind. Das Elektronenfeld wird auch hier zuerst als kontinuierlich angenommen; durch 
die Quantelung dieses Feldes gelangen wir zu den Elektronen als den Quanten des 
Elektronenfeldes. Der Wellengleichung für die Potentiale des elektromagnetischen 
Feldes entspricht jetzt die Schrödinger-Gleichung; genauer gesagt, den Maxwellschen 
Gleichungen entspricht die relativistisch-invariante Diracsche Gleichung. Die Rolle 
der Größen A,, A,, A., p in der klassischen Elektrodynamik spielen jetzt die Wellen- 
funktionen 9,, $2, 93, 9, der Diracschen Gleichung. Um das Feld zu quantisieren, 
fassen wir die Größen o(r, t) wieder als Operatoren auf, die gewissen Vertauschungs- 
relationen genügen und die H-Matrix zu einer Diagonalmatrix machen. Der Hamilton- 
Operator kann jetzt auch aus dem Operator der Lagrange-Dichte erhalten werden. Da 
sich die Diracsche Gleichung selbst schon als Ergebnis einer Quantelung erwiesen hat, 
wird diese neue Quantisierung als zweite Quantisierung bezeichnet. Auf diese Weise 
gelangen wir zu den erwarteten Ergebnissen: Das Feld besteht aus Teilchen, die mit 
den Elektronen bzw. Positronen identifiziert werden können. Was bisher als Elek- 
tronenfeld bezeichnet wurde, nennen wir besser das Elektronen-Positronen-Feld. Es 
gilt hier das Paulische Prinzip: Die Besetzungszahl eines Zustandes kann 1 oder 0 
sein. Im Grundzustand des Feldes, d.h. im leeren Elektronen-Positronen-Vakuum, 
sind noch sehr viele Elektronen in dem tiefen Niveau W < —m,c? vorhanden. Wenn 
ein Elektron über das Nullniveau angehoben wird, erscheint ein Elektron sowie in 
dem verlassenen Niveau ein Loch, das mit dem Positron identifiziert werden kann. 


In diesem Zusammenhang interessiert uns die komplexe Struktur des Vakuums. 
Sollen wir die Existenz unendlich vieler Elektronen im Vakuum wirklich ernst 
nehmen? Hat diese Annahme eine experimentell nachweisbare Folge? Untersuchen 
wir wieder das Feld in der Nähe eines Atomkerns. Das inhomogene elektrostatische 
Feld verändert die Energieniveaus des Vakuums, und somit ändert sich auch die 
Ladungsdichte. Das Vakuum verhält sich gewissermaßen wie ein Dielektrikum: es 
wird polarisiert. Eine elektromagnetische Welle wird also wegen der inhomogenen 
Dielektrizitätskonstanten gestreut; ähnlich kann eine Streuung elektromagnetischer 
Wellen durch elektromagnetische Wellen, d.h. von Photonen durch Photonen, 
erwartet werden. Diese Folgerungen stehen in krassem Widerspruch zur klassischen 
Elektrodynamik. Die Maxwellschen Gleichungen sind linear; eine Lösung wird nicht 
dadurch beeinflußt, daß im Vakuum schon ein elektrisches Feld vorhanden ist. Die 
Abweichung von der .Linearität infolge der Vakuumpolarisation ist sehr klein, sie 
liegt aber schon an der Grenze der Meßbarkeit. 


Die Tatsache, daß das magnetische Moment eines Elektrons nicht genau 1 Bohr- 
sches Magneton ausmacht, ist auch eine Folge der Vakuumpolarisation. 
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Die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes und des Elektronen-Positronen-Feldes 
kann mit Hilfe der Störungsrechnung berechnet werden: Die beiden Felder werden 
superponiert und die Wechselwirkung als Störung behandelt. Das Resultat einer 
solchen Rechnung ergibt, daß der Übergang von einem angeregten in einen niedrigeren 
Zustand, die sogenannte spontane Emission, als eine durch die Vakuumfluktuation 
erregte induzierte Emission betrachtet werden kann. 

Die Untersuchung der Gesetze der spontanen und induzierten Emission steht heute 
im Vordergrund, da sie von großer praktischer Bedeutung ist. In den Quanten- 
generatoren wird die Nutzleistung durch die induzierten Emissionen, die Störleistung 
dagegen durch die spontanen Emissionen geliefert. 

Wir fassen im unten gezeichneten Schema noch einmal die hier behandelten oder 
nur erwähnten Problemkreise zusammen. Die stark ausgezogenen Pfeile deuten 
darauf hin, daß die betreffenden Schritte in diesem Buch ein wenig ausführlicher 
behandelt wurden. 
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